
ВЛАДИМИР МОСКОВКИН

ХАРЬКОВ
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ 
НАУЧНЫХ КАДРОВ

П ри построении математической модели Динами­
ки научных кадров возьмем за основу их постсо­

ветскую номенклатуру и будем рассматривать три- 
составляющие (категории) общей совокупности научных 
кадров: х -  численность научных работников без научной 
степени; у  -  численность кандидатов наук; z -  численность 
докторов наук. Процесс воспроизводства научных кадров, 
их безвозвратного выбытия, а  также переходы научных кад­
ров из одной категории в другую опишем динамической 
системой третьего порядка:

dx f. 2
—  =  a j x  -  ^ i x y  -  ^ i x z  -  t j x  
dt

^ = «2 j  -  72 r + ^ i x y + " iix z  -  , (i)

^  -  a jz  + P2>’z + 72 -  4 ^ ^  at
где -  воспроизводство научньге кадров без научной сте­
пени (разность между их подготовкой и выбытием, не свя­
занным с переходом в категорию кандидатов наук в едини­
цу времени); -  интенсивность подготовки кандидатов 
наук из числа неостепененных научных кадров (х) кандида­
тами наук (у); ̂ jxz -  интенсивность подготовки кандидатов 
наук из числа неостепененных научных кадров (х) доктора­
ми наук (г); сс^ -  интенсивность выбытия кандидатов наук 
из категории научных кадров, не связанным с переходом в 
категорию докторов наук (выбытие за счет смертности, ин­
теллектуальной миграции, перехода в другую сферу деятель­
ности); “ интенсивность самоподготовки кандидатов 
наук до уровня докторов наук; ^ ^ z  ~ интенсивность подго­
товки докторов наук из числа кандидатов наук (у) доктора­
ми наук (z): -  интенсивность выбытия докторов наук из
категории научньпс кадров; ê д:̂ , e^z^-члены, описыва­
ющие внутригрупповую конкуренцию в своих категориях 
(широко используются в моделях популяционной динами­
ки как члены, описывающие самоограниченный (логисти­
ческий) рост в уравнении Ферхюльста).

В этой модели предполагалось, что кандидаты наук го­
товятся только при научном руководстве со стороны кан­
дидатов ф]Ху) и докторов (Jjxz) наук, а доктора наук гото­
вятся самостоятельно (y^v) или при участии научного кон­
сультанта -  доктора наук (р^уг).

Для простоты дальнейшего анализа предположим, что 
= О (это соответствует современной практике, когда док­

торов наук готовят исключительно с участием научных кон­
сультантов). В этом случае особые (равновесные) точки ди­
намической модели (1) находятся из решения алгебраиче­
ской системы уравнений:

дг (а/ -Pi;» -  Y1Z -е/х)= О 
( -  а 2  +  Р/д: -  р 2 г  -  е.2у)+  y i x z  =  0 .

z { - a 3  + ^ 2 y - ^ 3 z ) = ‘ 0

(2)

Эта система уравнений имеет пять неотрицательных ре­
шений:

1.

2 д-0 _ «2Р / + а /е з   ̂^0 ^  « /Р /  .0 q .

p j+ e /6 2

3. = z ^  = 0 ;
t j

■■О ^ «7Рз -  «3PJ -  (Pj£3 +  У 1̂ 2 )ẑ  0 _ а з + е з г ^
е/Рз Рз

 ̂ . 0  В р а з - А р г в - у т  ,
■ 3(Y/P2a/ + S(?ej)

{Враз -  АрЕз -  у  jap  f   ̂ Араз

где

V ‘f  (УУРзв/ + В р е з ^  У 1 ^ 2 4  + Вргз ’

с у Р 2 ^ -с у р / Р /е з  + У/Рз ■

P 7 ( « lP 3 - « 5 P / ) - e j ( a 2 p 2 + e ^ ) .
Рзе/

Р / + 7 /Р з )+  £71 езез+ р2

е7Рз
В четвертом случае имеем два решения системы (2), ко­

торые следует дополнительно исследовать на действитель­
ность и неотрицательность.

Матрица линеаризованной системй (1) имеет вид:

,0 ,0
Ч  -Р 7 ^  - у I X

р 7 /  +  77г® Ч  У 1 х ^ - ^ 2 У ^  
О р2г VJ

(3)

v i  = a j -  ̂ j y ^  -  y j z ^  -  2 e j x ^  ; 

где •’г = « 3  + Р /* ^  -  Рзг® -  2^2У^ :

" i = - “ 5 +  Рз .
При х^=У^= z^=О характеристическое уравнение имеет ввд

/< -Х /| =  ( а 7 - Х Х - а 2 - Я ,Х - а 5 - Я .) = 0 ,  (4)

откуда собственные числа матрицы А  равны:
= -  ot̂  < “  «5 ^  (?,откуда следует, что нулевая особая
точка является седлом. Здесь / -  единичная матрица.

Во втором случае характеристическое уравнение приво­
дится квиду

A - X t i
Рз («тР7 - е т « 3 ) - ( p j + « 5

p j + e i 8 2
- X

{а - )С ^ в - ' к )+ ^ ] а в = 0,
(5)
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где
- g / ( « j e 2 + « 2 P / )  . д _ _ е 2 ( « 2 £ 7 - « / Р / )

P /  + e /e 2  P /  + e/£2
Собственные числа матрицы A находятся из решения 

уравнения (5):

Xi  =

( 2   ̂Р2 (“ /Р /  -  « 2 е /) -  «5 р ; + e/82

Р /+ Е /Е 2

где Л, 5  -  те же, что и в формуле (5).
В частном случае при а. -  а, = у. = 6. = р имеем jc  ̂= ^  

уР - z ^  = О приходим к случаю 3.
В третьем случае характеристическое уравнение имеет вид

( - а J  “ Х ) { - а ] - Х )  - а 2  + - X
^1

откуда X i  =  - ocj < 0 ,  X 2  =  - 0 L i  < 0 ,  Х з  =  - а 2  +

= 0,  (6) 

a j p i

-СХ2 +

а/В/ ^
При ” 062 + < О приходим к устойчивому узлу, при

<^7Р/ ^ л сс/Р/
_, ^  ̂— к седлу, при -  «2 + - -  = v имеет

е /
место бифуркация типа «седло-узел».

Четвертый случай, состоящий из двух особых точек, 
слишком громоздок для аналитического рассмотрения, по­
этому на нем останавливаться не будем. Отметим только, 
что здесь возникают наиболее интересные ситуации при 
наличии ненулевых компонент особых точек.

Рассмотрим теперь ситуацию при отсутствии внутригруп­
повой конкуренции, когда = (?. В этом случае алгебраичес­
кая система (2) имеет следующие неотрицательные решения:

Р7 Р /

О _ ,0 = “ ZglzEZSl
а#2У7 ’ Р2 Y/P2 '

В третьем случае при а /p j  — сс^Р j >  О > О автома-

тически следует, что д:̂  > 0.
В первом случае, также как и ранее при е / Ф О имеем сед- 

ловую особую точку в нуле.
Во втором случае характеристическое уравнение имеет вид

A-^XI

- X  -

а /
О

« 2

- -Х
О

Р /
с

в - х

= 0

(7)

- ( В -  + o .ja2

г  -  У/“ 2 -  “ /Р2 в _  “ ^ 2  -  « 5р// — Z • о  —
Р / P i

Из уравнения (7) получим:

=  ̂ 5 =  ± Ц а 2 а 2  .

О _ 0-2
Таким образом, при В >  О особая точка ^ "" Р/ " 

О О
У ^  ̂ ~  является неустойчивым фокусом, при В < 0 —

устойчивым фокусом, при 5 = (? -центром (здесь не возника­
ет бифуркации рождения цикла, так как det Л -  0).

В третьем случае матрица (3) имеет вид

О

a i

О

M i

У1
N

У1

м

« 3 ( « 2 Y i -K 5 P j )
а. 1^2

О
(8)

где:

^  ~“ -^(«/Рз-«Зр/+«2У7)
а /Р 2

_  Щ  ) - « J  Р/ -« 7  Р2N  =
a/p2Y7

«2

Тогда характеристическое уравнение можно представить 
в виде

\A--XI _  ( а з Р ^ - а / Р з )
Y/

( а 5 р / - « 2 У / ) « 3
« /3 2

X ~ a j M

- X
У]

= 0,
(9)

так как а^р  ̂-  а^р  ̂ > Ои

которое представляет собой кубическое уравнение.
Можно показать, что в этом случае

d e tA ^ b h ^ l^ ^ lh lK ^ O .
11

М  < 0 . Ъ  этом случае наверняка существует облгхть пара­
метров динамической системы, в которой она является ус­
тойчивой. В частном случае щ = а, р̂ . = у,- = Р третья особая

О О ^  О п точка переходит во вторую: х у  -  — , z  - О,
Р

Таким образом, в данной статье на\ш построена матема­
тическая модель динамики научных кадров в виде нелиней­
ной динамической системы третьего порядка, определены ее 
особые точки в двух вариантах: {у2 -  О ф О )  и 
(у2  = 0 , t i  = о ) , проделан анализ их устойчивости в самом 
общем случае. В дальнейшем необходим детализированный 
анализ устойчивости особых точек этой системы с проведе­
нием численных экспериментов, поиском бифуркаций рож­
дения цикла и странных аттракторов.

Материал предоставлен 12.05.2000 г.
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