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А ннотация. В работе рассмотрена однородная задача Дирихле для линейного эллиптического уравнения второго 
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1. В в е д е н и е . В д ан н о й  работе обсуж даю тся вопросы  од н о зн ач н о й  разреш и м ости  элли п ти чески х  
ур ав н ен и й  второго п оряд ка общ его ви д а в случае, когда коэф ф и ц и ен ты  м лад ш и х  членов уравн ен и я  
удовлетворяю т предельны м  показателям  интегрируем ости  по Соболеву.

Эта работа предворяет исследования по повы ш енной  сум м ируем ости градиентов реш ен и й  краевы х 
задач различного типа для таких уравнений. О повы ш енной  сум м ируем ости см. [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
11, 12, 13, 14, 15, 16] .

В настоящ ей работе м ы  рассм атриваем  ли н ей н ы й  эллиптический  оператор второго порядка общего 
вида

Х м := div ( А ( х )Vm) + div ( а ( х ) и) + Ь(х ) ■ Vm + с(х)и,

рассм атри ваем ы й  в огран и ч ен н ой  области D  с  R " , где п > 2. Здесь А (х ) = [A i j (х )} -  и зм ери м ая  
сим м етричная м атрица, удовлетворяю щ ая условию  равном ерной  эллиптичности

П
а |^ |2 ^  A i j (х < а -1 |^|2 для почти всех х  е  D  и всех ^ € R " , а  = const > 0 . (1)

i,j=1
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В е к т о р -ф у н к ц и и  а ( х ) = (а1 ( х ) , . . . ,  а " ( х ) ) , Ь(х) = (Ь1 ( х ) , . . . ,  Ь" ( х )) и к о эф ф и ц и е н т с( х ) уд о вл е тво ря ю т 
следую щ им  условиям:

а J (х ) €  ! „ (D ) , ЬJ( х ) е  L„(D) , j  = 1 , . . . п ,  с ( х ) е  L | (D) . (2)

О
Введем соболевское пространство ф ун кц и й  (D ), как п оп олн ен и е ф и н и тн ы х  бесконечно ди ф ф е­

рен ц и руем ы х в ограниченной  области D ф ункций  по норме

/ г  1/ 2
II U II о =  /  |Va |2 dx .

w} ( D)

Д анное вы раж ение является норм ой  в силу хорош о известного неравенства Ф ридрихса. В настоящ ей  
работе изучается задача Д ирихле

О
£ и  = d iv / ,  /  = ( f i , . . . / „ ) , f j  е  L} (D ), и eW}1 (D ), (3)

в ограниченной  области D с  R " , где п > 2.
О

Под р еш ен и ем  задачи  (3) пон и м ается  ф ун кц и я и eW}1 (D), для которой вы п олн ен о  интегральное 
тождество

У  ( А ( х )Vu  ■ V f ) dx ^  J  (а (х ) ■ V f  )и dx  ^  J  (Ъ(х) ■ V u ) f  dx  ^  J  с ( х ) u f  dx  ̂  J  ( f  ■ V f ) dx  (4)

D D D D D

О
для всех пробны х ф ункций f  eW^  (D). При рассм отрении вопроса об однозачной разреш им ости  задачи 
Д ирихле (3) нам  потребуется дополнительное условие вида

J  (с ( х ) f  - ( а  ( х ) ■ V f )) dx  < 0, (5)

D

О
вы п олн ен н ое н а н еотри ц ательн ы х ф ун кц и ях  f  eW^  (D). В доказательстве единствен н ости  реш ен и й  
задачи  (3) при  вы полнении  условий (1), (2) и (5) м ы  опираемся на оценку из теорем ы  1 (см. [17]) вида

[  IVu l2d x \ 2 <  С (а, п,  ||а ||ь „(d ) , Ilb IIl„(d ) , D ^  f  If l2 d x

D D
(6)

в которой постоянная С (а, п, Ца IIl„ (d ) , Ilb IIl„ (d ) , D ) из (6) представлена явно.
И меет место следую щ еее утверж дение.
Т е о р е м а  1. Если выполнены условия  (1), (2), (5) и f  е {Ь2 (D^ ", то задача Дир их ле  (3) однозначно 

разрешима и для решения справедлива оценка (6).
Б удем  пользоваться следую щ им  пред ставлением  м лад ш и х  коэф ф ициентов  а,Ь е (L„(D ))" и с е 

(LR (D ))" рассм атриваем ого уравнения

а = <3 + а, а е ( L ^ ( D ) ) " , ^  е (L„(D) ) " , I а (D)<  ^1 ,

Ь = Ь + Ь, Ь е ( Ь ^ ( 0 ))", а е ( Ь „ (D))", || Ь ||ь„(d )< ^1, (7)

с = с + а  с е ( 1 ^ ( В ))", а е ( 1  д (D))", || ?  | | ь , (d )< 9}

с достаточно м алы м и  постоянны м и в 1, в 2 е (0,1 ), которы е определяю тся в дальн ей ш и х  рассуж дениях.

2. О д н о зн а ч н а я  р а з р е ш и м о с т ь  п о с т а в л е н н о й  за д а ч и . В этом разделе однозначная разреш им ость 
задачи  Д ирихле (3) доказы вается в произвольной  ограниченной  области D .

Доказательство сущ ествования реш ения задачи Дирихле (3) основано на вспомогательны х утверж де­
ниях, которые устанавливаю тся ниже. С начала нам потребуются оценки билинейной формы, связанной 
с оператором  L  из (3), им ею щ ую  вид

£ ( u , v ) (AVu  ■Vv ) dx  ^  j  (а ■Vv ) u d x  (b ■Vu )v dx cuv dx  (8)

D D D D

О
и определенную  на ф ункциях и, v eW}l (D).



Л ем м а 1. Если коэффициенты оператора Х  из (3) удовлетворяют условиям (1) и (2), то

Х ( и , и ) >  ^  |V m |2 d x  -  ^  и 2 dx, (9)

где С = С (а, а, Ь, с, п).
Д о к а за т е л ь с т в о . В силу условия равном ерной  эллиптичности  (1) им еем

(и, и ) > а  JХ ( и , и ) > ^  |Vm|2 dx  -

D

J  (а ■ V u ) u d x

D

J  (b ■ V u ) u d x

D
/

cu dx (10)

С начала оц ен и м  второе и третье слагаем ы е в п равой  части  тож дества (8). Оба слагаем ы х оцениваю тся 
одинаково и м ы  приведем  только оценку первого из них. Из (7) им еем

У  (а ■V u )u d x  ((3 ■Vu ) u d x  ^  j  (a  ■Vu ) udx .

DD D

Для первого интеграла из правой части  в (11) имеем

У  ((3 ■ V u)и dx

D

С\\a\\i^ (D) j  I V u l l u l d x

и из неравенства К ош и с е > 0 найдем

У  (& ■Vu )u d x

D

< ^  IVuI2 dx  + С (e)||<3|\l^ ( D ) J  и2 dx.

D D

Второй интеграл в правой части (11) оценим  с пом ощ ью  неравенства Гёльдера, в силу которого

У  (а ■ V u)и dx

D
<  Уа 11ь„(D)

/ 1/ 21 ^

IVu I2 dx  lu | dx

I \ J

По неравенству Соболева

/ 1и I dx

D

Отсюда и из (13) с учетом  (7) получим

У  Са ^ V u ) u d x

D

/ Г  1/2
< с (п) /  IVuI2 dx

JD

<  С  ( п ) е  ̂  IVu I2 dx.

D

Из (12) и (15) найдем

У  (а ■Vu ) u d x <  ^  IVu I2 d x  + С (£)\\a\\2̂̂  ̂ J  u 2 d x  + С ( n ) 9 ^  IVu I2 dx.

D D D

А налогично для третьего слагаемого

J  (b ■Vu ) u d x

D

< ^  \V u \2 d x  + с (e) \\b W22 ^ (^ )  У  и 2 d x  + С (n ) 9 ŷ \Vu|2 dx.

D D D

Теперь перейдём  к оценке последнего слагаемого в (10). В силу (7) им еем

У  си2 dx  ^  У  си2 dx  ^  У  'си2 dx.

D D

Ясно, что

У  си2 dx  < WcWl„(d) j  и2 dx.

D D

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)



Второй интеграл  в п равой  части  (18) оц ен и м  с пом ощ ью  неравенства Гёльдера и С оболева (14), в силу 
которых

/ J r .
1и | dx

\ J  /D
I

'си2 dx < на II  я (D) (П)в2 j (20)< С ( п)92 J  IVuI dx.

D

В итоге, после соответствую щ его вы бора е, в 1 и в2 из (10), (16), (17), (19) и (20) при ходи м  к оценке (9). 
Л ем м а доказана.

Л е м м а  2. Если коэффициенты оператора L  из  (3) удовлетворяют условиям  (1) и (2), то для фиксиро-
О

ванного и e W l  (D) отображение v ^  £ ( и ,  v), где форма £ ( и ,  v ) определена в (8), является ограниченным
О

линейнъш функционалом на (D) и справедлива оценка

I£(u ,v )I <  С IIu | о ^  | о ^  ,
ж , 1 (D) Ж , 1 (D)

где С = С (а, а, Ь, с, п) .
Д о к а за т е л ь с т в о . В силу условия равном ерной  эллиптичности  (1) им еем

(21)

У  (AVu  ■ V v) dx

D

< a -1 IIuII о l|aII (22)

Исходя из условий (2) и (5), второе и третье слагаем ы е форм ы  (8) оценим  по неравенству Гёльдера:

[  (а ■ V v ) u d x  <  I о f  laI2u
J  W,1 (D) J
D DD

< 1 1 ^  I I

lal2u2 dx  <

/ \ ‘2//  ̂I Г \
|al^ dx  \uI dx

\JD D

(23)

J  (b ■ V u)v dx

D

<  l | M I I W21 (D)

u I о f  \b\2v 2 dx
ж.1 ( D) J

D

/ ' '2/^ ( Г '
\ b d x  \v\ 2̂- 2̂ d x

J \ J  /D D

Поступая аналогично с четвёрты м  слагаем ы м , получаем

2/п

/
D

CUV dx < J  \с\2 dx

D / \и\"-2 dx \v\"-2 dx
I \ JD D

(24)

(25)

По теореме влож ения Соболева (14) из (22), (23), (24) и (25) приходим  к (21). Л емм а доказана. 
Д о к а за т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.

О пределим для а  > а0 > 0 оператор L a  формулой LaU = L u  -  аи. Из оценки (9) лем м ы  1 следует, что 
соответствую щ ая оператору L a  форма

L a  (и,и)  = j  (AVu  ■Vu) dx (a ■Vu ) u d x  ^  J  (b ^ V u ) u d x  ^  J  cu2 dx + ^  и 2 dx

при  достаточно больш ом  a  будет коэрцитивной, то есть

L a0 (и ,и ) > а  / 2 j  \Vu \2 dx.

D

Здесь а0 = а0 (а, а, Ь, с, п) .
О тметим, что при таком  выборе а  = а0 билинейная форма

L a0 (u ,v ) (A Vu ■Vv ) dx (a ■Vv )u d x  (b ^Vu )v d x  cuv dx + ao j  uv dx  (26)

D D D D D

и

2

п - 2



является ограниченной . Это следует из оценки (21) и оценки

u v d x  < W и Wl2 (d )Ŵ \\l2 (d) < С (n,D)\ \u \  ̂ W
I  ‘ (“ ^  (“  ̂ ^  'V 21 (D) " "W21 (D) '
D

вы текаю щ ей из неравенства Фридрихса. Таким образом, оператор Х а 0 является ограниченны м  и коэрци-
О

тивны м  в гильбертовом  пространстве Н  =W1 (D ) .
Пусть Н -1 — сопряж енное пространство к Н . О пределим  оператор : Н  ^  Н -1 равенством

= ^ uV = J :3  = = j  u v d x ,  V е Н.  (27)

D

Покажем, что отображ ение является ком пактны м . Для этого заметим, что отображ ение мож но 
представить в виде ком позиции

3 и  = 3 i О 3 2. (28)

Здесь 3 2 : Н  ^  L 2(D ) -  естественное влож ение. По теорем е о ком пактности  влож ения К о н д р аш о ва- 
Соболева [18, Т еорем а 7.22] оператор З 2 является ком п актн ы м , а отображ ение 3 i  : L2 (D ) ^  Н - 1 
определено ф ормулами (27) и (28). Из того, что оператор 3 i  непреры вен и оператор З 2 компактен, следует 
ком пактность оператора 3 .

О
У равнение Х и = I для и е Н  , где /-ф ун кц и он ал  в пространстве Н - 1, сопряж енном  к Н  =W21 (D ),

эквивалентно  уравнению  Х а0и + cr03uU = I . По лем м е Л акса -  М ильграм а (см. [19]) обратны й оператор
Х - 1̂ задает непреры вное взаим но однозначное отображение Н - 1 на Н . Поэтому, прим еняя этот оператор 
к преды дущ ем у уравнению , получаем  эквивалентное уравнение

и + а о Х-о13 „ и = Х - ^ 1. (29)

Отображение Т  = - а 0Х -13 „  в силу компактности 3  также компактно. Следовательно, по альтернативе 
Ф редгольма (см., нап ри м ер , терем а 5.3 [18, §5.3]) сущ ествование ф ун кц и и  и е Н , удовлетворяю щ ей  
уравнению  (29), является следствием  единственности  в Н  тривиального реш ения уравнения Х  = 0.

О днозначная разреш им ость  задачи  Д ирихле (3) вы текает из ап ри орн ой  оценки  (6), в силу которой 
реш ен и е единственно. Теорема доказана.
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