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А ннотация. В работе рассматривается задача определения пространственных координат подвижного объекта по 
азимутально-угломестны м изм ерениям  в его системе координат относительно трех назем ны х реперны х точек. 
Использован подход, разбиваю щ ий задачу на два этапа: на первом — находится расстояние от реперны х точек до 
подвижного объекта, а на втором — осуществляется трилатерация. Поведение математической модели задачи описы­
вается расположением кривых пересечения тороидальных поверхностей. Сформулированы и доказаны достаточные 
условия существования и единственности решения задачи. Разработанный метод не требует измерения дальности и 
глобальной временной синхронизации, что делает его перспективным для применения в условиях деградации или 
отсутствия спутниковых навигационных сигналов. Результаты подтверждены численным моделированием и могут 
быть использованы в задачах навигации и 3D-реконструкции.
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Abstract. The paper deals w ith the problem of determining the spatial coordinates of a moving object using azimuth-elevation 
measurements in its local coordinate system relative to three ground-based reference points. The proposed approach splits the 
problem into two stages: first, the estim ation of the distances from the reference points to the moving object; second, the 
application of trilateration. The behavior of the m athem atical model is described via the geom etry of intersection curves 
of toroidal surfaces. Sufficient conditions for the existence and uniqueness o f a solution to the problem are form ulated and 
rigorously proved. The developed method does not require range measurements or global time synchronization. This makes it 
promising for use under conditions of degradation or denial of satellite navigation signals. The theoretical results are validated 
through numerical simulations and can be applied in navigation and 3D reconstruction tasks.
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1. В в е д е н и е . О п ред елен и е  п р о стр ан ств ен н ы х  к о о р д и н ат  и у гловой  о р и ен тац и и  п о д в и ж н ы х  объектов 
п р ед став л я ет  собой  к л ю ч евую  зад ач у  в со в р ем ен н ы х  н а в и га ц и о н н ы х  си стем ах . Т р а д и ц и о н н ы е  м етод ы , 
о сн о ван н ы е  н а  сп у тн и к о вы х  р а д и о н а в и га ц и о н н ы х  техн ологи ях , и сп о л ьзу ю т  д а л ь н о м е р н о -у гл о м е р н ы й  
п р и н ц и п , т р е б у ю щ и й  в ы с о к о й  т о ч н о с т и  в р е м е н н о й  с и н х р о н и за ц и и , о п и с ы в а е м о й  о б щ е й  т е о р и е й  
о т н о с и те л ь н о с т и . О д н ак о  в у с л о в и я х  в о зм о ж н о г о  п о д а в л е н и я  и л и  д е г р а д а ц и и  с п у т н и к о в ы х  с и гн ал о в  
в о зн и к а е т  н ео б х о д и м о сть  р а зр а б о т к и  а л ь т е р н а т и в н ы х  м ето д о в  н а в и г а ц и и . О д н и м  и з  т а к и х  п о д х о д о в  
явл яется  а зи м у тал ь н о -у гл о м ес тн ы й  м етод , к о то р ы й  п о зво л я ет  о п р ед ел ять  к о о р д и н аты  объ екта  без и зм е ­
р е н и я  д ал ьн о сти . Н есм о тр я  н а  зн а ч и т е л ь н ы й  в к л ад  н а у ч н ы х  и ссл ед о в ан и й  засл у ж ен н о го  и зо б р етател я  
Р о сси и  А. Д. В и н о г р а д о в а  и  его  н а у ч н о й  г р у п п ы  (Л. А. М и н и н , С. Н . У ш аков , Е. Ю. М орозов ) [1, 2], 
м н о г и е  в о п р о с ы  о стаю тся  о т к р ы т ы м и . К л асси ч еск и е  р аб о т ы  М. Н . М ар к о в а  [3] и  А. И. К у п р и я н о в а  с
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А. В. С ахаровы м  [4] зал о ж и л и  осн овы  м н о го п о зи ц и о н н ы х  р ад и о тех н и ч еск и х  систем , одн ако  трёхм ерн ая  
гео м етр и ч еск ая  и н те р п р е та ц и я  зад ач и  н а  основе т о р о и д ал ьн ы х  п овер х н о стей  требует  д о п о л н и тел ьн о го  
и сс л е д о в а н и я . В д а н н о й  р аб о те  р а с с м а т р и в а е т с я  д е т е р м и н и р о в а н н ы й  п о д х о д  (ч и сл о  в х о д н ы х  д а н н ы х  
совпад ает  с ч и сл о м  вы ходн ы х) п р и  м о д ел и р о в ан и и  зад ач и  н ах о ж д ен и я  к о о р д и н ат  и у гл о в о й  ори ен тац и и  
п о д в и ж н о го  объ екта  с и сп о л ь зо в ан и ем  ази м у тал ьн о -у гл о м ес тн о го  м етод а. О сн овн ое в н и м а н и е  у д ел ен о  
в о с п о л н е н и ю  т ео р е т и ч е с к и х  п р о б ел о в  и  п о в ы ш е н и ю  к о р р е к тн о с ти  а л го р и т м а  за  сч ёт  п о и с к а  у с л о в и й  
с у щ е с т в о в а н и я  р е ш е н и я  п р и  о п р е д е л е н и и  к о о р д и н а т . В ч ас тн о ст и , п р е д л о ж е н  м ето д  а н а л и з а  к р и в ы х  
п ер есеч ен и я  двух  торов, об р азо ван н ы х  в р ащ ен и ем  сем ей ства  о круж н остей  отн оси тел ьн о  сторон  тр еу го ль­
н и к а , ч то  р а зв и в а е т  и д еи , п р е д с т а в л е н н ы е  в [5] . Это п о зв о л я е т  н а гл я д н о  п р е д с т а в и т ь  гео м ет р и ч еск у ю  
схем у  в о зн и к н о в е н и я  всех в о зм о ж н ы х  р е ш е н и й , вкл ю чая  теорем у , о п и сы ваю щ у ю  д остато ч н ы е  усл ови я  
су щ еств о в ан и я  и ед и н ств ен н о сти  р е ш е н и я , с ф о р м у л и р о в ан н ы е  р а н е е  в [6] и о б о б щ ён н ы е  в [7] . П одход 
со гл асу ется  с м е т о д а м и  и н ж е н е р н о й  г е о д е зи и , гд е  т р и а н г у л я ц и я  и  а н а л и з  г е о м е т р и и  р еп ер о в  и гр аю т  
кл ю ч еву ю  р о л ь  [8] .

2. П о с т а н о в к а  з а д а ч и . В и сход н о й  зад аче в декартовой  систем е к о о р д и н ат  зад ан ы  три  стац и о н ар н ы х  
и сто ч н и к а  р ад и о и зл у ч ен и я  (репера), р асп о л о ж ен н ы х  в точках  п р о стр ан ств а  с и звестн ы м и  к о о р д и н атам и  
M l ( x i , y i , z i ) ,  М 2 (x 2 , y 2 , z 2 ), М з(x 3 , y 3 , z 3 ). П о д в и ж н ы й  о б ъ ек т  М 0 с н е и з в е с т н ы м и  к о о р д и н а т а м и  ( x , y , z )  
о с у щ е с т в л я е т  п е л е н г о в а н и е  к аж д о го  р еп ер а , п о л у ч а я  т р и  п а р ы  у г л о в ы х  и з м е р е н и й  в св о ей  си стем е  
к о о р д и н ат : а зи м у т ы  (углы  в г о р и зо н т а л ь н о й  п л о ск о сти  соб ствен н ой  си стем ы  к о о р д и н ат  п о д в и ж н о го  
объекта) и у гл ы  м еста  £■; (углы  м еж д у  п р о е к ц и е й  п р и х о д я щ его  л у ч а  в М 0 и го р и зо н т а л ь н о й  п лоскостью  
п о д в и ж н о й  си стем ы  к о о р д и н ат), где  i = 1, 2 ,3  [3] .

Рис. 1. П ирамида М0М 1М2М3 
Fig. 1. Pyramid М0М 1М2М3

В работах  [1, 2] бы ло  п р ед л о ж ен о  разб и ть  р еш ен и е  зад ач и  н а  отдел ьн ы е этапы : сн ач ал а  н ай ти  к о о р д и н аты  
о б ъ ек та , за т е м  его о р и е н т а ц и ю . П о т р ё м  п а р а м  у гл о в  а з и м у т а  и  м е с т а  и щ у т с я  т р и  у г л а  о р и е н т а ц и и  
п о д в и ж н о го  объекта, н ах о д ящ его ся  в точке М 0, а  такж е тр ёх м ер н ы е  к о о р д и н ат ы  сам о й  точк и , то  есть по 
ш е с т и  в х о д н ы м  п а р а м е т р а м  и щ у т с я  ш е с т ь  в ы х о д н ы х  з н а ч е н и й . В н а с т о я щ е й  статье  р а с с м а т р и в а е т с я  
то л ько  п е р в ы й  этап . О н  о су щ еств л яется  п е р е х о д о м  от п а р  у гл о в  м е с та  и  а зи м у т а  к  п л о с к и м  у г л а м  п р и  
в ер ш и н е  п и р а м и д ы  М 0М 1 М 2М 3 (рис. 1). Г еом етри ч еская  к о н ф и гу р а ц и я  зад ач и  н а  ри с. 1 хар ак тер и зу ется  
Ij — р а с с т о я н и е м  от о б ъ ек та  д о  i-го р е п е р а , dij — р а с с т о я н и е м  м е ж д у  р е п е р а м и , ^ i j  — у г л о м  м е ж д у  
н а п р а в л е н и я м и . Т а к и м  о б р азо м , в си стем е  к о о р д и н а т  п о д в и ж н о г о  о б ъ ек та  и зв е с т н ы  н а п р а в л я ю щ и е  
в екто р ы  Sj л у ч е й  М 0М ;, о п р ед ел я ем ы е  ф о р м у л ам и :

Sj = (cos «j cos £i, s in  «j cos £i, s in  £i), i = 1, 2,3.

К осин усы  п ло ск и х  углов  ^ i j  п р и  в ер ш и н е  М 0 т етр аэд р а  М 0М 1 М 2 М 3 задаю тся  ск ал яр н ы м и  п р о и зв ед ен и ям и , 
то  есть

cos f i j  = Sj ■ Sj = cos Ei cos Ej co s(« j -  Uj) + sin  ei s in  Ej, 1 < i < j  < 3.

С и стем а  у р а в н е н и й  д л я  п о и с к а  р ассто я н и й  Ij в ы в о д и тся  и з т ео р ем ы  ко си н у со в  д л я  трёх  тр еугольн и ков :

12 + 122 -  2I1I2 cos ^12 = d22,

Ij2 + l32 -  2I1I3 cos ^13 = d23,

+ 1 3  -  2I2I3 cos ^23 = d^3.

(1)

З а м е ч а н и е  1. Д о п о л н и т е л ь н ы м и  у с л о в и я м и  за д а ч и  я в л я ю тс я  н е о т р и ц а т е л ь н о с т ь  р а с с т о я н и й  I; > 0 и 
о г р а н и ч е н и я  н а  у г л ы  0 < < п . Р ебро  ii м о ж е т  б ы ть  р а в н о  0, есл и  М 0 со в п а д а е т  с о д н о й  и з  в е р ш и н



ДМ 1М 2М 3. Е сл и  Мо л е ж и т  н а  сто р о н е  ДМ 1М 2М3, то  о д и н  и з  = п ; есл и  н а  п р о д о л ж е н и и  ст о р о н ы  -  
то  f i j  = 0. П ер е й д ё м  к  э т а п у  н а х о ж д е н и я  к о о р д и н а т  т о ч к и  М 0. Р а с с м о т р и м  си стем у  у р а в н е н и й  д л я  
о п р е д е л е н и я  к о о р д и н а т  М 0 ( x , y , z )  п о д в и ж н о г о  о б ъ ек т а  н а  осн о ве  з а д а н н ы х  п а р а м е т р о в  t i , t 2 , t 3 п р и  
у сл о в и и , что  то ч к и  M j(x j, y t , Zi), i = 1, 2 ,3  и  не л еж ат  н а  о д н о й  п р я м о й . И так

(х  -  Х1 )2 + (у  -  y i ) 2 + (z  -  Z i)2 = li2,

( x  -  X2 )2 + (y  -  У2 ) 2 + (z  -  Z2) 2 = I22,

{x  -  X3 )2 + (y  -  у з ) 2 + (z  -  Z3) 2 = I32.

(2)

Е сл и  от т о ч е к  Mj о п и с а ть  сф ер ы  с с о о т в е тс т в у ю щ и м и  р а д и у с а м и  I;, i = 1 ,2,3 , то  р е ш е н и е м  си стем ы  
(2) б у д ет  я в л я т ьс я  т о ч к а  п е р е с е ч е н и я  эт и х  сф ер. Н е д л я  к а ж д о й  т р о й к и  н е о т р и ц а т е л ь н ы х  ч и с е л  11,12,13 
си с т е м а  (2) и м е е т  р е ш е н и е . Д л я  о п р е д е л е н и я  н ео б х о д и м о го  и  д о с т а то ч н о го  у с л о в и я  с у щ е с т в о в а н и я  
р е ш е н и я  с и ст ем ы  (2) о б р а ти м с я  к  г е о м е т р и ч е с к о й  и н т е р п р е т а ц и и  за д а ч и , п о с к о л ь к у  а н а л и т и ч е с к и й  
п о д х о д  в о б щ е м  в и д е  не д а е т  п р о с т ы х  к р и т е р и е в  и  ч етк о го  п о н и м а н и я  ст р у к т у р ы  м а т е м а т и ч е с к о й  
м од ел и . А н ал и з в ы р о ж д ен н ы х  случаев, а  и м ен н о  п о ло ж ен и е  точки  М 0 в п лоскости  М 1М 2М 3 и н а  сторонах  
ДМ 1М 2М 3, и у сл о ви й  совм естности  систем  у р ав н ен и й  м ож ет бы ть д о п о л н ен  о б щ и м и  м ето д ам и  л и н е й н о й  
ал гебры .

Л е м м а  1. П усть то ч к и  Mi (x i , y i , Zi), где  i = 1 ,2 ,3 , не л еж ат  н а  о д н о й  п р ям о й . Т огд а  д л я  сущ ествован и я  
р е ш е н и я  с и с т е м ы  (2) о тн о с и т е л ь н о  н е и зв е с т н ы х  х, у, z  н е о б х о д и м о  и  д о с та т о ч н о  л и б о  в ы п о л н е н и я  
си стем ы  н ер авен ств

llj -  l i | <  dij < li + I j , 1 < i < j  < 3, (3)

где  dij = ^ ( x j  -  Xi) 2 + (y j  -  y i) 2 + ( z j  -  Zi) 2, п р и ч ё м  р ав ен ств о  в (3) д о сти гается  н е  б олее  ч е м  в о д н о м  и з 
ш ест и  н еравен ств , л и б о  в ы п о л н е н и я  о д н о й  и з трёх  си стем  равен ств :

I1 = 0, I2 = 0, I3 = 0,

^12 = l 2, и л и d 12  = I1, и л и ^13 = I1, (4)

d13 = I3, d23 = I3, ^23 = l 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Н е о б х о д и м о с т ь . П редп олож и м , что  си стем а (2) и м еет  р еш ен и е  М 0 = (х 0, у 0, z0). О бо зн ач и м  расстоян и я  

от М 0 до  M i :

li = M0Mi, i = 1, 2,3 .

Р ассм о тр и м  тр и  в о зм о ж н ы х  гео м етр и ч еск и х  случая .
С лу ча й  1. М 0 не л е ж и т  н и  н а  о д н о й  и з сторон  ДМ 1М 2М 3 (рис. 2).

Рис. 2. М0 вне плоскости △M1M2M3 
Fig. 2. М0 outside the plane of △M1M2M3

Т о гд а  т о ч к и  М 0, M i, M j  о б р азу ю т  н е в ы р о ж д е н н ы е  т р е у г о л ь н и к и  д л я  к а ж д о й  п а р ы  1 < i < j  < 3. В си л у  
н ер ав ен ств а  тр е у г о л ь н и к а  в ы п о л н я ю тся  стр о ги е  н ер ав ен ств а  (3).

С лу ча й  2. Б ез  о г р а н и ч е н и я  о б щ н о сти , п у сть  М 0 = М 1. Т огд а

I1 = 0, I2 = ^ 12, I3 = ^13.

Д л я  п а р ы  (1 ,2 ) и м е е м  d 12 = 2, то есть в е р х н я я  г р а н и ц а  в н ер ав ен ст в е  (3) д о сти гается  к а к  р ав ен ств о .
А н а л о г и ч н о  д л я  п а р ы  (1 ,3 ) . Д л я  п а р ы  (2,3 )  н ер ав ен ств о  |12 -  131 < d23 < 
М 1, М 2, М 3 образую т тр еу го л ьн и к . А н а л о ги ч н о  д л я  о стал ь н ы х  в ер ш и н . 

С лу ча й  3. М 0 л еж и т  н а  сторон е  (рис. 3), н а п р и м е р , н а  отр езк е  М 1М 2.

+ 13 в ы п о л н я е т с я , п о ск о л ь к у



Т огд а

Рис. 3. М0 лежит на стороне △М1М2М3 
Fig. 3. М0 lies on the side of △M1M2M3

l 1 + l 2 = d l2 , l3 > 0,

и  т р е у г о л ь н и к и  М 0М 1М3 и  М 0М 2М3 н е в ы р о ж д е н н ы . Д л я  п а р ы  (1 ,2 ) д о с ти га е т с я  р а в е н с т в о  в в е р х н е й  
г р а н и ц е  н ер ав ен ств а  (3); д л я  о стал ьн ы х  п а р  — строги е  н еравен ства .

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П р ед п о л о ж и м , что  в ы п о л н е н ы  н ер ав ен ств а  (3).
С лучай  1. Все н ер авен ства  (3) строгие. Т огда сущ ествую т четы ре  тр еу го л ьн и к а  со сторон ам и  {11 , l 2 , ^12 }, 

{ l 2 , l3, ^23}, { l 1 , l 3, ^13}, {^ 12, d13, d.23 }, из к оторы х  м о ж н о  собрать д в а  тетр аэд р а  (си м м етр и ч н ы х  отн оси тел ьн о  
п л о ск о сти  ДМ 1МгМ3) и л и  п л о ск у ю  ф и гуру . И х в е р ш и н ы  и  явл я ю тся  р е ш е н и я м и  си стем ы  (2).

С лу ча й  2. В ы п о л н я ется  одн о  и з р ав ен ств  в (3). Т р о й к и  {11,12, d 1z} и  т. д. образую т д в а  т р е у го л ь н и к а  и 
о д и н  отрезок . Это соответствует  случаю , к о гд а  М 0 л е ж и т  н а  сторон е  о сн о ван и я .

С л у ч а й  3. В ы п о л н я е т с я  о д н а  и з  си стем  (2). Т о гд а  д о с т а то ч н о  в зя т ь  М 0 = М 1, М 0 = М 2 и л и  М 0 = М 3 
соответствен н о .

С л е д с т в и е . Е сли тр о й к а  11 ,12 ,13 явл яется  р еш е н и е м  си стем ы  (1) с и зв естн ы м и  зн а ч е н и я м и  d12, d13, d 23 

и  у г л а м и  ^ 12, f 13, ^ 23, и  су щ еств у ю т  т о ч к и  Mi (x i , y t , Zi) т ак и е , ч то  dij = ^ ( x j  -  Xi) 2 + ( y j  -  y t ) 2 + ( z j  -  Zi) 2, 
то  си стем а  (2) и м еет  хотя  бы  о д н о  р еш ен и е .

3. Ф о р м у л и р о в к а  р е з у л ь т а т о в .
П р е д л о ж е н и е  1. П усть зад ан ы  д л и н ы  сторон  d \ 2 , d 13, d23 тр еу го л ьн и к а  ДМ 1М 2М3 и тр и  у гл а  ^ 12, ^ 13, ^ 23 

п р и  в ер ш и н е  М 0. Т огда дл я  сущ ествован и я  р е ш е н и я  си стем ы  (1) н еобходи м о  в ы п о л н ен и е  ли б о  следую щ и х 
усл о ви й :

^12 < ^13 + ^23,

^13 < ^12 + ^23,

^23 < ^12 + ^13,

,^12 + ^13 + ^23 < 2Я,

л и б о  ал ь тер н ати в н о го  усл ови я :
^ 1 2  = I M 1 M 3 M 2 , 
f 13  = l M 1 M 2M 3,
^23 = /М 2М 1М 3.

З а м е ч а н и е  3. П р ед л о ж ен и е  1 я в л я ет ся  н ео б х о д и м ы м , н о  не д о ст а т о ч н ы м  у сл о ви ем , что  д е м о н с т р и ­
р у ется  с л ед у ю щ и м  п р и м ер о м .

П р и м е р . С огласно  П редлож ен и ю  1 у гол  ^ 23 м ож ет п р и н и м а т ь  лю бы е зн ач ен и я  от 0 до  я.  Рассм отри м  
ч а с т н ы й  сл у ч ай , к о гд а  ^ 12 = ^ 13 = . С и стем а  (1) п р и н и м а е т  вид :

+ 122 = 1,

112 + 132 = 1,

-  2I2I3 cos ^23 + 13 = 1.

(5)

И з п е р в ы х  д вух  у р а в н е н и й  сл едует  12 = , и  122 < 1. Т о гд а  си стем а  своди тся  к:

2122 (1 -  cos ^ 23) = 1,

122 < 1.

О тсю да п о л у ч а е м  о гр а н и ч е н и е  н а  у го л  ^ 23:

3  < ^23 < я .



Т е о р е м а  1. П у с т ь  заданы длины сторон  ^ 12, ^ 13, ^23 т реугольника  ДМ 1М 2М 3 и т р и  угла  ^ 12, ^ 13, ^23 при 
вершине М 0 . Тогда дост аточным условием существования и единственности р еш ения системы  (2) являет ся  
вы полнение  следую щ и х  неравенств:

< ^12 < Я,

< ^13 < Я,

ZM1M 2M3 < ^23 < 2ж -  ( ^ 12 + ^ 13).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д ля зад ан н ы х  углов  ^ 12 и ^ 13 н еобходи м о  о п р ед ел и ть  такие к о н ф и гу р ац и и , п р и  которы х  
с и ст ем а  (2) и м е е т  р е ш е н и я . Р ассм о т р и м  сл у ч ай , к о гд а  п о д в и ж н ы й  об ъ ек т  н а х о д и т с я  в в е р ш и н е  М 1, то 
есть М 1 со в п ад ает  с т о ч к о й  М 0. В это м  сл учае  си стем а  (2) и м еет  т р и в и а л ь н о е  р еш ен и е :

I1 = 0, I2 = ^ 12, I3 = ^13.

В п л о с к о с т и  ДМ 1М 2М3 м н о ж е с т в а  то ч ек , и з  к о т о р ы х  р еб р о  М 1М 2 в и д н о  п о д  у г л о м  ^ 12, а  р еб р о  М 1М3 — 
п о д  у г л о м  ^ 13, образую т со о тветств ен н о  две  м е н ь ш и е  д у ги  о к р у ж н о стей  (так  к ак  оба  у г л а  туп ы е):

^  М 1М 2 и  ^  М 1М 3,

о п и с а н н ы х  в о к р у г  тр еу го л ь н и к о в  ДМ 0М 1М 2 и  ДМ 0М 1М3 с р ад и у сам и :

d-12 „ d.13
^ 12 = ^13 =

2 sin  ^ 12 2 sin  ^ 13

П усть М ' — то ч к а  п е р е с е ч е н и я  эт и х  дуг. О н а  будет  е д и н ст в ен н о й , есл и  в ы п о л н я е т с я  услови е:

Z ^ 2 ^ 1 ^ 3  = 2 к  -  ( ^12 + ^13) .

Рис. 4. Условия пересечения двух меньш их дуг в двух точках 
Fig. 4. Conditions for intersection of two m inor arcs at two points

Д л я  а н а л и за  случаев , к о гд а  д у ги  п ер есекаю тся  в д вух  точках , р ассм о т р и м  ри с. 4. В это м  сл у ч ае  п ри :

l M 2M 1M ' < 1 — М 2М ' М 1,

I M 3 M 1 M ' < 1 — М 3М 'M l,

где — М 2М 'М 1 = п  -  ^ 12 и — М 3М 'М 1 = п  -  ^ 13, окруж н ости  м огут  и м еть  не более двух  точек  п ересечен ия . 
С ледовател ьн о :

ZM2M 1M 3 < 2 п  -  ^12 -  ^13.

Т р ет ь я  т о ч к а  п е р е с е ч е н и я  н е в о зм о ж н а , т а к  к а к  м е н ь ш и е  д у г и  л еж ат  в н у т р и  о б л астей , о г р а н и ч е н н ы х  
б о л ь ш и м и  д у гам и , к о то р ы е  не п ересекаю тся . К ром е того, в ы п о л н я ю тся  н еравен ства :

М 1М ' < М 1М 2 и  М 1М ' < М 1М 3.

Д ля си стем ы  (2) р еш ен и я  сущ ествую т в точках  М ' и М 1. В точке М 1 р еш ен и е  в о зн и к ает  п р и  ZM3M 1M 2, а  в 
т о ч к е  М ' — п р и  ZM3M 'М 2. По ф о р м у л а м  (6) с у ч ето м , ч то  д л и н ы  р еб ер  н е о т р и ц а т е л ь н ы е  ч и сл а , а у г л ы  
^ 12 и  ^ 13 туп ы е:

12 = I1 cos ^12 ^ ^ 22 -  I2 s in 2 ^ 12,

13 = 11 cos ^13 ^  ^ 23 -  11 sin2 ^13.
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Ф у н к ц и и  I2( I1) и  I3( I1) н е п р е р ы в н ы  н а  отрезк е  I1 е  [0 ,М 1М '] ,  где:

11 < m in  (2R12, 2R13) .

Д алее в вед ём  ф ун кц и ю :

/  (11) =
I22 ( l1 )+  I32 (I1) -  ^^3

2I2 (11)13 ( I1)

к оторая  соответствует cos ^ 23. Ф ун кци я f  (11) н еп р ер ы в н а  н а  отрезке  [0, М 1М ']  и п р и н и м а е т  все зн ач ен и я  
м еж д у  f  (0) и f  (М 1М ') .  С огласно  теорем е Б о л ь ц ан о  -  К ош и, дл я  лю бого  ^ 23, у д овл етворяю щ его  усл ови ям  
т е о р е м ы , с у щ еств у ет  р е ш е н и е  11, п р и  к о то р о м  f  (11) = cos ^ 23. Т а к и м  о б р азо м , у т в е р ж д е н и е  т ео р ем ы  
д о к азан о .

С л е д с т в и е  о е д и н с т в е н н о с т и . Е сли в усл о ви ях  тео р ем ы  1 все тр и  у г л а  ^ 12, ^ 13, ^ 23 являю тся  ту п ы м и  
и  в ы п о л н я ю тся  д о п о л н и т е л ь н ы е  о гр ан и ч ен и я :

^12 Ф Z M 1 M ' М 2 ,
^ 13 Ф l M i M ' M 3,

то си стем а  (2) и м еет  е д и н ств ен н о е  р еш ен и е .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р о и зв о д н ы е  ф у н к ц и й  12(11) и  13(11):

 ̂ li s in 2 m12
I2( l 1) = cos ^ 12 -  1 ^ 12

л /^ 122 -  l 12 s in 2 ^ 12 

I3( l 1) = cos ,13 -  l 1 s in 2 " 13

я в л я ю т с я  о т р и ц а т е л ь н ы м и  д л я  т у п ы х  у гл о в  , 12, , 13, ч то  св и д е т е л ь с тв у е т  о м о н о т о н н о м  у б ы в а н и и  12 
и  13 п о  11. С л е д о в ател ьн о , в ы р а ж е н и е  122 -  21213 cos f 23 + т ак ж е  м о н о т о н н о  у б ы вает , ч то  га р а н т и р у е т  
ед и н ст в ен н о ст ь  р е ш ен и я .

4. Г е о м е т р и ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я .  Т реугол ьн ая  п и р а м и д а  М 0М 1М 2М 3 характери зуется  осн ован и ем  
М 1М 2М3 и в ер ш и н о й  М 0. Д ля к аж д о й  боковой  гр ан и  M 0M iM j  (1 < i < j  < 3) и звестн ы  д л и н а  сторон ы  dij и 
l ^ i j , ч то  п о зв о л я е т  о п р е д е л и т ь  р а д и у с  Rij о п и с а н н о й  о к р у ж н о с ти  око л о  ДМоМ;M j . Е сл и  в о к р у г  р е б р а  

Mi M j  о п и с а т ь  м н о ж еств о  о к р у ж н о с т е й  р а д и у с а  Rij = 2sin~'̂  ̂ с ц е н т р а м и , н а х о д я щ и м и с я  в п л о ск о сти

п е р п е н д и к у л я р н о й  р еб р у  Mi M j , н а  о к р у ж н о сти  с р а д и у с о в  /4  и  ц е н т р о м  в се р е д и н е  Mj М,-, то

о б р азу ется  п о в ер х н о сть  в р а щ е н и я  — за м к н у т ы й  тор . О н о т л и ч ается  от ст ан д ар тн о го  то р а  отсу тстви ем  
о твер сти я  в ц ен тре .

М н о ж еств о  то ч ек , и з  к о т о р ы х  р еб р о  Mi M j  в и д н о  п о д  у г л о м  f i j , в сл у ч ае  острого  у г л а  о б р азу ет  
в н е ш н ю ю  ч ас ть  за м к н у т о го  тора , т у п о го  — в н у тр е н н ю ю , а есл и  f i j  п р я м о й , то  — сф еру , в кото р у ю  
вы р о ж д ается  з а м к н у т ы й  тор. Т ак  как  в о сн о в ан и и  п и р а м и д ы  М 0М 1М 2М 3 л еж ат  три  ребра, то  п о л о ж ен и е  
т о ч к и  М 0 м о ж н о  о п р е д е л и ть  п о  п е р е с е ч е н и ю  тр ех  т о р о и д а л ь н ы х  п о в ер х н о ст ей , о п и с а н н ы х  в ы ш е . Это 
п о зв о л я ет  сф о р м у л и р о в ать  сл ед у ю щ и е  о г р а н и ч е н и я  н а  и ск о м ы е  д л и н ы  ребер:

11 < m in (2^12, 2 R 1 3 ),

12 <  m in (2^12, 2 R 2 3 ),

13 <  m in (2 ^ 13, 2R23) .

И з си стем ы  (1) в ы р а зи м  р ёб р а  ч ер ез  l 1:

I2 = I1 cos , 12 ^ ^ 22 -  l 2 s in 2 , 12, I3 = I1 cos ,13 ^ ^ 123 -  s in 2 , 13. (6)

d12 d!
О гр а н и ч е н и я  н а  l 1:

l 1 < m in  -
\ s in  ,12 sin  , 13/

Э ти  о г р а н и ч е н и я  п о зв о л я ю т  п р о в е р я т ь  к о р р ек тн о сть  в х о д н ы х  д а н н ы х  п р и  ч и с л е н н ы х  э к сп ер и м ен тах , 
к ак  это сд ел ан о  в [7] . Н ео б х о д и м ы е  т р и го н о м е т р и ч е с к и е  то ж д ества  и  ф о р м у л ы  д л я  а н а л и з а  г е о м е тр и и  
п о в ер х н о стей  м о ж н о  н а й т и  в с п р ав о ч н и к е  Г. К о р н а  и  Т. К о р н а  [10] .

А н а л и з  у с л о в и й  о с у щ е с т в о в а н и и  р е ш е н и й  си стем  (1) и  (2) п о  и зв е с т н ы м  у г л а м  , 12, , 13 у д о б н о  
п р о в о д и т ь  ге о м е т р и ч е с к и м  о б р азо м . С тр о и тся  м н о ж еств о  то ч ек , и з  к о то р о го  сто р о н а  М 1М 2 в и д н а  п о д  
у г л о м  , 12, а  М 1М3 — п о д  у г л о м  , 13 соответствен н о . К ак бы л о  у к а за н о  в п ер в о м  аб зац е  тек у щ его  п у н к та ,



это  м н о ж ест в о  м о ж е т  б ы ть  о п и с а н о  к а к  к р и в а я  п е р е с е ч е н и я  ч а с т е й  д в у х  то р о в . К р и в ая  п е р е с е ч е н и я  
о п р е д е л я е т  в о зм о ж н ы е  п о л о ж е н и я  т о ч к и  М 0 п р и  н е и зв е с т н о м  тр е т ь е м  у г л е  ^ 23. Это д а е т  н а г л я д н ы й  
и н с т р у м е н т  д л я  и з у ч е н и я  с и с т е м ы  (2), в п е р в ы е  п р е д л о ж е н н ы й  в [5] . В р а м к а х  н а с т о я щ е й  статьи  
п р и в е д е н ы  п р и м е р ы  то л ьк о  д л я  р а в н о с т о р о н н е г о  ДМ 1М 2М 3, та к  к а к  это  н а и б о л е е  и с п о л ь з у е м ы й  н а  
п р а к т и к е  в ар и ан т . Д ля  а н а л и з а  к о л и ч ест в а  и  х ар ак тер а  р е ш е н и й  п р о в ед ен о  ч и с л е н н о е  м о д ел и р о в ан и е , 
р е зу л ь та ты  к оторого  п р ед став л ен ы  н а  ри с . 5 -р и с . 10.

Н а  ри с . 5 и зо б р а ж е н а  к р и в а я  п е р е с е ч е н и я  д в у х  то р о в  п р и  ^ 13 = ^ 12 = 2 к /3 . П р и  п е р е с е ч е н и и  это й  
к р и в о й  т о р о и д а л ь н о й  п о в ер х н о сть ю , о б р а з о в а н н о й  в р а щ е н и е м  се м е й с т в а  о к р у ж н о с т е й  в о к р у г  р е б р а  
М2М 3, сущ ествует до  одн ого  р е ш е н и я  у  си стем ы  (1), и до  двух  р е ш е н и й  у  (2) (вы ш е п лоскости  тр еу го л ьн и ка  
и ниж е). рис. 5 и лл ю стри рует  о б щ и й  случай , к о гд а  у гл ы  ^ 12, ^ 13 п р и  в ер ш и н е  М 0 — туп ы е. Э ти н абл ю д ен и я  
п о зв о л и л и  сф о р м у л и р о в ать  д о ст ат о ч н ы е  у сл о в и я  с у щ ест в о в ан и я  и  е д и н ств ен н о сти  р е ш е н и я  в п . 3.

В сл у ч ае  р и с . 6-р и с .  7 с т р у к ту р а  в о зм о ж н ы х  п о л о ж е н и й  т о ч к и  М 0 с у щ е с т в е н н о  у с л о ж н я е т с я  и 
соответствует двум  зам к н у ты м  к ри вы м . К ривы е п ер есеч ен и я  п ар  торов д оп ускаю т до  восьм и  в о зм о ж н ы х  
п о л о ж ен и й  точк и  М 0. Н ал и ч и е  н ескол ьк и х  р е ш е н и й  свидетельствует о п р и н ц и п и а л ь н о й  н ео д н о зн ач н о сти  
о б р атн о й  за д а ч и  в так о й  гео м ет р и ч еск о й  к о н ф и гу р а ц и и .

Рис. 5. Кривая пересечения двух торов в треугольнике с углами ^ 13 = ^ 12 = 2п /3 
Fig. 5. Intersection curve of two torus in a triangle w ith angles ^ 13 = ^ 12 = 2n /3

Рис. 6. Кривая пересечения двух торов в треугольнике с углами ^ 13 = ^ 12 = л./6  
Fig. 6. The intersection curve of two torus in a triangle w ith angles ^ 13 = ^ 12 = n /6



Рис. 7. Кривая пересечения двух торов в треугольнике с углами ^ 13 = ^ 12 = л:/10 
Fig. 7. The intersection curve of two torus in a triangle w ith angles ^ 13 = ^ 12 = л:/10

В случае рис. 8 у гл ы  ^ 12, ^ 13 п р и  в ер ш и н е  М 0 — п р ям ы е , к ри вая  п ер есеч ен и я  д вух  торов п ревращ ается  
в окруж н ость .

Рис. 8. Кривая пересечения двух торов в треугольнике с углами ^ 13 = ^ 12 = я /2 
Fig. 8. The intersection curve of two torus in a triangle w ith angles ^ 13 = ^ 12 = я /2

Н а рис. 9 п редставлен о , что  не всегд а  к р и в ая  п ер есеч ен и я  двух  т о р о и д ал ьн ы х  п о вер х н о стей  является  
зам к н у то й . Н а  ри с . 10 к р и в а я  не я в л я ется  п ло ск о й .

Рис. 9. Кривая пересечения двух торов в треугольнике с углами ^ 12 = 2ж/3, ^ 13 = я /3 
Fig. 9. The intersection curve of two torus in a triangle w ith angles ^ 12 = 2ж/3, ^ 13 = я /3



Рис. 10. Кривая пересечения двух торов в треугольнике с углами ^ 12 = п /2, ^ 13 = 2п /3  
Fig. 10. The intersection curve of two torus in a triangle w ith angles ^ 12 = n /2, ^ 13 = 2n /3

Д ля и ссл едован и я  п о вед ен и я  р е ш е н и й  зад ач и  о п ои ске к о о р д и н ат  п о д в и ж н о го  объ екта  по трем  у глам  
^ 13, ^ 12, ^ 23 и и зв естн ы м  п о л о ж е н и я м  точек  М 1, М 2, М 3 бы л  со зд ан  а л го р и тм  и р а зр аб о т ан а  п р о гр ам м а . С 
п о м о щ ью  нее, н а  п ервом  ш аге  п о  к оси н усам  трех углов  ^ 13, ^ 12, ^ 23 и щ ется  р еш ен и е  си стем ы  (1) м етодом  
Н ью то н а . Н а  в то р о м  ш а г е  п о  и зв е с т н ы м  д л и н а м  р еб ер  11,12,13 и  к о о р д и н а т а м  т о ч е к  М 1, М 2, М3 и щ е т с я  
р е ш е н и е  си стем ы  (2).

Н а рис. 11(а, б) п остроен  ДМ 1М 2М 3 с к о о р д и н атам и  в ер ш и н  М 1 (0, 0, 0), М 2 (1,^13, 0), М3 (2 ,0 ,0 ). М од ели ­
р у ется  п о сл е д о в ател ь н о ст ь  т о ч ек  {М,^} с к о о р д и н а т а м и  (1  ̂V 3/3 , 0.1 ■ к ). Н а  л е в о м  р и с у н к е  к  = 0 , . . . ,  9, а 
н а  п р ав о м  — к  = 0 , . . . ,  29. Д ля  к аж д о й  т о ч к и  и з  {М1^ } и щ у т ся  к о си н у сы  тр ех  у гл о в  ^ 13, ^ 12, ^ 23, затем  р а з ­
раб о тан н ая  п р о гр ам м а  н а  основе этих  д ан н ы х  и щ ет  в о зм о ж н ы е  п о л о ж ен и я  точк и  М 0. В си л у  си м м етр и и  
за д а ч и  о т н о с и т е л ь н о  п л о с к о с т и  ДМ 1М 2М 3 р е ш е н и я  с и с т е м ы  (2) о то б р аж аю тся  и  сверху , и  сн и зу . П ри  
ч и сл ен н о м  м о д ел и р о в ан и и  бы ло  зам еч ен о , что  п о к а  к оси н усы  углов  п р и  в ер ш и н е  п и р а м и д ы  М 0М 1М 2М 3 
о стаю тся  м е н ь ш е  1/2, з а д а ч а  и м е е т  д в а  р е ш е н и я , к ак  п о к а з а н о  н а  р и с . 11(а). П ри  п р о х о ж д е н и и  этого  
з н а ч е н и я  в о зн и к а е т  до  8 р е ш е н и й  си стем ы  (2), что  в и д н о  н а  ри с . 11(б).

а)
б)

Рис. 11. Возможные положения точек при одинаковых входных данных 
Fig. 11. Possible positions of points w ith the same input data

М етод  Н ью то н а , и с п о л ь з у е м ы й  д л я  р е ш е н и я  с и с т е м ы  (1), о со б ен н о  в сл у ч ае  н е о д н о зн а ч н о с т и  
р е ш е н и я  ч у в ств и тел ен  к  в ы б о р у  стартовой  то ч к и  ал го р и тм а . Д ля  н ач ал ьн о го  п р и б л и ж е н и я  вы б и р ается  
р ассто я н и е  от т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  м е д и а н  ДМ 1М 2М3 до  его в ер ш и н . В случае , к о гд а  р е ш е н и й  н есколько , 
д о п о л н и тел ь н о  в ы би раю тся  п о сл ед о вател ьн о  три  н аб о р а  р ассто я н и й  от к аж д о й  и з в е р ш и н  М 1, М 2, М 3 до 
остал ьн ы х  трех  в е р ш и н  этого ж е тр еу го льн и ка .Т ак о й  « н аи в н ы й »  п одход , в общ ем  случае, не всегд а  дает 
все в о зм о ж н ы е  р е ш е н и я  си стем ы  (1). Д ля  п о и с к а  всех  р е ш е н и й  это й  си стем ы  п о м о гает  гео м етр и ч еск ая  
и н т е р п р е т а ц и я . В сл у ч ае , есл и  н е  н а й д е н ы  все р е ш е н и я , то  есть  и х  м е н ь ш е  ч еты р ех , д о п о л н и т е л ь н о  
зап ускается  м ето д  Н ью тона, где в качестве н ач ал ьн о го  п р и б л и ж ен и я  вы би рается  расстоян и е  от то ч к и  н а  
в и н т о в о й  т р а е к т о р и и  ц и л и н д р а  с о с н о в а н и е м , в п и с а н н о й  в ДМ 1М 2М3 о к р у ж н о стью , д о  в е р ш и н  этого  
т р е у г о л ь н и к а . « И с т и н н ы м »  р е ш е н и е м  я в л я е т с я  п о л о ж е н и е  т о ч к и , п р о е к ц и я  к о т о р о й  п а д а е т  в н у тр ь



ДМ 1М 2М 3. Н о п р и  у м е н ь ш е н и и  углов  ^ 13, ^ 12, ^ 23, н а ч и н а я  с н екоторого  м ом ен та, п р о ек ц и и  всех р е ш е н и й  
п о п ад аю т  в п лоск ость  ДМ 1М 2М 3.

5. З а к л ю ч е н и е .  П роведенн ое и ссл едован и е п о зво л и л о  разраб отать  и теорети чески  обосновать н о вы й  
м е т о д  о п р е д е л е н и я  п р о с т р а н с т в е н н ы х  к о о р д и н а т  п о д в и ж н о г о  об ъ ек та , о с н о в а н н ы й  н а  а з и м у т а л ь н о ­
у гл о м е с т н ы х  и зм е р е н и я х  о тн о си тел ьн о  си стем ы  н а зе м н ы х  р е п е р н ы х  точек . П р и н ц и п и а л ь н о е  о тл и ч и е  
п р е д л о ж е н н о го  п о д х о д а  от т р а д и ц и о н н ы х  с п у т н и к о в ы х  си стем  н а в и га ц и и  зак л ю ч ается  в и с к л ю ч е н и и  
т р е б о в а н и я  г л о б а л ь н о й  в р е м е н н о й  с и н х р о н и за ц и и , что  о т к р ы в а е т  п е р с п е к т и в ы  д л я  его п р и м е н е н и я  
в у с л о в и я х  н е д о с т у п н о с т и  и л и  п р е д н а м е р е н н о г о  п о д а в л е н и я  си гн ал о в  гл о б а л ь н ы х  н а в и г а ц и о н н ы х  
сп у т н и к о в ы х  си стем . О сн о в н ы м  н а у ч н ы м  р е зу л ь та т о м  р аб о ты  я вл я ется  п о стр о ен и е  к о м п л е к с н о й  м а т е ­
м ати ч еск о й  м о д ел и  зад ачи . В р ам к ах  и ссл ед о ван и я  б ы л а  п р о а н а л и зи р о в а н а  п р о б л ем а  н ео д н о зн ач н о сти  
р е ш е н и й . Г л а в н ы м  стало  д о к а за т е л ь с тв о  т е о р е м ы , у с т а н а в л и в а ю щ е й  у с л о в и я  с у щ е с т в о в а н и я  и  е д и н ­
ств е н н о с ти  р е ш е н и я  с и стем ы  у р а в н е н и й  д л я  п р о и з в о л ь н о й  к о н ф и г у р а ц и и  р е п е р н ы х  то ч ек , в п е р в ы е  
с ф о р м у л и р о в а н н о й  в [6] и  о б о б щ е н н о й  в [7] . Г ео м етр и ч еск ая  и н т е р п р е т а ц и я  з а д а ч и  ч ер е з  п о ст р о ен и е  
торов в п ространстве  р е ш е н и й  п р ед о став и л а  а н ал и т и ч еск и й  и н струм ен т , п о зв о л и в ш и й  в и зу ал и зи р о вать  
и  ф о р м ал и зо в ат ь  у с л о в и я  в о зн и к н о в е н и я  н еск о л ьк и х  р е ш е н и й  [5] . О п и р аясь  н а  д о к азан н у ю  Т ео р ем у  1 
о с у щ е с т в о в а н и и  р е ш е н и й , у д а л о с ь  п о в ы с и т ь  у с т о й ч и в о с т ь  а л го р и тм а , п р е д л о ж е н н о го  в [1, 2] . Б л а г о ­
д а р я  зн а н и ю  о ч и сл е  всех  в о зм о ж н ы х  п о л о ж е н и й  и ск о м о й  то ч к и , р а зр а б о т а н н а я  п р о гр а м м а  ч и с л е н н о  
об н ар у ж и л а  их все, н есм отря  н а  и сп о л ьзо в ан и е  п р и б л и ж ен н ы х  ч и сл ен н ы х  м етодов. М етод п редставляет  
зн а ч и т е л ь н ы й  и н тер ес  д л я  п р и л о ж е н и й  в р о б о то тех н и к е , а в т о н о м н о й  н а в и га ц и и  и  3 В -р ек о н стр у к ц и и , 
гд е  тр еб у ется  а л ь т е р н а т и в н а я  и л и  р е зе р в н а я  с и с т е м а  п о з и ц и о н и р о в а н и я , о со б ен н о  в у сл о в и я х , р а с ­
с м о т р е н н ы х  в р аб о т ах  [1, 2] . П одход  м о ж е т  б ы ть  и н т е г р и р о в а н  в г и б р и д н ы е  н а в и г а ц и о н н ы е  си стем ы , 
со ч етаю щ и е  у гл о в ы е  и  д а л ь н о м е р н ы е  д а н н ы е , как  о п и сан о  в раб о тах  п о  о сн о вам  н а в и га ц и и  [12] .
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