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А ннотация. В работе рассмотрена периодическая задача для двумерной системы Навье -  Стокса в слое с мелкими 
препятствиями около дна. Предполагая, что на границе препятствий выставлено условие прилипания, а на дне условие 
непротекания, а также третье краевое условие на горизонтальную  компоненту, м ы  исследуем асимптотическое 
поведение траекторных аттракторов. В этих предположениях доказана слабая сходимость траекторных аттракторов 
этой системы к траекторны м аттракторам усредненной системы Навье -  Стокса с условием прилипания на всей 
границе.
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Abstract. This paper considers a periodic problem for a two-dimensional Navier-Stokes system in a layer w ith small obstacles 
near the bottom. Assuming a no-slip condition at the obstacle boundary and a no-flow condition at the bottom, as well as a 
th ird  boundary condition on the horizontal component, we investigate the asymptotic behavior o f the trajectory attractors. 
Under these assumptions, we prove weak convergence of the trajectory attractors of this system to the trajectory attractors of 
the averaged Navier-Stokes system w ith a no-slip condition on the entire boundary.
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1. В в е д е н и е .  А тт р а к т о р ы  и с п о л ь зу ю т с я  д л я  о п и с а н и я  п о в е д е н и я  р е ш е н и й  д и с с и п а т и в н ы х  э в о л ю ­
ц и о н н ы х  у р а в н е н и й  в т е ч е н и е  д л и т е л ь н о г о  в р е м е н и . В ч ас тн о сти , а т т р а к т о р ы  со д ер ж ат  у с т о й ч и в ы е
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и л и  н е у с т о й ч и в ы е  п р е д е л ь н ы е  р е ж и м ы  со о т в е тств у ю щ и х  д и н а м и ч е с к и х  си стем , к о т о р ы е  я в л я ю т с я  
б еск о н еч н о м ер н ы м и  для  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  у р а в н е н и й  в ч астн ы х  п р о и зв о д н ы х . А ттракторы  п озвол яю т 
н абл ю д ать  н аи б олее сущ ествен н ы е п р ед ел ьн ы е  м н о ж еств а  траектори й , которы е харак тери зую т д и н а м и к у  
с л о ж н о й  м о д е л и , о п и с ы в а е м о й  э в о л ю ц и о н н ы м и  у р а в н е н и я м и  (см ., н а п р и м е р , м о н о г р а ф и и  [1, 2, 3] и 
ссы л к и  в них).

З ад ач и  у ср ед н ен и я  в областях, п ер ф о р и р о ван н ы х  вдоль  м н о го о б р ази й , являю тся  и н тер есн ы м и  с точки  
з р е н и я  т е о р и и  и  в а ж н ы м и  в п р и к л а д н ы х  м о д ел ях . О тм е т и м  н ек о т о р ы е  р аб о ты  [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] . 
У среднение систем  Н авье -  С токса в м и к р о н ео д н о р о д н ы х  средах  р ассм о тр ен ы  в [13, 14] . Т акж е см. работы  
об у с р е д н е н и и  аттр ак то р о в  в м и к р о н е о д н о р о д н ы х  ср ед ах  [15, 16, 17, 18] .

2. П о с т а н о в к а  з а д а ч и  и  п р е д в а р и т е л ь н ) ^ 1е  з а м е ч с а н и я . Н а ч н е м  п о с т а н о в к у  за д а ч и  с о п и с а н и я  
о б л асти  о п р е д е л е н и я  в R 2. П усть  о б л асть  D = ( - 1 ;  1) X ( - 1 )  с к о о р д и н а т а м и  х  = (x j, х 2). Ее г р а н и ц а
дО = Г1 и  Г2 и  Г3 и  Г4, гд е  Г1 = [ х  : x j е

,^2 = 2 }, Г4 = [ х  : XI = 1 ,Х2 е 1. 1 
■ ^ 2

1. 1 
2̂  2 ,^2 = - 1 }, Г2 = [х  : XI = - 1 ,Х2 е }, Гз = [х  : XI е  

}. В езде  н и ж е  е = 2 j^ 1i — м а л ы й  п ар ам етр , N  -  н ат у р ал ь н о е

1. 1 
2’ 2

ч и сл о , N  »  1.
М ы  такж е б у д ем  и сп о л ьзо в ать  сл ед у ю щ и е  о б о зн ач ен и я . П усть В -  п р о и зв о л ь н а я  д в у м ер н ая  область 

с г л а д к о й  г р а н и ц е й , л е ж а щ а я  в к р у ге  К  = [ ^  : + (^2 -  2 ) 2 < а2}, 0 < а < 1. О б о зн а ч и м  = [х  е

D  : £-1 (х 1 -  e j , x 2 + 1) е  В}, j  е  Z, В^ ^  U  , Г  ̂ = дВ^ . О п р е д е л и м  о б л асть  к а к  D  \  В ^ . П усть  так ж е
j

Qc = Dc X (0, +то), Q = D  X (0, +то).
В ведем  сл ед у ю щ и е  о б о зн а ч е н и я  д л я  п р о стр ан ств

H  := [и  = (и 1, и 2) е  [L2 (D ) ] 2, V - и = 0},

И , := [и  = (и 1, и 2) е  [L2 (D , ) ] 2, V - и = 0},

V := [и  е  [Я 1 (D ) ] 2, V - и = 0, и ( - 1/ 2,X2, f ) = и ( 1/ 2,X2,f ) , и |г3 = 0 ,и 2|г1 = 0},

Vf := [и  е  [Я 1 (D s) ] 2, V ■ и = 0, и ( - 1/ 2,х 2, f) = и ( 1/ 2,х 2, f ), и |г3иг , = 0, и 2 |г 1 = 0}

(м н ож ество  в ек то р -ф у н к ц и й  и з [Я 1 (D ^ ) ] 2 с н у л ев ы м  сл едом  н а  г3 U г^ и н у л е в ы м  сл ед о м  в то р о й  к о м п о ­
н е н т ы  и 2 в е к т о р -ф у н к ц и и  и (х ) = ( и 1 (х ), и 2(х )) н а  г 1). З д есь  у 1 ■ у 2 о б о зн а ч а е т  с к а л я р н о е  п р о и зв е д е н и е  
векторов  у 1, у 2 е  R 2. Н о р м ы  в эти х  п р о стр ан ств ах  оп редел яю тся , соответствен н о , с л ед у ю щ и м  образом :

2 2 
II.II2 : ^  ^ | . ‘ ( х ) l2dx, II. 112: ^  ^ | . ‘ ( x ) |2dx, 

D ‘=1 D, '=1

I"  1 1 2 : ^  g | V ^ ‘ (х ) |2dx, II. 111, := j  g | V . ‘ ( x ) |2dx.

О б о зн ач и м  ч ер е з  V ' и  V ' д в о й ст в ен н ы е  п р о стр ан ст в а  к  п р о стр ан ст в ам  V и  V^, соответствен н о .
Зам ети м , что  экви вал ен тн ую  п о стан о вку  зад ач и  м ож н о  сделать  в полосе  R X ( - 2 ;  1) если  п ер и о д и ч еск и  

п р о д о л ж и т ь  обл асти  D  и  в д о л ь  оси  х 1 с п е р и о д о м  и  р ассм о тр еть  ф у н к ц и и , 1-п е р и о д и ч е с к и е  п о  это й
оси.

Р ассм о тр и м  сл ед ую щ ую  за д а ч у  д л я  2D  си стем ы  Н авье -  С токса:

dUc
-  vA us  + (us ■ V )u s  + V p  = g (x, - ) ,  x  = (x 1,x 2) е  , t  > 0,

V ■ Us = 0,
du^ 1 2

+ aut, = 0, M2 = 0,
dn ^ ^

Ue = 0,
u (-1 /2 ,X 2 , t ) = u (1/2,X2, t ), 
Us = и  (x),

X е  D s ,t  > 0,

X е  г 1, f >  0,

X е  гз U г,;, f >  0, 
X е  г2 U г4,
X е  D c ,t = 0 .

(1)

З д есь  Uc = Us(x, f) = (m1, u '2') -  н еи зв ест н ая  в ек т о р -ф у н к ц и я  скорости , p  = p (x, t ) -  н еи зв ест н ая  ск ал яр н ая  
ф у н к ц и я  д а в л е н и я , д = д (х ) = (^ 1, ^ 2) е  H  -  и зв е с т н а я  в н е ш н я я  си ла , п = (0 , - 1) -  в ек т о р  в н е ш н е й  
н о р м а л и  к  ч ас ти  г р а н и ц ы  г;! и  к о эф ф и ц и е н т ы  v > 0 , а  > 0 .

П редп олагается , что  в екто р -ф у н к ц и я  д  : D X R 2 ^  R 2 является  ф у н к ц и ей  К аратеодори , т. е., отображ ен ие 
X ^  д (х, ^) и зм е р и м о  п о  Л ебегу  п р и  всех  ^  е  R 2, а о то б р аж ен и е  ^ ^  д (х, ^) н е п р е р ы в н о  д л я  п о ч т и  всех  
X е  D . Т о гд а  ото б р аж ен и е  х  ^  д (х , | ) к о р р ек тн о  зад ан о  и  и зм ер и м о .

Д л я  в е к т о р -ф у н к ц и и  д  б у д ем  п р е д п о л а га т ь , ч то  ф у н к ц и и  д^ (х ) = д (х, е  H  д л я  л ю б о го  £ > 0 и
и м ею т  ср ед н ее  д (х ) в п р о стр ан ств е  H  п р и  £ ^  0+, то есть

д (х ) (£ ^  0+ ) слабо в H.



В си л у  аб со л ю тн о й  н е п р е р ы в н о с т и  и н т е г р а л а  Л ебега, и з  у сл о в и я  (2) п о л у ч а е м

X ^
■ ^ ( х )d x  ^  J  д ( х ) ■ f  ( х )d x

D, D
/ о  ( ‘ , 7 )

(3)

д л я  л ю б о й  ф у н к ц и и  f  е  H  п р и  £ ^  0+.
И звестн о , ч то  есл и  U е  H , то с у щ ест в у ет  е д и н с т в е н н о е  слабое  р е ш е н и е  и (s ) н а ч а л ь н о -к р а е в о й  

за д а ч и  (1), к о то р о е  п р и н а д л е ж и т  п р о с т р а н с т в у  (R+; ) П (R+; Н ^), так ое , ч то  и (0) = U . П ри

этом , е  (R+; V '). Д л я  д о к а за т е л ь с т в а  см отри , н а п р и м е р , [1, 2], гд е  и зу ч е н  к л а с с и ч е с к и й  сл у ч ай

н у лев о го  у сл о в и я  Д и ри хл е  н а  всей  гр ан и ц е  области . А н ал о ги ч н о  д о к азы в ается  д л я  г р а н и ч н о го  у сл о ви я  
3-го р о д а  д л я  к о м п о н е н т ы  в ек то р а  скорости  и 2 н а  ч асти  г р а н и ц ы  Г1.

И сходя и з в ы ш еск азан н о го , бу д ем  и ссл едовать  слабы е р е ш е н и я  н ач ал ьн о -к р аев о й  зад ач и  (1), то  есть 
ф у н к ц и и

и , (X, S) е  l2 : : ( R + ; V .) П (R+; Н , ) П | .  : -U ^ е  l2 ^ : (R+; V ')

к о то р ы е  у д о в л етво р я ю т  зад ач е  (1) в см ы сл е  о б о б щ ен н ы х  ф у н к ц и й , то  есть

^  У  Uf ■ - ^  d x d t  + ^ J  ^U s ■ d x d t ^  J  (Us ■ V) u^ ■ f  d xd t+

Qe

+a J  u l f 1 d x i d t ^  J  gc ( x ) ■ f  d x d t

Qe

(4)

Fi x (0,+tc)

д л я  л ю б ы х  ф у н к ц и й  f  е  C “ (R + ;Н ^). З д есь  о зн а ч а е т  ск ал яр н о е  п р о и зв е д е н и е  векторов  е  R 2.
П окаж ем , что  т а к  в ы б р а н н ы е  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  д л я  ч а с ти  г р а н и ц ы  Гх о б есп еч и в аю т  в ы п о л н е н и е  

свой ства  о р то го н ал ь н о сти  д л я  н ел и н е й н о г о  ч л ен а , т. е.,

( Ue ■ V) Ue ■Ue = 0, Vu^ е  V^. (5)

И м еем

(Щ ■ V) Щ ■ U  = ( u1 d^i + u2 )U£ ■ U  U£- ^ iÛ  ̂ ■ Û  /  Ue- XiUeUed x  =

f  (U-̂ )2d x  = - 1  f  u ' (U-̂ ) 2d x +  f  u2 (U-̂ )2
i,j=x̂ ^ i,j=x̂ ^  Г1 =x

2

= - 2  /"  i j  - ^ ‘u^ T j (u^)2 ‘̂ ' ^ = - 2  / " ( -^ iu l + u2) X (u ^
^ j=i \ j = 1  ^

ds  =

d x  = 0
\ j = 1

В ср ед н ей  строке п р и м е н я е т с я  ф о р м у л а  Г р и н а  и н т е г р и р о в а н и я  п о  частям , п р и ч е м  п о с л е д н и й  и н тегр ал  
п о  Г1 р а в е н  н у л ю  в с и л у  н у л е в ы х  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  н а  u2. В п о с л е д н е й  строке dx1u1 + dx2u'2 = 0 в си л у  
р а в ен ст в а  н у л ю  д и в е р ге н ц и и  в ек то р а  скорости .

П окаж ем  такж е, что  д л я  т ак и х  к р аев ы х  у с л о в и й  о п ер ато р  С токса  я вл я ется  с и м м е т р и ч н ы м  и  о т р и ц а ­
тел ьн ы м . И м еем  д л я  достаточ н о  глад к и х  век то р -ф у н к ц и й  u^, е  V ^, п р и м е н я я  ф орм ул у  и н тегр и р о в ан и я  
п о  частям ,

Us ■ = ^ 2= 1  J  u ' ( x ) A v i ( x ) d x  = -  Z 2j =1 !  ^  (x )  ^ ( x ) d x  + Y. /  u ' (x )  (x )d s  =
D, '  '  ^=1 Г1

= -V U e ■ VVe + f  u \ (x )  ̂  (x )d s  = -V U e ■ VVe -  aV ^  u \ ( x ) v \  (x )d s  /  A u ' ( x ) a ' ( x ) d x  = AUc ■ Ve
'=1o .

М ы  п р о в е р и л и  с и м м етр и ч н о сть . О д н о в р ем ен н о  п р и  = щ  п о л у ч и л и  ф о р м у л у

Uf ■ Auc = - V u s  ■Vuc -  a v  /  u^ (x ) ds

и з  к о то р о й  сл ед ует  о тр и ц ател ь н о сть  о п ер ат о р а  С токса.
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С л ед у ю щ ая  л е м м а  и м еет  к л ю ч евое зн а ч е н и е  п р и  вы в о д е  о сн о вн ы х  а п р и о р н ы х  о ц ен о к  д л я  р е ш е н и я  
зад ач и  (1), а  такж е п р и  д ок азател ьстве  тео р ем ы  су щ еств о ван и я  и ед и н ствен н о сти  слабого р е ш е н и я  этой  
зад ачи . П ри ее доказательстве  сущ ествен н о  и сп ол ьзуется  свойство ортогон ал ьн ости  (5), а такж е тож дество  
(6). А н а л о ги ч н о е  у т в ер ж д ен и е  д л я  н у л ев ы х  у с л о в и й  Д и р и х л е  д о к а за н о  в [3, п р е д л о ж е н и е  XV.3.1].

Л е м м а  2.1. П уст ь  (х , t ) -  слабое реш ение задачи  (1). Тогда 

(i) м, е  С (R+; H , );

(ii)  ф ункция  Iluc(■, f ) | 2 являет ся абсолю т но непреры вной на  R+, и вы полнено  следую щ ее диф ф еренциальное  
тож дество

1  1“ ^(^,^) I 2 + ^  |V “ ^( x , t ) l 2d x  + ^  (и'1 ( x , t ) j  ds д , ( х )■ и , ( x , t ) d x .

П ри  о п и с а н и и  п р о с т р а н с т в а  т р а е к т о р и й  K +  д л я  за д а ч и  (1) б у д ем  сл ед о в ать  о б щ е й  схем е и з  [3] и 
о п р е д е л и м  б ан ах о в ы  п р о стр ан ств а  д л я  к аж д о го  о т р езк а  [f1, f2] е  R

r t ,j2  := L'2:: ( f1 ,  f2. V ,) n  (f1, f2. H , ) nloc V :
dUs

~dF
е  L'2:c  (f1, f 2; v ; ) (7)

с н о р м о й

I ?f1,f2 := ^L2(f1,f2;V) + yL„(f1,f2;H) (8)
L2 (t1,t2;V')

П усть S (h )  д л я  h е  R  о б о зн ач ает  о п ер ато р  сд в и га

S (h) /  ( t ) = /  (h  + t ).

П о л о ж и в  D f1,f2 = L2 ( f1, f2; V) п о л у ч а е м , ч то  F f1,f2 £  D t1j 2, а  е сл и  и (s ) е  F f1,f2, т о г д а  A  (и  (s))  е  D t1j 2.
Д а^ее м о ж н о  р ассм атри вать  слабы е р е ш е н и я  зад ач и  (1) как  р еш ен и е  си стем ы  у р а в н е н и й  и з общ ей  схем ы  
(см. [19, 20] , а  так ж е [3]).

О п р ед ел и м  сл ед у ю щ и е  п р о стр ан ств а

F+°c = l2 °c (R+; V ) n  L^^c ( U ; H ) n  a е  L'2°c ( 
d t 2 (

crrlo^ _  T loc t 
Ff,+ = L2 ( r +;; V , ) n  L^^c (R+; H , ) n L loc

J t  е  L2 (R +

+ ; V ' ) ( , 

; v ; 4 .

О б о зн ач и м  через K +  м н ож ество  всех слабы х р е ш е н и й  зад ач и  (1). Н ап о м н и м , что  дл я  лю бой  ф у н к ц и и  
и  е  H  сущ ествует  тр аек то р и я  и (■) е  K +  такая, что  и (0) = U ( х ). С ледовател ьн о , п р о стр ан ство  тр аек то р и й  
K +  за д а ч и  (1) не п усто  и  д о стато ч н о  вели ко .

Ясно, что  K +  с  F+°c и п р о стр ан ств о  тр аек то р и й  K +  я вл яется  т р а н с л я ц и о н н о -и н в а р и а н т н ы м , то есть, 
есл и  и ( t ) е  K + , т о гд а  и  и (h  + t ) е  K +  д л я  л ю б ы х  h > 0. С л ед о в ател ьн о , S (h )K +  £  K + , Vh > 0.

Д алее, и сп о л ь зу я  н о р м у  п р о стр ан ств а  L2( t1, t2;H ), о п р е д е л и м  м етр и к и  р f1,t2(■, ■) в п р о стр ан ств ах  F 1,f2 
с л ед у ю щ и м  образом

/ м 1/2

Р0,м  ( u ,v ) = [  IIu( f ) -  V

0

( t  )II2d t V и (■ ),v (■) е ^ 0,м .

Э ти  м е т р и к и  п о р о ж д а ю т  т о п о л о ги ю  0+°c в п р о с т р а н с тв е  F+ °c (со о тв етствен н о  0^°+ в F ,+ c). Н а п о м н и м , 

ч то  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  [v k } с  F ° c сх о д и тся  к  ф у н к ц и и  v е  c п р и  к  ^  то в 0f,_°c, есл и  Hvk(■) -  
^ (■ )Il2(o,m;h) ^  0 (к  ^  то) дл я  лю бого М  > 0. Т оп ол оги я  0 + c м ет р и зу ем а  и соответствую щ ее м етри ческое 
п ростран ство  явл яется  п о л н ы м . М ы  р ассм атр и ваем  топ ологи ю  в п ростран стве  тр аек то р и й  K+' зад ач и  (1). 
П о л у гр у п п а  сд ви гов  [S (h )} , д ей ст в у ю щ ая  н а  K + , н е п р е р ы в н а  в р а с с м а тр и в а е м о й  т о п о л о ги и  0+°c.

С л ед уя  о б щ ей  схем е, о п р е д е л и м  о г р а н и ч е н н ы е  м н о ж ест в а  в K+', и с п о л ь зу я  б ан ах о в ы  п р о стр ан ст в а  
F+’. Ясно, что

F +  = l2 ( R + ;V) n  L to (R + ;H ) n  {ю е  l 2(R+; V ')

и  F+’ -  п о д п р о ст р ан ст в о  п р о ст р ан ств а  F+ ° c.
Р ассм о тр и м  п о л у г р у п п у  сдви гов  [ S (h )}  н а  K + , S (h ) : K+' ^  K +, h > 0.

+

V



П усть K f о зн ач ает  я д р о  зад ач и  (1), которое состоит и з всех слабы х р е ш е н и й  u ( t ) ,  t  е  R  о гр ан и ч ен н ы х  
в п р о стр ан ств е

= l2 ( R ;  V) П L ^ ( R ;Н ) П {v —  е  l2 ( R ;  V ') 
d t 2 ^  )

П р е д л о ж е н и е  2.1. Задача  (1) им еет  т раект орны е а т т ракт оры  в т опологическом  прост ранст ве  
0+°^. М нож ество равном ерно  (по £ е  (0 ,1 ) )  ограничено в F+” и ком пакт но в  0+.°^. Б олее того,

ЭДе = П + К ,,

ядро К е  -  непуст о  и р авн ом ерно  (по £ е  (0 ,1 ) )  ограничено в . Н апом ним , чт о  прост ранст ва  F+’ и 0+ ^
зависят  от  .

Д о к азател ьство  этого  п р е д л о ж е н и я  п р а к т и ч е с к и  п о л н о стью  совп ад ает  с д о к азател ьств о м , п р и в е д е н ­
н ы м  в [3] д л я  н у л ев ы х  у с л о в и й  Д и р и х л е  н а  всей  гр ан и ц е .

3. В с п о м о г а т е л ь н ы е  у т в е р ж д е н и я . В д ан н о м  разд ел е  п ри вод ятся  резу л ьтаты  и з работы  [5] , которы е 
б у д у т  и сп о л ь зо в ан ы  н иж е.

Р ассм о тр и м  в сп о м о гател ьн у ю  зад ач у

' - vA Wf = д 1 (х, ^ ), X е  Di;,
+ aw s = 0, X е  Г1, (10)

We = 0, X е  Г3 и  Гг.

Т ак ж е  п р е д п о л а га е т с я , что  у  н ас  в ы п о л н е н о  п е р и о д и ч е с к о е  у с л о в и е  н а  р е ш е н и е  w^ п о  х 1. З а д а ч а  д л я  
в торой  к о м п о н ен ты  д2 в екто р -ф у н к ц и и  д  будет и м еть  о д н ород н ы е усл о ви я  Д и рихле н а  Г1. В д ал ьн ей ш ем  
б у д ем  о п у скать  в е р х н и й  и н д ек с  у  ф у н к ц и и  д 1.

3 .1  А п р и о р н ы е  о ц е н к и .  Д л я  того , ч т о б ы  п е р е й т и  к  р а с с м о т р е н и ю  в о п р о со в  у с р е д н е н и я , п р е д ­
в а р и т е л ь н о  м ы  д о л ж н ы  п о л у ч и т ь  а п р и о р н ы е  о ц е н к и  р е ш е н и й  з а д а ч и  (10). И м еет  м есто  сл е д у ю щ а я  
теорем а .

Т е о р е м а  3.1. Реш ение u^ задачи  (10) удовлет воряет  неравенст ву

У w £\\w.} (Ос,Г3иГс) ^  ^1  W9 WL2 (D) < к ,  (11)

где конст ант ы  К 1 и К  > 0 не зависят  от  £.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И с п о л ь зу я  ст а н д а р т н у ю  т е х н и к у  и н т е г р а л ь н ы х  оц ен о к , у ч и т ы в а я  н ер ав ен ст в о  т и п а  
Ф ри дри хса

У  w 2, d x < ^  |V w , l 2 dx,

н ер авен ство  д л я  следов

у  w2 dx 1 < ^  |V w ,|2 d x

Г1 D,

и  н ер ав ен ств о  К о ш и  -  Б у н я к о в ск о го , и з  и н т е г р а л ь н о г о  т о ж д еств а  з а д а ч и  (10) с п р о б н о й  ф у н к ц и е й  
р ав н о й  Ws п о л у ч аем  п ервую  оценку . В осп ол ьзовавш и сь  у сл о ви ем  (2), п о л у ч и м  и вторую  оценку. Т еорем а 
д о к азан а .

3.2 У с р е д н е н и е  л и н е й н о й  в с п о м о г а т е л ь н о й  з а д а ч и . Э тот р а зд ел  п о с в я щ ё н  и зу ч е н и ю  а с и м п то т и ­
ческого  п о в е д е н и я  р е ш е н и й  за д а ч и  (10).

З а м е ч а н и е .  В дальнейш их рассуж дениях будем от ож дест влят ь ф ункции  из прост ранст ва (D ^, Г3 иГ^)
с ф ун к ц и я м и  из  W21 (D , Г3), р а в н ы м и  н ул ю  в , а ф ун к ц и и  и з прост ранст ва  L 2 (D ^) с ф ун к ц и ям и  из L2 (D ),
равн ы м и  нулю  вВ ^  .С  другой стороны, для суж ения ф ункций  из L2 (D ) на D^ будем сохранят ь и х  обозначения. 

И м еет  м есто  у твер ж д ен и е .

Т е о р е м а  3.2. П уст ь  д е  L 2 (D ). Тогда для реш ени я  краевой задачи  (10) им еет  м ест о сходимост ь

W w £ -  w 0 Ww,1 (D ) ^  0 п р и ^ ^  0, (12)

где W0 -р е ш е н и е  предельной (усреднённой) краевой задачи

[ - vA  w 0 = д  в D ,  (13)
W0 = 0 на  Г1 и  Гз.



О б о зн а ч и м  ч е р е з  H lg ,.(D ) п р о ст р ан ст в о  1 -п е р и о д и ч е с к и х  п о  х 1 ф у н к ц и й  и з  Н 1 (D, Г1 U Г3). Д л я  
д о к а за т е л ь с т в а  т е о р е м ы  б у д ем  и с п о л ь зо в а т ь  с л ед у ю щ ее  у т в е р ж д е н и е  (см . [5]). А н а л о г и ч н о  в в ед ём  
о п р е д е л е н и е  п р о стр ан ств а  Н^^ ,̂.(D,;) -  п р о стр ан ств о  1 -п ер и о д и ч еск и х  п о  х 1 ф у н к ц и й  и з  Н 1 (D,,, Г  U Г3).

Л е м м а  3.1. П уст ь  Vс е  H^Jg,.(D c) u v ^ ^  v* при  е ^  0 слабо в Н ^ ^ ^ (D ). Тогда v* е  H^g^ (D ).

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  П усть { Sk} -  п р о и з в о л ь н а я  п о с л е д о в а те л ь н о с т ь , сх о д я щ а я с я  к  н у л ю  п р и  
к  ^  +ТО. По т ео р ем е  3.1 и з  р а в н о м е р н о й  о г р а н и ч е н н о с т и  се м е й с т в а  { w^} сл ед у ет , ч то  су щ еств у ет  
п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  и н д е к с о в  { к '} ,  т а к а я  что  н а  э т о й  п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  п р и  к ' ^  + ^  и м еет  
м есто  сходи м ость

Ws^' ^  W* си л ьн о  в L2 (D ) и  слабо в H^^g^(D ). п р и  Ek' ^  0. (14)

П ри  это м  W* е  Н'1^^(D ) в си л у  л е м м ы  3.1.
У м н о ж ая  у р а в н е н и е  за д а ч и  (10) н а  а е  (D, Г1 U Г3) и  и н т е г р и р у я  п о  ч а с тя м  п о  о б л асти  D , п р и  

достаточ н о  м ал ы х  £ п о л у ч аем  и н тегр ал ьн о е  тож дество . П ереходя в этом  тож дестве  к  п ред ел у , в си л у  (14) 
и  л е м м ы  3.1 п о л у ч а е м  н овое  и н т егр ал ь н о е  тож д ество

V J  V W* ■ V v d x  ^  J  gv dx,

D D

которое совпадает с и н тегр ал ьн ы м  тож д еством  п р ед ел ьн о й  зад ач и  в D .И з  п л о тн о сти  вл о ж ен и я  С^^^  ̂(D, Г1U 

Г3) в Н'!^^ (D ) и ед и н ствен н ости  р еш ен и я  п р ед ел ьн о й  зад ач и  (13) п о л у ч аем , что  w * = Wo, а  и з п р о и зв о л а  в 
в ы б о р е  и сх о д н о й  п о сл е д о в ател ь н о ст и  {Ek } и  сх о д и м о сти  (14) вы тек ает  сл ед у ю щ ая  сходи м ость:

W,; ^  W0 си л ьн о  в L2(D ) и  слабо в W21 (D ) п р и  £ ^  0. (15)

О сталось у си л и ть  сход и м ость  (15) до  сходи м ости  (12). У м н о ж и м  у р ав н ен и е  п р ед ел ь н о й  зад ач и  н а  w 0 
и  п р о и н т е гр и р у е м  п о  ч ас тя м  п о  о б л асти  D . В ы ч и тая  это р ав ен ств о  и з  и н те гр а л ь н о го  то ж д еств а  з а д а ч и
(10) с п р о б н о й  ф у н к ц и е й  w ,, и  у ч и т ы в а я  (15), а  т ак ж е  и с п о л ь зу я  н ер ав ен ств о  К о ш и  -  Б у н я к о в с к о го  и 
р а с с у ж д е н и я  в к о н ц е  д о к азат ел ь ств а  л е м м ы  3.1, п о л у ч а е м

WV Ws Wb2(D) -W VW 0 Wb2(D) (9Ws -  g w 0) d x  + a \w ^ Wi2(Г1) = j  ( g - g ) w 0 dx+

D D

g (w £ - W 0 ) d x  + aWw,, Ŵ2 (Y1) < \ \ g - g\\L2 ( d ) Ww0 Wl2 (d )+ (16)

D

+ Wg WL2 (D)Ww s - w 0 Wl2 ( D ) + aWws WL2 (Г1)  ^ 0 п р и  0.

И з (15) и  (16) сл ед ует  (12). Д ей стви тел ьн о , в си л у  (15) и  (16)

WV( W - w0)wL2(̂ o ) =WVw£wL2( d ) +  WVw0wL2( d ) -  2  j  V w <̂ ■ V w 0 d x  ^  0

п р и  £ ^  0. И з это й  сх о д и м о сти  и  сх о д и м о сти  (15) вы тек ает  сх о д и м о сть  (12). Т ео р ем а  д о к азан а .
Т ак и м  образом , у с р е д н е н н а я  за д а ч а  и м еет  в и д  (13).

4. У с р е д н е н и е  и с х о д н о й  з а д а ч и .  В это м  р а зд е л е  и зу ч а е т с я  п р е д е л ь н о е  п о в е д е н и е  аттр ак то р о в  
д л я  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  Н авье  -  С то кса  (1) п р и  £ ^  0+ и  и х  сх о д и м о ст ь  к  т р а е к т о р н о м у  атт р ак то р у  
соответствую щ его  у с р е д н е н н о го  у р ав н ен и я .

У сред н ён н ая  (п р ед ел ьн ая) за д а ч а  и м еет  с л ед у ю щ и й  в и д  (см. п р е д ы д у щ и й  р азд ел):

-U0 -  vAU0 + (U0 ■ V) U0 + V p  = g (x ) , x  е  D , t  > 0, 
t

V ■ u 0 = 0, X е  D , t  > 0,
u 0 = 0, X е  Г1 U Г3, t >  0, (17)
U( - 1 /2 ,  X2 , t) = U(1 /2 , X2 , t) , X е  Г2 U Г4,
u 0 = U (x ), X е  D , t  = 0.

Р ассм атри ваю тся  слабы е 1 -п ери оди чески е  п о  х 1 р е ш е н и я  н ач ал ь н о -к р аев о й  зад ач и  (17), то есть ф у н к ц и и

. :  -Uk е  l 2 : :  (R + ; V ')
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к о то р ы е  у д о в л етво р я ю т  зад ач е  (17) в см ы сл е  о б о б щ ен н ы х  ф у н к ц и й , то есть

и0 ■ ^ d x d t  + Vm0 ■ V \^d x d t ^  J  (и 0 ■ V)m0 ■ f  d x d t  g ( x ) ■ ^  d x d t  (18)

Q Q Q Q

д л я  л ю б ы х  ф у н к ц и й  f  е  CTO(R+; H ).
К ак и звестн о , п р и  л ю б о м  U  е  H  за д а ч а  (17) и м еет  ед и н ств ен н о е  слабое р е ш е н и е  (см. [1, 2] ). 
С л ед у ю щ ая  л е м м а  д о к азы в ается  а н а л о ги ч н о  л е м м е  2.1 (см . так ж е [3] ).

Л е м м а  4.1. П уст ь  и (х , t ) -  слабое реш ение  задачи  (17). Тогда

(i) и е  С (R+; И );

(ii)  ф ункция  IIu(■, t ) I 2 являет ся абсолю т но непреры вной на  R + , и более того

1  I Iu (; t)II2 + ^  I V u ( x , t ) l2d x  ^  -д(х)^ u ( x , t ) d x .

Q D

З а д а ч а  (17) и м еет  тр аек т о р н ы й  аттрак тор  ЭД в п ростран стве  тр аек то р и й  K  , соответствую щ ем  зад аче  
(17), п р и ч е м

ЭД = П + К ,

где  К  -  я д р о  за д а ч и  (17) в .

О п р е д е л е н и е . Б удем  говорить, чт о т раект орны е ат т ракт оры  сходятся к т раект орном у ат т р а к­
т ору  ЭД при £ ^  0 в т опологическом прост ранст ве 0 + c, если для лю бой окрест ност и  0(ЭД) в 0 + c найдет ся
£-1 > 0 такое, чт о  £  0(ЭД) при лю бом  £ < £1 , т о ест ь для любого М  > 0

d is t0o,M (П 0,MЭД£, П о,мЭД) ^  0 ( £ ^  0 ) .

С ф о р м у л и р у ем  о сн о вн у ю  тео р ем у  об у с р е д н е н и и  си стем  у р а в н е н и й  Н авье  -  С токса.

Т е о р е м а  4 .1 . В т опологическом  прост ранст ве 0 + c справедливо предельное соот нош ение

ЭДг ^  ЭД при £ ^  о + . (19)

К ром е того,
при  £ ^  о + в 0  °c . (20)

З а м е ч а н и е .  Ф ункции  и з множ ест.в и К  заданы  на перф орированны х област .ях D,,. О днако все 
э т и  ф ун кц и и  мож но продолж ит ь н у л е м  в н у т р ь  от верст ий, и при  эт ом  норм ы  продолж енны х ф ун к ц и й  в 
прост ранст вах  H и V (определенны х без перфорации), очевидно, совпадают с соот вет ст вую щ им и нормам и в 
перф орированных прост ранст вах  H  и V^. П оэт ом у в теореме все расст ояния изм еряю т ся в прост ранст вах  
без перф орации с уч ет о м  нулевого продолж ения вн ут р ь  от верст ий.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы . Ясно, что  (20) влеч ет  (19). П оэтом у  д остаточ н о  д о к азать  (20), то  есть п оказать , 

что  д л я  л ю б ой  ок р естн о сти  0 ( К )  в 0  ̂°c н ай д ется  ч и сл о  е1 = е1 (O ) >  0 такое, что

К  с  0 ( К )  д л я  всех  £ < £1. (21)

П р ед п о л о ж и м , что  (21) н еверн о . Т о гд а  н ай д ется  ок р естн о сть  0 ' ( К )  в 0  ‘°c, п о сл е д о в ател ь н о ст и  £^ ^  0+ 
(к  ^  то) и  (■) = ( s ) е  так и е , что

и t  0 ' ( К )  д л я  всех  к  е  N . (22)

И з у сл о ви я  (2) вы текает, что  п оследовател ьн ость  д х , о гр ан и ч ен а  в H. С ледовательн о , и сп ол ьзуя  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  т о ж д ество  и з  л е м м ы  2.1 и  н ер ав ен ств о  К о ш и  -  Б у н я к о в ск о го , за к л ю ч аем , что  
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  р е ш е н и й  [м^^} о г р а н и ч е н а  в F ^ .  П ер ех о д я  к  п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т и , м ы  м о ж е м  
п р ед п о л о ж и т ь , что

^  и0 (п  ^  то) в 0^°c.

У тверж дается, что  и 0 е  К . Ф у н к ц и и  (х , t ) у д о в л етво р я ю т  у р ав н ен и ю

-  VA Ue„ + (и ■ V ) Uc„ + V P =  до {x, — ) , t  е  R, (23)
a t £п



с у сл о в и ем

и  э н ер гет и ч еск о м у  то ж д еству

ди1 1 2
V— -  + «м : = о, м: = 0, х  е  г 1,

дп

м  м

■2 у II^sn( f ) I H f '( f ) ^ f  + ^  II^^n( f ) I V f ( f ) ^ f +
-M  -M

+ ^ y  ( x , f ) f  ( f ) d x 1 d t  ^  ( f ) f  ( t ) d t (24)

-  м  г1 -  м

п р и л ю б о м  M  > 0 и д л я  л ю б ой  ф у н к ц и и  f  е  С 0 ^ ( ] -М ,М  [), f  > 0. К роме того, ( t ) ^  и 0 ( t ) (п  ^  то) слабо

в L2( - М , М ;V), * -слабо  в Lто( - M ,M ; H ) и  ( ^) ^  ^ ^ 0 ( )̂ (п  ^  то) слабо  в L2( - М ,М ; V ') . По тео р ем е  о

к ом п актн о сти  заклю чаем , что  и,,^ ( t ) ^  м0 ( t ) (п  ^  то) си льн о  в L2 ( - М ,М ; H) и м ( x , t ) ^  м0 ( x , t ) (п  ^  то) 
п р и  п о ч т и  всех  (х, f ) е  D  X ( - М ,М ). В ч астн о сти , Uc„(t) ^  м0( t ) (п  ^  то) си л ьн о  в 0+_°c = Lf,° c(R ; H ) .

Д ля  п р ед ел ь н о го  п ер ех о д а  в н е л и н е й н о м  ч л ен е , зам ет и м , что

2 2 2 2

(м.„ ■ V) M = Y j  dx,M.„ = Y j ( ^ e „ U ) -  Y j  = Y  ), (25)
=1 =1 =1 =1

2
п о ско л ьк у  2  d x i = V ■ Uc„ =  0. В ы ш е бы ло  у стан овл ен о , что  и ( х ,  t ) ^  и0(х, t ) (п  ^  то) п р и  п о ч ти  всех 

1=1 "
( x , t ) е  D x ( - M ,M  ). С ледовательн о , в си л у  того, что  м'^ ^  и0ио п р и  п о ч ти  всех ( x , t ) е  D x ( - M ,M  ) , а и з
н ер авен ства  Л ад ы ж ен ск о й  вы текает , что  м ' ^ о г р а н и ч е н о  в L2 ( - М ,М ; H ). П оэтом у, м ' ^ ^  м0мо слабо 
в L2( - М ,М ; H ) (см . [3, L em m a II.1.2], и , зн а ч и т , ^  и0ио слабо  в L2( - М , М ; V ') . С л ед о в ател ьн о ,
и з  (25) п о л у ч аем , что

(uc„ ■ V)m£„ ^  (мо ■ V)mo (п  ^  то) слабо в L2( - М ,М ; V ') . (26)

В с и л у  (2) и м еем , ч то  д х , ^  ^  д ( х ) (п  ^  то) слабо  в п р о с тр а н с т в е  H  „  и, сл ед о в ат ел ь н о , слабо

в L2( - М ,М ; H) .  Т еп ер ь , и м е я  в в и д у  т е о р е м у  3.2 и  сх о д и м о сть  (26), п е р е х о д и м  к  п р е д е л у  в (23) и 
(24) п р и  £ ^  о, и с п о л ь зу я  с т а н д а р т н о е  р а с с у ж д е н и е  (см о тр и  п о д р о б н о е  д о к а за т е л ь с т в о  в [3, 19, 20]). 

С л ед о в ател ьн о , и0 е  К ,  то есть, и 0 -  р е ш е н и е  (17), у д о в л етв о р я ю щ ее  со о тветств у ю щ ем у  то ж д еству  (24) с 
в н е ш н е й  с и л о й  д ( х ). В то ж е в р е м я  м ы  у с т а н о в и л и , ч то  (s ) ^  и0( s ) (п  ^  то) в 0 + c и, сл ед о в ател ьн о ,

(s ) е  O '( u 0 (s )) с  O ' К  п р и  £п ^  1. Это п р о ти в о р е ч и т  (22). Т ео р ем а  до к азан а .
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