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А ннотация. Изучается однородное бернуллиевское случайное поле на бесконечном однородном графе типа 
дерева Кэйли со степенью верш ин 5 = 3. Для вероятности перколяции Р (с) случайного поля на бесконечность 
и з ф иксированной верш ины  графа, которая является функцией от вероятности с заполнения верш ин, строится 
кластерное разложение. Находятся гарантированные оценки точности ее аппроксимаций посредством частичных 
сумм разложения и показывается, что это разложение сходится всюду при с е (0, 1 ) так, что порог перколяции с, не 
является особой точкой с точки зрения сходимости разложения.
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Abstract. The Bernoulli uniform random field on the infinite uniform Caley tree w ith the vertex degree 5 = 3 is investigated. 
For this graph, the percolation probability P (c) of the random field from a marked graph vertex to infinity is studied, where it 
is a function on the vertex filling с. The famous cluster decomposition of the function P (c) is constructed for the graph. Some 
guaranteed estimates of the accuracy of its approxim ations are found w hen they are built by means of partial sums of the 
decomposition. It is shown that the decomposition converges everywhere in (0, 1 ) such that the percolation thresholod c, is 
not a special point from the decomposition convergence viewpoint.
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1. В в е д е н и е . В озникш ая в статистической  ф изике, в процессе м атем атического  м одели рован и я  
н еуп орядоч ен н ы х  сред [ ], [2], [3] теория п ерколяц и и  представляет, в настоящ ее время, нап равлен и е 
исследований , находящ ееся н а сты ке м еж д у  теорией  вероятностей  и м атем ати ческой  ф и зи к ой  или, 
более общ о, м атем атического  м оделирования. В этой теории  разработан  адекватны й  м атем атический  
язы к, п озволяю щ и й , в частности , м атем ати чески  описы вать н а его основе среды  со всевозм ож ны м и 
случайны м и  наруш ениям и  пространственно упорядоченной  внутренней структуры и сф ормулировать 
на этом  язы ке м атем атические задачи, направленны е на вы числение ф изических характеристик таких 
сред, которы е связаны  только л и ш ь  с их стохастической геом етрией. О дной из самы х важ ны х из таких 
характеристик является вероятность перколяции Р , которая описы вает количественно ф изический эффект 
перколяции (просачивания), то есть способность среды, опираясь на какое-то понятие пространственной 
связности элементов, из которых она состоит, устанавливать связи м еж ду элем ентам и, у дален н ы м и  на 
больш ие расстояния. Само понятие связности определяется, конечно же, в соответствии с конкретны м и 
ф и зи ч ески м и  свойствам и и зуч аем ой  среды . Эффект п ерколяции , в частности , заклю чается в том, что 
связность м еж ду  у д ал ен н ы м и  эл ем ен там и  среды  м ож ет исчезать и появляться в процессе и зм ен ен и я  
парам етров и зуч аем ой  ф и зи ческой  системы . В ероятность же п ерколяции , в этом  случае, является 
ф ункцией этих параметров. Она может, в соответствии со сказанны м, обращ аться в нуль или приним ает 
ненулевы е значения при  прохож дении  параметров системы  каких-то пороговы х значений .

Н есм отря н а  успехи  на н ач альн ой  стадии  р азви ти я  теории  п ерколяции , которы е бы ли  связаны , 
главн ы м  образом , с ком пью терны м и  эксп ери м ен там и  в простейш ей, с м атем атической  точки  зрения,
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ситуации, случайное состояние среды  допускало м атем атическое м оделирование на основе точечного 
бернуллиевского случайного  поля {/5( х ) \х  € V } н а некотором  бесконечном  графе {V, Ф) со счетны м  
м ножеством верш ин V  и бинарны м  отнош ением  смежности Ф. Такое допущ ение возм ож но в том случае, 
когда состояние систем ы  м ож но охарактеризовать одн и м  парам етром  с € (0,1), которы й, для лю бой 
верш ины  графа х  € V , им еет смысл вероятности события {/5(х ) = 1}. В описанной ситуации вероятность 
перколяции из этой верш ины  на сколь угодно больш ое удаление от нее является ф ункцией Р (с) только 
одного этого параметра. Эффект п ерколяции  состоит в том, что интервал (0,1) и зм ен ен и я  парам етра с 
разбивается на полуинтервал (0, с,] , где Р (с) = 0 и интервал (с,, 1), в котором  Р (с ) > 0.

Для м оделей  теории  перколяции , связанны х с бернуллиевским и  случ ай н ы м и  полям и  на довольно 
простых бесконечных периодических графах (см., наприм ер, [4]), удалось численно определить пороги с, 
перколяции, используя метод Монте-Карло, то есть на основе обработки статистических данных, получа­
емых посредством компью терны х датчиков случайны х чисел. В некоторых соверш енно простых случаях 
удалось вы числить пороги перколяции точно. Однако, что касается развития аналитических результатов 
в м атематической теории перколяции, то, в настоящ ее время, здесь поставлено гораздо больше непростых 
вопросов, чем полученны х математически обоснованных результатов (см., наприм ер, [4], [5]). В частности, 
это утверж дение относится к задаче вы ч и слен и я  вероятности  п ерк оляц и и  Р ( с) для бернуллиевского 
случайного поля на периодических графах. О сновны м аналитическим  инструментом  при реш ении  этой 
задачи является т. н. кластерное разлож ение. Несмотря на то, что, посредством неслож ных вероятностных 
рассуж дений легко устанавливается сходимость этого разлож ения на полуинтервале (с,, 1] , вместе с тем 
точность получаем ы х на его основе аппроксим аций  перколяции Р ( с) удается оценивать очень грубо на 
основе оценки сверху реш ения комбинаторной задачи о числе конечны х кластеров с заданной  м ерой их 
гран и ц ы . Грубость этих  оценок  заклю чается в том, что их область сходим ости  составляет такой  п о л у ­
интервал зн ачен ий  (с+, 1] , для которого точка с+, как правило, сущ ественно превосходит с,. Р азличны е 
п оп ы тк и  и зм ен ен и я  оценок  такого рода (см., нап ри м ер , [6]- [8]) п ри вод и ли  л и ш ь  к н езн ач и тел ьн ы м  
улучш ениям . В этой связи возникает естественный вопрос, а возмож но ли, в принципе, реш ение задачи 
о вы ч и сл ен и и  вероятности  п ерколяц и и  Р (с) в окрестности  точки  с, посредством  последовательны х 
п ри бли ж ен и й  на основе кластерного разлож ен и я с гаран ти рован н ы м и  оценкам и  точности. Результат, 
п олученны й  в настоящ ей  работе, дает некоторую  надеж ду на полож ительны й ответ.

2. П о с т а н о в к а  з а д а ч и . Н еори ен ти рован н ы й  граф  Г представляет собой п ару  {V, Ф), в которой 
V  -  множество, элем енты  которого называю тся вершинами, а Ф -  множество парны х множеств с элем ента­
м и из V , которые называю тся ребрами, связы ваю щ ими верш ины , входящ ие в эти множества. М ножество 
Ф называется отнош ением  смежности на графе. В ерш ины  графов м ы  будем обозначать песредством букв 
латинского  алф авита х, у, z, и, v, w , а факт см еж ности пары  {х, у } , то есть ее п р и н ад леж н ости  к Ф будем 
записы вать как f  (х, у ) .

П утем Y (х , у ) с н ач альн ой  верш и н ой  х  и к о н еч ной  — у  назы вается последовательность 
{х  = х 0, х 1, . . . ,х п = у ) = Y (^ , у ) д л и н ы  п + 1, в которой им еет место f  (x j -1 ,X j ), j  = 1 ^  n. Д лину п у ­
ти  Y (x , y ) будем  обозначать посредством  |у (х , у )|. Далее, говоря о путях  н а графе, м ы  будем  всегда 
предполагать, что он и  обладаю т свойством  невозвратности , то есть Xj +1 Ф Xj -1 , j  €  1„-1  дл я  лю бой 
д ли н ы  п.

П ара {х , у } верш и н  граф а назы вается связанной , если н а  графе сущ ествует путь y (х , у ) . Если п а­
ра верш и н  связана н а Г, то м ы  будем  этот факт зап и сы вать  в виде ф (х , у ) . Б и н арн ое отн ош ен и е ф 
является, очеви д н ы м  образом , си м м етри ч н ы м . Оно такж е является реф лексивны м , если установить, 
по определению , что н а графе Г всегда сущ ествую т пути  y (х, х ) нулевой  д л и н ы  для лю бой верш и н ы  
X €  V . Н еслож но доказы вается, что отн ош ен и е ^  является тран зи ти вн ы м , то есть для лю бы х трех 
верш ин X, у, Z из ф(х, у ) и ф( у, г ) следует, что им еет место ф(х, z ) . Таким  образом, отнош ение ф является 
отношением эквивалентности. Оно разбивает все множество V  верш ин на непересекаю щ иеся множества 
эквивалентны х друг другу верш ин. Они называю тся связны м и ком понентам и графа Г. Граф называется 
связны м , если он состоит только из одной  связной компоненты .

Пусть Г — бесконечны й связн ы й  граф со м нож еством  верш и н  V  со счетной м ощ ностью . Степенью  
вер ш и н ы  X граф а будем  назы вать  число s € N, оп ределяем ое как  число  элем ентов в м нож естве 
{ у € V  : ^ (x , у ) } .

Путь {х  = х д, Х1 , ..., Хп = у ) = Y (х, у ) длины  п на графе называется несамопересекаю щ имся, если Xj  Ф Xk 
для лю бой п ары  {j , k } €  1„ U {0}, 1„ = { 1, 2,..., п } . Класс всех несам опересекаю щ ихся путей  н а  графе Г 
обозначим  посредством  G . Расстоянием  м еж ду двум я верш инам и  х  и у  на графе назы вается число

г (х , у ) = m in {|f  (х , у )1; Y (х , у ) €  G }  .

С вязны й граф Г назы вается древесны м , если на нем  все пути  являю тся несам опересекаю щ им ися.

О п р ед ел ен и е  2.1. Деревом Кэйли степени s называется древесный граф, у  которого степени всех вершин 
совпадают и равны s.



Очевидно, что дерево Кэйли полностью характеризуется указанием  степени своих верш ин, которая 
приним ает значения s > 2. При s = 2 дерево Кэйли не представляет интереса с точки зрения теории 
перколяции, так как для него Р ( с ) = 0 при с Ф 1. В этой работе м ы  будем  рассм атривать дерево Кэйли 
степени s = 3.

Пусть на графе Г, который, в соответствии со сказанным, является деревом Кэйли со степенью 3, задано 
однородное бернуллиевское случайное поле { р ( х )  е  { 0 ,1} ;х  е У }. Его распределение вероятностей 
полностью определяется условием статистической независимости всех случайных величин р ( х ), х  е  V  и 
значением вероятности ? г { р ( х )  = 1} = с е (0,1).

Каждая случайная реализация р  поля определяет подграф Г [ р] = { V ( р ), Ф ( р ))  с множеством вершин 
^ ( р ) = { х  '■ р ( х ) = 1} и определяемым наследственны м образом отнош ением  смежности. Этот подграф 
уже не является, в общем случае, связанным. Его связные компоненты W  называются к л а с т е р а м и . Пусть 
W ( p ) — класс всех кластеров графа Г ( р ). Число верш ин в кластере W , если таких верш ин конечное 
множ ество, будем  обозначать посредством  I W |. Если же это м нож ество бесконечно, то будем  писать 
I W | = то, а кластер будем  называть беско нечн ы м .

Отметим на графе Г какую-либо из вершин, которую будем  называть начальной и отмечать посред­
ством 0. Если эта верш ина принадлежит бесконечному кластеру, то будем говорить, что из этой верш ины 
имеется перколяция. Наличие перколяции из верш ины 0 эквивалентно тому, что имеется бесконечный 
несам опересекаю щ ийся путь у (0). Ф ункция Р ( с ) , о которой ш ла речь во введении, определяется как 
вероятность Р ( с ) = Р г{ 3 (у ( х ) : 1у ( х)| = то)}. Если при дан ном  значении с е (0,1) вероятность Р ( с ) того, 
что случайные реализации р  обладают перколяцией, положительна, то говорят, что при этом значении 
с имеется перколяция на графе Г. Задача состоит в том, чтобы  определить для графа Г м нож ество 
значений с, которые обладают таким свойством.

Л ем м а 2.1. В ер о я т н о ст ь  Р ( с ) п е р к о л я ц и и  на  дереве К э й л и  не з а в и с и т  о т  х  е  V .
Д о к а з а т е л ь с т в о . В виду постоянства степеней всех верш ин для графа Г и отсутствия в нем сам опе- 
ресекаю щ ихся путей  возмож но ввести следую щ ее преобразование T  трансляции. Оно определяется 
индуктивно для каждой верш ины , согласно ее расстоянию  от верш ины  0. Вы берем од н у из верш ин 
^ 1  = { c j ; J е  {1, 2,3}, см еж ны х с верш иной 0, например 6 i, и полож им  Т0 = e i. В ерш ина 6i им еет три 
см еж ны х верш ины . О бозначим  м нож ество этих верш ин посредством  (оно содерж ит вер ш и н у 0). 
Установим  каким-то образом биекцию  м нож ества R 1 на м нож ество Р '̂ . Далее, рассм отрим  м нож ество 
из ш ести верш ин, находящ ихся на расстоянии 2 от верш ины  0. Установим биекцию  этого м нож ества 
на м нож ество Р'^ верш ин, находящ ихся на расстоянии 2 от верш ины  e 1. Причем эту биекцию  мож но 
сделать так, что каждая пара вершин, смежных с верш иной ej , J е  {1, 2,3} из Р 1, перейдет в пару вершин, 
см еж ны х с образом T e j в Р '̂ . Т акую  биекцию  мож но всегда построить, так как на рассм атриваем ом  
графе -  дереве Кэйли со степенью  3 не имеется сам опересекаю щ ихся путей, и п оэтом у при выборе 
верш ин множества Р^ использую тся верш ины, которые не рассматривались на преды дущ ем  шаге.

Продолжим процесс построения, рассматривая последовательно множества Р ^  всех вершин, находя­
щихся на расстояниях т  от верш ины 0 . Они состоят, соответственно, из 3 ■ 2™-1 вершин. Эти множества 
отображ аю тся биективно, соответственно, в м нож ества Р '^  верш ин, находящ ихся на расстоянии т  от 
верш ины  e 1, , т  = 1, 2,..., п , которы е содерж ат точно такое же количество верш ин. При этом каждое 
из м нож еств Р '^  состоит из верш ин, которы е не использовались на п р ед ы дущ и х ш агах построения. 
Рассуждая по индукции, определим биекцию множества Р„+1, состоящего из 3 ■ 2" вершин, находящ ихся 
на расстоянии п + 1 от верш ины 0, на множество P ' _i_ 1, которое состоит из такого же количества вершин, 
которые находятся на расстоянии п + 1 от верш ины e1. При этом биекция может быть определена так, что 
она отображает каж дую  пару верш ин из Р„+1, см еж ны х с какой-то верш иной х  е  Р„ , в пару верш ин из 
R '^  1, смежных с верш иной Т х . Это возможно в силу того, что степень вершин графа равна 3, и того, что в 
множество Р'^+1 входят верш ины графа, которые не рассматривались на преды дущ их шагах построения.

Продолжая описанный процесс построения неограниченно, увеличивая расстояние п до верш ины 0 , 
определим  полностью  требуем ое отображ ение Т. Так вероятность ? г { р ( х ) = с } не зависит от х , то 
распределения вероятностей на графах Г и Т Г  совпадают. Поэтому вероятность перколяции из верш ины 0 
на исходном графе Г совпадает с вероятностью перколяции из верш ины  Т0 на графе ТГ. ■

3. К л а с т е р н о е  р а з л о ж е н и е . Задача о вы числении вероятности перколяции на дереве Кэйли Г со 
степенью s = 3 решается точно так, что функция Р ( с ) выражается в виде элементарной функции. В самом 
деле, представим граф Г в виде склейки трех подграфов Г̂ -, j  = 1, 2, 3 с общей верш иной 0 . М ножествами 
вершин каждого подграфа c фиксированным значением j  е  {1, 2, 3} являются Vj U {0}, где Vj -  множество 
всех вершин, до которых можно добраться из начальной верш ины 0 по пути с начальным ребром { 0 , x j ). 
Ребра подграфа Г̂- состоят из всех ребер, инцидентны х верш инам из V j .

П усть Q ( с ) -  условная вероятность того, что пересечение бесконечного кластера W , в котором 
располож ен бесконечны й путь, реализую щ ий перколяцию , с м нож еством  Vj  верш ин подграф а Г̂ -, 
конечно, при условии, что {/5(0) = 1}. Тогда, вследствие статистической независимости случайного поля 
на множествах вершин Vj  каждого из подграфов Г̂ -, j  е {1, 2,3}, вероятность Р ( с ) равна (1 -  Q 3 ( с)), так как,



в случае сущ ествования п ерколяции  с ненулевой  вероятностью  на графе Г, она долж на сущ ествовать, с 
ненулевой вероятностью, по крайней мере, на каком-нибудь из подграфов Г̂ -, j  € { 1, 2, 3} . Таким образом, 
нуж но вы числить вероятность Q ( с) .

Точно так же рассуждая, находим, что условная вероятность перколяции из верш ины  ej при условии, 
что р (e j ) = 1 равн а Q2( с) , так  как  подграф  Г̂- представляется в виде склейки  по верш и н е e j двух 
изом орф ны х ему подграфов Г̂ -,1 и Г̂ -,2, j  €  {1, 2,3}.

Так как случайное событие, состоящее в отсутствии перколяции из верш ины  ej на графе Г̂ -, склады ва­
ется из сум м ы  двух несовм естим ы х событий: { р ( e j ) = 0} и

{ р (e j ) = 1, С {3 (г (e j ) : |г (e j )| = ^ , { у (e j )} с  Vj) } } ,

то вероятность Q ( с) подчинена квадратном у уравнению

Q ( с) = 1 -  с + cQ2( с) . (1)

При с < 1/2 это уравнение имеет единственное реш ение Q ( с) = 1, удовлетворяю щ ее условию 0 < Q ( с) < 1, 
а п ри  с > 1/2, кром е этого реш ен и я, им еется ещ е одно Q ( с) = ( 1 -  с) / с, так  как  только в этом  случае 
( 1 -  с) / с < 1.

С ф ормулируем  доказанное утверж дение в виде отдельной теоремы.
Т ео р е м а  2.1. Вероятность перколяции на дереве Кэйли со степенью s = 3 имеет вид Р ( с) = с(1 -  Q ( с))3, 

гдефункция Q ( с) подчинена уравнению  (1), котороепри с > 1/2 имеет два реш ения Q ( с) = 1 и Q ( с) = ( 1 - с) / с.
О чевидно, что порогом  п ерколяции  у  рассм атриваем ой  м одели  является значение с, = 1/2. О днако 

для установления этого факта нуж но указать, что при  с > 1/2 из двух возм ож ны х реш ен и й  уравн ен и я 
(1) необходим о вы бирать ф ункцию  ( 1 -  с ) / с .Н о  для этого требую тся соображ ения, связанны е с н еп р е­
ры вностью  ф ун к ц и и  Q ( с) . О днако нас в этой  работе интересует не само реш ение, которое находится 
элем ентарны м и методами, ато , как быстро сходится к истинном у реш ению  Q ( с) уравнения (1) кластерное 
разлож ение, ф орм ируем ое посредством  вероятностны х соображ ений.

Пусть Г = {V, Ф) -  связны й граф и { р (х ) ;х  €  V } -  бернуллиевское случайное поле на V  с вероятностью 
зап о лн ен и я  верш и н  P r{p (х ) = 1} = с, х  €  V . Пусть W o -  класс всех кон еч ны х  кластеров н а графе Г, 
содерж ащ их верш ину  0. Каждой реали зац и и  случайного поля р  соответствует класс W ( p ) кластеров.

Т ак как  собы тие { р (х ) = 1} реализуется в тех случаях, когда эта вер ш и н а х  содерж ится в каком-то 
однозначно определяемом конечном  кластере W , либо она содержится в бесконечном кластере и поэтому 
сущ ествует несам опересекаю щ ийся бесконечны й  путь у  с началом  в этой  верш ине, то это собы тие 
представим о в виде дизъю нктивного  разлож ения

{ р (Х ) = 1} = ( и  {W Э X : W € W ( p )}) U {W Э X : 3(у (х ) : |г (х )| = ^ , {у (х )} С W € W ( p ) ) } .
W €W0

Следовательно, им еет место разлож ение

с = ^  Р [х ; W ] +  Р ( с) , (2)
W Эх :W €W0

где
Р [х ; W ] = P r{ W э X : W € W ( p )}

есть вероятность того, что верш и н а х  п ринад леж ит кон ечном у кластеру, которы й содерж ится в классе 
W ( p ) всех конечны х кластеров, порож даемы х случайной реализацией р . Из разлож ения (2) следует, что 
вероятность перколяции  Р ( с) представим а в виде

Р ( с) = с -  ^  Р [0; W ] . (3)
W Э0:W €W0

П редставление вероятности перколяции из верш ины  0 м ы  будем назы вать ее кластерным разложением. 
С ум м а в п равой  части  (3) заведом о сходится при  лю бом  зн ач ен и и  с, так  как Р (с) > 0. Н аш ей  целью  
является установление того, с какой скоростью  реализуется сходим ость этого ряда и тем  сам ы м  найти  
гарантированны е оценки точности аппроксим аций вероятности Р ( с) посредством его частичны х сумм.

4. П е р к о л я ц и я  н а  Г и  м а р к о в с к и е  ц е п и  с м а р к о в с к и м  и з м е л ь ч е н и е м . П ри м ен и м  для оценки  
вероятностей Р [0; W ] представления теории м арковских цепей  с м арковским  изм ельчением .

Сконструируем древесны й граф Г1' с начальной верш иной  e 1 такой, что его склейка с ребром {0, e 1} в 
этой верш ине представляет введенны й вы ш е граф Г1. Представим множество верш ин V ' графа Г1' в виде 
дизъю нктивного  разлож ения

ТО

V' = и  , ^0 = {e1}
т=0



где Vm -  множество верш ин в т-го  поколения, определяемы е индуктивно как Vm+1 = Vm X I2, 12 = {1, 2}, то 
есть Vm = 12̂  при т е  N. Верш ины множества Vm обозначим м еткам и в виде { j1, ..., jm ) последовательностей 
д л и н ы  т, в которы х е  {1, 2}, к е  {1, 2,...т }. П ричем  отн ош ен и е см еж ности н а  графе Г1' строится 
ук азан и ем  п ри  каж дом  т = 0,1, 2,... см еж ны х пар {{j1, ...,jm ), { j1, ...,jm ,jm +1)}, jm+1 е  {1, 2} для каж дой 
верш ины , описы ваем ой  последовательностью  {j 1, ...,jm ),

С опоставим  бернуллиевском у  случ ай н ом у  полю  { р ( х ) ;х  е V' }  сп ец и альн ы й  случ ай н ы й  процесс 
{Sm; т е  N+} с д и скретн ы м  врем енем  т е  N+. Он является м арковской  цепью  общ его ви д а [9] . При 
каж дом  зн ач ен и и  т состояние процесса Sm является подм нож еством  в Vm, Sm с  Vm. Т аким  образом, 
конструируем ы й случайны й  процесс обладает изм еняю щ им ся пространством  состояний.

Пусть W  -  случайное м нож ество н а  V ' такое, что W  = {х  е V ' : /5(х)  = 1}. Т огда Sm является м н о ­
ж еством  зап о лн ен н ы х  узлов  в т -м  п околении , Sm = W  П Vm. Для ф иксированного  Sm с  Vm м нож ество 
Sm X I2 с  Vm+1 содерж ит м нож ество Sm+1 зап о лн ен н ы х  верш и н  случай н ой  р еал и зац и и  W  в следую ­
щ ем  п околении . Т аким  образом , траектори ям и  случайного  процесса являю тся последовательности  
{Sa = V0, S1, S2, ..., Sm ,...), где Sm+1 с  Sm X I2. О пределим  для них операцию  проектирования p r [Sm+1] = Sm, 
т е  N+. Если н а  графе им еется перколяция, то последовательность м нож еств {S0 = V0, S1, S2, ..., Sm ,...) 
бесконечна и, наоборот, траектория случайного процесса обры вается в какой-то м ом ент времени, если 
н а случай н ой  р еал и зац и и  W  не сущ ествует какого-либо бесконечного п ути  у (e 1), то есть верш и н а e 1 
принадлеж ит конечном у кластеру.

Обозначим посредством Рт [S] вероятность события, которое состоит в том, что в м омент т  траектория 
случайного процесса будет находиться в состоянии  S с  Vm. Тогда ?г{/5( х ) = 1} = с и поэтом у Р0 [e1] = с. 
Кроме того, Р1 [S] = с '(1  -  с)2-1^1, S с  12 = V1. Т ак  как  случайное поле н а  графе Г1' бернуллиевское и 
граф Г1' древесны й, то при  т > 1 вероятности Рш [■] вы числяю тся на основе следую щ его рекуррентного 
соотнош ения

Рт+1 [S'] = ?г{5т+1 = S'} = Рт [S]с1"''(1  -  С)21"1- 1"' ' ,  (4)

где pr [S'] = S , а, в противном  случае, если м еж ду множествами S с  Vm и S ' с  Vm+1 такая связь отсутствует, 
то Рт+1 [S'] = 0. Это означает, что конструируемы й случайны й процесс с дискретны м  временем является 
марковским. Такого типа случайные процессы были введены при конструировании случайны х множеств 
фрактального типа, обладаю щ их дробной  разм ерностью  Х аусдорф а-Б езиковича (см. [10], [11]). Для 
их обозн ачен и я м ы  используем  терм и н  марковские цепи с марковским измельчением . О ни связан ы  с 
ветвящ им ися м арковским и процессам и [12] .

И спользуя уравнение связи (4), получаем , что справедливо следую щ ее утверж дение.

Т е о р е м а  4.1. Вероятность Р„(S |0 ,5 -  1,..., S„-1 ) того, что случайны й процесс {Sm е  Vm; т е  N+} 
вплот ь до м ом ент а п е  N  обладает траекторией {Sm е  Vm; т е  {0,1, ...,п  -  1}; S„ = S ), у  которой Sj Ф 0 , 
Sj с  S j-1 X 12, j  = 0 ^  п, равна

Рп (S  | 0,S1,...,S„-1) = с'^1'+1 (1 -  с)2 - '^1'с'^2'(1  -  с)2'®1'- ' ̂ 2'...с '^ '(1  -  с) 2|s»-1l- is| . (5 )

5. О ц е н к а  т о ч н о с т и  ч а с т и ч н ы х  су м м  к л а с т е р н о г о  р а з л о ж е н и я .  О бозначим  посредством  Р„ 
вероятность того, что траектория случайного процесса {Sm; т  е N +} , сопоставленного бернуллиевском у 
случ ай н ом у  полю  н а  графе Г1', к о н еч на и обры вается н а п -м  ш аге, то есть 5„+1 = 0 , S„ Ф 0 . Тогда 
вероятность Q (с) отсутствия перколяции  на графе Г1 выраж ается в виде ряда

Q (с) = 1 -  с + ^  Р„,
п=0

которы й м ож но рассм атривать как аналог кластерного разлож ения вероятности Q (с) на Г1.
При п = 0 им еем  = с(1 -  с)2. А  при  п е  N, согласно (5), -

Рп = с ^  Р„(5„ | S1,...,S„ -1) = с ^  (1 -  с)2|s» ' [ ^ с|" -̂| (1 -  с)21" -̂-1'-1" -̂1. (6)
{S1,S2,...,S„): {S1,S2,...,S„): j = 1

0ФSJ сSJ-1 Xlz, 0ФSJ сSJ-1 Xlz,
j =1^n j =1^n

Введем параметр
^ = С(1 -  c) е (0 ,1/4] .

У читывая, что |So| = 1, находим, что

( 1 -  с)2|̂ "l ]""[с |̂ '̂|( 1 -  с)2|̂ ‘̂- 1 '-|^ ■̂| = ( 1 -  с) ^ Y \  с |̂ "|( 1 -  с) 2|̂ ■̂'-| ^̂■| = ( 1 -  с)
j=1 j=1 j=1

^ |sA



Т аким  образом, из разлож ения (6) следует

Рп = с (1 -  с)2б „(^) = с (1 -  с)2 Z (7)
{S1,S2,...,S„ ): j = 1

0Ф5J CS j _1 х/г, 
j=1-n

то есть справедлива
Т ео р ем а  5.1. Вероятность Р„ того, что траектория случайного процесса { 5 „ ; т € N+}, сопоставленного 

бернуллиевскому случайном у полю на графе Г1' , и обрывается на п-м  шаге определяется формулой  (7). 
Теперь, наш ей  задачей  является получение такой оценки  для ф ункций

Qn (ч )  = X
{S1,S2,...,S„ ): ] = 1 

0Ф5 j  cS j  _1 х12,
]=1-п

которая бы п озволяла устанавливать  гарантированную  точность ап п р о к си м ац и й  для ф ун к ц и и  Q ( -ц) , 
получаем ы х на основе частичны х сум м  ряда в (7).

З ап и ш ем  вы раж ение для ф ункции  Q„+1 ( ^ ) в виде

Qn+1 ( л ) = Yj

{S1,S2,...,S„+1): j = 1 
0Ф5j cS j _1 XI2, 

j=1^n+1

. IS.! =

0#Si CI2 {S2,...,S„+1): j =2
0ФЗJ cS J- 1XI2, 

j=1^n+1

=  ̂ z  z
S1 €{{1},{2}} {S2,...,S„+1): j=2 

0 ФЗ J cSJ- 1 XI2, 
j =2̂ n+1

^\Sj\ + ^ 2 ^ .IS,-! (8)
{S2,...,S„+1 ): j =2

0Ф SJ cS J - 1XI2, 
j=2^n+1

С каж ды м  из двух слагаемых при выборе 51 = { к }, к  € {1, 2} произведем  следую щ ее преобразование. 
Т ак  как в каж дом  из н и х  происходит сум м и рован и е по наборам  {S2, ..., S„+1), у  которы х S2 c  { к } х  12 и 
Sj c  S j-1 , j  = 3 ^  п + 1 с фиксированны м  к , то в каж дой из этих сумм зам еним  переменны е суммирования 
S2 ^  51 € 12 и S j+1 ^  Sj с тем  ж е условие су м м и рован и я  0  Ф Sj c  S j-1 х  12, j  = 2 ^  п. В результате оба 
слагаем ы х первой сум м ы  в (8), соответствую щ ие к  € {1, 2}, приним аю т одинаковы й вид, и поэтом у эта 
первая сум м а равна

S1 €{{1},{2}} {S2,...,S„+1): j=2
0 ФЗJ cS J -1XI2, 

j =2^п+1

■̂\ = 2^е„  ( ^ ) . (9)
{S1,...,S„): j = 1

0ФЗJ cS J-1XI2, 
j=1-n

Р ассм отрим  вторую  сум м у в (8). Каждую  ком п он ен ту  Sj в наборах {S2 , ...,S„+1) п редставим  в виде 
дизъю нктивного  разлож ения Sj = S'  U S по правилу  SJ = {1} и SJ' = {2} и при  j  = 2, ...,п  + 1 установим  
S'  c  S'■-1 , S c  S'■'-1 . В результате рассм атриваем ая сум м а п риним ает вид

,|5/\ =

{S2,...,S„+1): j =2
0Ф5j  c Sj-1 x l2, 

j=2^n+1

z
{S2,...,S;+1):

s;={1},0ф5c s '- 1XI2,

7!"
j=2

j =2^n+1

Z
{S2',...,S"+1):

51'={2},0Ф5 " cs '/-1 х/2,
j =2

y\). (10)

j =2^n+1

После этого произведем  такое же преобразование каж дой из сумм, записанны х в скобках ф орм улы  (10), 
которое было проделано с первой сум м ой в формуле (8). После этого обе указанны е суммы совпадают и, 
в результате, вторая сум м а в этой ф ормуле приним ает вид

{S1,...,S„ ): j=1 
0Ф Sj c Sj- 1 х I2, 

j=1^n

У читы вая (9) и (11), приходим  к выводу, что справедливо следую щ ее утверж дение. 
Т е о р е м а  5.2. Ф ункции Q„ (^),  п € N  удовлетворяют следующей системе уравнений

Q„+1 (^) = 2^Q „ (^ ) + ^ 20 2 (^ ) .

(11)



На основе полученного уравнения (12), п олучим  теперь искомую  оценку для ф ункций  Q„ ( ^ ), п е  N. 
Положим, что имеет место неравенство Q„(^) < А (^ )(М ^)"-1 , п е  N  с постоянной М  > 0 и А (^) = Q1 (^) = 
(1 + ^ )2 -  1. Д окаж ем  это неравенство и н д у к ц и ей  по п е  N. Для этого построим  и н д у к ц и о н н ы й  ш аг, 
допустив, что указанное неравенство им еет место дл ф иксированного п е  N. Тогда, на основании (12) и 
сделанного допущ ения, имеем

Qn+1 ( л ) < 2г]А( ^ )(М ^)"-1 + ( п) ( М ^ ) 2("-1) = А ( ^ ) ( М ^ )" ( -2  + А (^ )^М "-2 )

У читы вая, что ^ = с(1 -  с) < 1/4, им еем  А (^) < 1/16, потребуем, чтобы  (2 + А (^)г]^М "-1) < М  при  
п е  N. Для этого достаточно, чтобы  < 1 и m ax(2 + А (^)^) = М . П олож ив ^ = 1/4, н ай д ем  зн ачен ие 
М  = 2 + (3 /2 4)2, которое удовлетворяет такж е условию  < М /4  < 1. ■

С ф ормулируем  п олученны й  результат в виде отдельного утверж дения.
Т е о р е м а  5.3. Вероятность перколяции Р ( с) бернуллиевского случайного поля { р (х ); х  е V } на дереве 

К эйли со степенью верш ин s = 3 представляется в форме Р ( с) = с(1 -  Q3 (с)), где для ф ункции Q ( с) имеет  
место сходящееся при с е  (0,1) разложение

то
е ( с ) = (1 -  с)^  Q n ,2 

п=1

в котором для вероятностей Q„ справедлива оценка Q„ < А ( ^ ) ( М ^  )" -1 , п е  N, где А  (^) = (1 + ^ ) 2 - 1  < (3 /4 )2 
и  М  = 2 + (3 /2 4)2 п р и  ^ = с(1 -  с) .

5. З а к л ю ч е н и е . Для рассм отренной в работе перколяционной м одели вероятность перколяции Р(с ) 
выражается явно в виде элементарной функции от параметра с. Эта ф ункция находится явно как «ветвь» 
одн ой  из двух ф ункций , которы е появляю тся в результате трансверсального пересечения граф иков 
аналитических функций от с е  (0,1). Это приводит к тому, что Р(с ) не является аналитической функцией, 
так как она равна в точности нулю при с е  (0 ,с ,), с, = 1/2, но не равна нулю  при с е  (с,, 1). Таким образом, 
несм отря н а  то, что каж дое слагаемое, входящ ее в кластерное разлож ен и е является п о ли н ом ом  от с, 
ап п р о к си м ац и и  для ф ун к ц и и  Р(с ) невозм ож но  строить н а  основе ряд а по степеням  с" , п е  N. О днако 
д оказан н ое в работе утверж д ение показы вает, что ап п р о к си м ац и и  вероятности  п ерколяц и и  Р (с) на 
дереве К эйли с степенью  верш ин  s = 3 м ож но строить в виде частичны х сумм кластерного разлож ения 
во всем д и ап азо н е  и зм ен ен и я  к он ц ен трац и и  с е  (0 ,1), а не только п ри  с > с,, где Р(с ) Ф 0. При этом  
каж дая частичная сум м а является п оли н ом ом  от с так, что п ри  н еогран и ченн ом  возрастании  порядка 
аппроксим ации степень полином а также возрастает неограниченно. Сущ ественно, что оценки точности 
таких  ап п р о кси м ац и й  п р о п о р ц и о н ал ьн ы  степеням  [с(1 -  с)]" , п е  N. И это происходит несм отря на 
то, что ф ун кц и я Р( с ) зависит от с не ан али ти чески  в окрестности  точки  с,, которая является ее точкой 
непреры вности , а производная Р ' ( с ) терпит в этой точке разры в.

В связи  с п о л у ч ен н ы м  результатом , возн и кает  п р и н ц и п и ал ь н ы й  вопрос. С охраняется ли  такое 
полож ение для вероятности  п ерколяц и и  на п ериодических  графах, которы е являю тся тр ад и ц и о н н ы м  
и основны м  объектом  и зу ч ен и я  в ди скретн ой  теории  перколяц и и ? В настоящ ее врем я ап ри орн ы е 
оцен ки  точности  п ри бли ж ен и й , получаем ы е на основе части чн ы х  сум м  кластерного разлож ен и я для 
периодических графов посредством так назы ваем ы х контурны х оценок для внеш них границ  конечны х 
кластеров [6]- [8] , которые дают вклад в кластерное разлож ение, не позволяю т дать однозначного ответа на 
этот вопрос. В этой связи сделаем еще одно сущ ественное, на наш  взгляд, замечание. Правая производная 
Р' ( с ) приним ает конечное значение, что является следствием указанного вы ш е факта, что Р(с ) получается 
как ветвь трансверсального и, в то же время, не ортогонального по отнош ению  другу к другу графиков 
пары  гладких функций. Но конечность производной в критической точке с, противоречит м нению  о том, 
что перколяция аналогична ф азовы м  переходам  второго рода в равновесной  статистической м еханике, 
так как для таких биф уркационны х переходов правая производная по температуре равна бесконечности 
[13] . Это противоречие, в свою очередь, указы вает н а то, что для о п и сан и я п оведен и я  ф ун к ц и и  Р(с ) в 
окрестности  точки  с, н еп р и м ен и м  подход на основе «рен орм -груп п ы » (см. по этом у поводу [14], [15], 
[16]) ти п а  р ен орм -груп п ы  К аданова, так  как  не возн и кает п он яти я  критического  ин декса парам етра 
порядка, которы м в данном  случае является ф ункция Р (с).
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