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А ннотация. Рассмотрена задача Коши для линейной  неоднородной системы диф ференциальны х уравнений 
первого порядка со случайным гауссовым возмущением и случайной неоднородностью. Построена вспомогательная 
детерм инированная линейная система дифференциальны х уравнений, содержащ ая обычную и вариационную  
производные, с детерминированны м начальным условием. Решение детерминированной задачи Коши позволяет 
получить формулу математического ожидания реш ения исходной задачи Коши. Н айдены условия существования 
периодических в среднем реш ений системы и явная формула для периодического математического ожидания. Кроме 
того, получены условия периодичности второй моментной функции реш ения и явная формула для периодической 
второй моментной функции.
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Abstract. The Cauchy problem for a first-order differential equations linear inhomogeneous system of w ith a random Gaussian 
perturbation  and random  inhom ogeneity considered. C onstructed an auxiliary deterministic differential equations linear 
system  , containing ordinary and variational derivatives, w ith  a deterministic initial condition. The determ inistic Cauchy 
problem solution allows one to obtain a formula for the solution m athematical expectation to the original Cauchy problem. 
We found periodic on the mean system solutions existence conditions and an explicit formula for the periodic mathematical 
expectation. A similar technique is used to obtain a deterministic problem  that allows finding an  explicit form ula for the 
second moment function solution to the original Cauchy problem. Second mom ent function solution periodicity conditions 
and an explicit formula for the periodic second mom ent function are also obtained.
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1. Введение. Если коэф ф ициенты  линейного диф ференциального уравнения и неоднородность явля­
ются детерм инированны м и  периодическим и  ф ункциям и, то хорош о известны  условия сущ ествования 
п ериодического  р еш ен и я  у р ав н ен и я  (наприм ер, [ , с. 90-98]). О днако, если рассм атривать л и н ей н о е 
диф ф еренциальное уравнение со случайны м и коэф ф ициентам и, проблема нахож дения периодического 
реш ен и я  становится гораздо труднее. В опросы  сущ ествования п ери од и чески х  реш ен и й  для ди ф ф е­
р ен ц и ал ьн ы х  у р ав н ен и й  со случ ай н ой  п равой  частью  бы ли  рассм отрены  в [2, с. 69-90, 238-244]. При 
этом  предполагается п редставление коэф ф ициентов в виде сум м ы  д етерм и н и рован н ой  ф ун к ц и и  и 
белого ш ум а. В работах [3, 4] п олучен ы  условия, гаран ти рую щ и е пери од и чн ость  м атем атического  
ож идания и второй м ом ентной функции реш ения скалярного линейного диф ференциального уравнения 
первого п орядка со случ ай н ы м  коэф ф и ц и ен том  и случай н ой  неоднородностью . В у к азан н ы х  работах

© Кабанцова Л. Ю., 2025

mailto:dlju@yandex.ru
http://orcid.org/0000-0003-4479-1062
mailto:dlju@yandex.ru


предполагается, что коэф ф ициент уравнения является гауссовы м случайны м  процессом или им еет рав­
номерное распределение, при этом коэф ф ициент уравнения и неоднородность являю тся статистически 
независим ы м и.

Определение 1.1. Решение дифференциального уравнения со случайными коэффициентами называется 
периодическим в среднем [2, с. 70], если его математическое ожидание является периодической функцией.

В работах [5, 6] приведены  условия сущ ествования периодического в среднем  р еш ен и я скалярного 
ли н ей н ого  уравнения теплопроводности  со случ ай н ы м и  коэф ф ициентам и, коэф ф ициенты  уравнения 
предполагаю тся статистически н езависимы м и гауссовыми процессами. В статье [ ] рассмотрены условиях 
сущ ествования п ериодического  в среднем  р еш ен и я  векторного ли н ей н ого  у р ав н ен и я  со случай н ы м  
коэф ф ициентом  е( t ) и случайной  неоднородностью  /  вида

X' =  А х  + £ (t  ) х  + /  ( f ),

коэф ф ициент £( t ) предполагается гауссовым случайны м  процессом или им еет равномерное распределе­
ние и не зависит от векторного случайного процесса / .

2. П остановка задачи. Пусть Т =  [to, ^ ]  с  R, где R -  вещ ественное м нож ество, X  -  банахово 
пространство с норм ой  У ■ Ух.

Рассмотрим  задачу Кош и для векторного линейного  диф ф еренциального уравнения

X' =  £ ( t , a ) A x  + /  ( t , a ) ,  (1)

^  (to) =  xo, (2)

где £( t , a )  -  случ ай н ы й  процесс (при д ал ьн ей ш и х  записях  зависим ость от случайного  собы тия о  
отражаться не будет), ф ункция х  : Т ̂  X  искомое отображ ение, А  -  л и н ей н ы й  ограниченны й оператор,
действую щ ий в X,  f  : Т ^  X  -  векторны й случайны й  процесс, х 0 € X  -  задан н ы й  случайны й  вектор.

Уравнение (1) носит название м ультипликативно возм ущ енное случайны м  ш ум ом  линейное диф ф е­
ренциальное уравнение.

Будем  предполагать, что процессы  е и /  являю тся независим ы м и и заданы  своим и характеристиче­
ским и ф ункционалам и

(и) =  Е [ e x p ( ^  £(s) и (s) ds)],

f f  (v) = E [ e x p ( ^  < f  (s) ,v(s)  > ds)],

где < f  (s), V(s) > ^ 2  f i ( s) vi ( s) -  скалярное произведение. Символ E обозначает математическое ожидание, 
;=1

вы числяем ое по ф ун кц и и  расп ред елен и я случ ай н ы х процессов е( t ) и f  ( t ) соответственно, ф ун кц и я и 
из пространства сум м ируем ы х ф ункций  L 1 (Т, R), v -  векторная сум м ируем ая ф ункция из пространства 
Li ( Т , Х ).

Целью настоящ ей работы  является нахож дение условий сущ ествования периодических в среднем и 
периодических вторы х м ом ентны х ф ункций  р еш ен и й  задачи  К ош и (1), (2) и получение явны х формул 
для периодического математического ож идания и второй м ом ентной  ф ункции реш ения задачи  (1), (2).

3. Переход к детерминированной задаче. В дальнейш ей работе понадобится понятие вариационной 
п роизводной  [8] . Н апом ним  её определение 

О пределение 3.1. Если

f  (v + h) -  f  ( v) = j  f  ( t , v )h ( t ) dt  + 0 (h),

где 0 (h) -  бесконечно малая высшего порядка относительно h и интеграл (Лебега) является линейным огра­
ниченным функционалом по переменной h, тогда отображение f  : R х  L 1 (R) ^  C называется вариационной

8 'ф (v)
производной функционала f  в точке v и обозначается  П одробно техн и ка  ди ф ф ерен ц и рован и я

0V ( t )
излож ена в [8] .

Введем в рассм отрение обозначение

W = exp(i j  (£( s)u( s)+ < f  ( s ) ,v (s ) >)ds)

T

и вспомогательное отображ ение, построенное на его основе w  и отображ ения х

у ( t , u , v ) = Е [х (t  )w ].



Легко заметить, что
у (t, 0, 0) = Е [ х ( t )]. (3)

У м нож им  уравн ен и е (1) и начальное условие (2) н а  w и усредн и м  по ф ун кц и ям  расп ред елен и я е, / ,  х 0. 
П олучим

Е [ ̂ w ]  = Е [е ( t )A x  (t)w] + Е [ /  ( t  )w], (4)

Е [ х (to)w] = Е [xow]. (5)

И спользуем  введенное отображ ение у (t, и, v) и соотнош ения

ду( t , и, у ) = ^  
dt =

Spy ( t , u, v ) =
8и ( t ) = ^

8(рf  (v)

5а ( t )

^  e x p ( ^  (е (s) и (s)+ < f  ( s ) ,v (s ) >)ds)

T

; ( f ) x ( t ) e x p ( ^ y  (e ( s)u( s)+ < f  ( s ) ,v (s ) >)ds)

T

f  ( t ) e x p ( ^  < f  ( s) ,v (s ) > ds)

5p у(t,u,v) ... ro Aiгде (̂ )-------частная вариационная производная по п ерем енной  и [8, с. 14].
С учетом предполож ения о независимости случайны х процессов е и /  равенство (4) мож но записать 

следую щ им  образом
ду ( t , u , v ) , 8ру ( t , u, v )  ̂ 8f f  (v )

= - ' ^  8и (f) -  (" ) . (6)

Если считать, что случайны й  вектор х 0 не зависит от е и f ,  то равенство (5) м ож но переписать в виде

у (to, и, V) = Е[хо]^^(и) f f  (v). (7)

Т аким  образом , бы ло ф орм ально получено д етерм и н и рован н ое д и ф ф ерен ц и альн ое уравн ен и е (6) 
первого порядка с обы чной  и вари ац и он н ой  п рои звод н ы м и  и детерм инированное начальное условие 
для этого уравнения (7).

Решением задачи  (6), (7) назы вается отображ ение у : Т  х  Lj (Т, R) х  Lj ( Т , Х ) ^  X,  удовлетворяю щ ее 
почти всюду уравнению  (6) и начальном у  условию  (7).

Задача (6), (7) бы ла п олучен а  ф орм ально, однако равенство (3) дает возм ож ность сф орм улировать 
следую щ ее определение:

О п р е д е л е н и е  3.2. Математическим ожиданием Е [ х ( t )] решения задачи  (1), (2) называется функция  
у (t, 0,0), где у (t, и, v ) является решением задачи  (6), (7).

4. О п е р а то р  U(s, t ) и  его  св о й ств а . Рассмотрим функцию  перем енной т х (s, t, т), равную  sign(т -  s), 
п ри  г, п ри н ад леж ащ ем  отрезку с к о н ц ам и  t, s, и равную  нулю  в п роти вном  случае, I  -  ед и н и ч н ы й  
оператор в пространстве X.  Зам етим , что ф ун кц и я х  обладает свойством  х (s, fi + t^) = х(^,  ) + X(^, ^г) 
при  всех ti, t2 е  R.

П остроим  оп ераторн озн ачн ую  ф ункцию  н а  основе заданного  ф ун кц и он ала  [9, 10, 11] . Пусть f  : 
Li (Т, R) ^  C -ан ал и ти ч еск и й  ф ункционал

f  (и) = ^  /  . . ^  Ск ( s i , . . . , s k  )и (si) . . . и  (sk )dsi . . . d s k ,
k=0 i  i

где ck -  си м м етри ч н ы е по лю бы м  двум  п ер ем ен н ы м  ф ункции . Тогда м ож но определить  м атри ч н ое 
отображ ение f  ( u l ), где I  -  ед и н и чн ы й  оператор, как f  (u l ) = f  (u)I.

Н а м нож естве ан али ти чески х  операторны х ф ун к ц и й  задади м  оператор U ( s , t ) по следую щ ем у 
правилу:

и  ( s , t ) f  ( u l ) = /" . . .  f  Ck ( s i , . . . , s k  ) (u  (si)I  -  i x  ( s i , t  ) A ) . . .  (u (sk ) I  -  i x  (sk, t  )A)dsi  . . . d s k .
k=0 (  i

Эту сум м у будем обозначать f  (ul  -  ix(s,  t ) A ) .
Т аким  образом,

и (s, t ) f  (u l ) = f  (u l  -  ix(s,  t ) A ) .

Свойства оператора U(s, t ) подробно изучены  в работах [9, 10] . П еречислим  его свойства:



1. и ( to , to) f (ul )  = f ( u l )  = f ( u ) I ,

2. U(t ,T ) U ( t, s) = U ( t , s ),

3. A U ( t , s ) = U(t ,s)A,

4. U(t  + T,s) = U (t , s ) U ( t  + T, t),

5. U ( t , s ) [ a ^ i ( u l ) + (u l )] = a U ( t , s ) ^ i ( u l ) + f i U ( t , s ) f z ( u l ), где a, f i  € C,

6. U(to,t)  = U - 1  (t,to),

7. U ( t , s ) ^ ( u l )  = U ( t , s ) .

Рассмотрим характеристический функционал гауссова случайного процесса £, он имеет вид [8, с. 206]

(и) = exp ^  Е [£ (s )]и (s )ds -  j "  b (si ,sz)u (si)u (sz)dsids2

\  R R R

(8)

где E [e(s)] -  м атем атическое ож идание, b (s i , s 2) =  E [e(s i )e(sz )] -  E [e(s i ) ]£ [e (sz)] -  ковари ац и он н ая  
ф ункция случайного процесса £.

Лемма 4.1. Если (и) имеет вид (8) и при этом Е [е (s)] -  а-периодическая функция,  Ь (si,sz) -  а  - 
периодическая функция по обеим переменным, то

1. и  (o, t  + а  ) f e  ( u l ) = и  (o, t )U (o, a  ) f e  (u l ) = и  (o, a  )U (o, t ) f e  (u l ),

2. и  (t  + a,  o) fe  ( u l ) = и  (t, o)U (a,  o) fe  (u l ) = и  (a,  o)U (t, o) fe  (u l ) .

Доказательство. Докажем первое свойство. Отметим, что ковариационная ф ункция Ь(s i , sz ) сим м етрична 
по двум  своим перем енны м , прим еняя теорем у Фубини, приходим  к следую щ ем у результату:

/ t t+й}

и  (o, t  + а  ) f e  (u l ) = f e  (ul  -  i x  (o, t + a  )A) = exp ^  E [e (s )]u (s )d s l+j E  [e (s ) ]dsA+j  E [e (s ) ] d sA -

\  R o t
t t+0J

-  Z j  jb ( s i , s z ) u ( s i )u ( s z ) d s id sz l  + ^  j  b(s i , sz)u(s i )dsidszA + ^  j  b(si , sz)u(si)dsidszA+

R R R o R t
t t t t t t  t +^t ^

+ b(si , sz)dsidszAZ + J  b(si ,Sz)dsidszAZ + Z j  j b ( s i ,  Sz)dsidszAZ + J  b(si ,Sz)dsidszAz

o o o t t o t t /

О тм етим , что если ф ун кц и я а(■) -  а -п ери од ич еская  п ри  лю бом  t € R, то справедливо следую щ ее 
равенство:

t ^

J  а (s)ds = J  а (s)ds.

t o

С учетом  предполож ения лем м ы  о о -периодичности  Е [е(s)] и Ь(si, Sz) приходим  к следую щ ему резуль­
тату:

и (o, t + ^ ( ul ) = exp

t

[е (s )]и (s ) d s l + j E  [e (s ) ] d s A + j E  [e (s ) ]d sA -

j b  (si ,sz)u (si)u (sz)dsidszl  + ^ j  b (si ,sz)u (si)dsidszA + ^ j  b (si ,sz)u (si)dsidszA+

R o R o

+ b (si ,Sz)dsidszAZ + j "  b (si ,Sz)dsidszAz + 2 j  j  b (si ,Sz)dsidszAz + Z j  j  b (si ,Sz)dsidszA

o o o o o o o o



С другой стороны, 

и (0, t ) и (0, а ) f  , (ul) = f  , (u l  -  i x (0, t )A  -  i x (0, a )A) = U (0, a ) U (0, t ) f  , (ul)  =
/ CO t

^ E [e(s) ]u ( s )ds l+j E [e(s)]dsA^ J E [e(s)]dsA  - j " b ( s 1, s2)u(s 1)u(s2)ds1ds2l += exp i , b2)u (bi)u (b2)abiab2-
\  R 0 0 R R

t CO t t

+ ^ (^1, ^2 )^  (^i )dsids2A  + ^  j  b (s i , s2)u (si )dsids2A  + J  b (sj, S2)dsids2A^+
10 R 0 0 0

t CO CO t CO CO

+ 2 j j  ъ (si,S2)dsids2A 2 + J  Ъ (si,S2)dsids2A 2 + 2 j  j  Ъ (si,S2)dsids2A 2

0 0 0 0 0

П оследнее вы раж ение полностью  совпадает с вы раж ением , полученны м  ранее для U (0 , t  + а ) f ^ ( u l ). Их 
совпадение говорит о справедливости первой формулы леммы . Вторая формула доказывается аналогично.

5. М атематическое ож идание реш ения задачи (1), (2). Формула для математического ож идания и 
см еш анны х м ом ентны х функций получена в работе [9, 11] для случая, когда случайны й коэф ф ициент е 
задан гауссовым характеристическим ф ункционалом  и может быть статистически зависим  с случайны м 
процессом  / .

По наш ем у предполож ению  процессы  е и /  независим ы , тогда справедлива следую щ ая теорема 
Теорема 5.1. Если процессы е и f  независимы и е -  гауссов процесс с характеристическим функционалом 

(8), кроме того существуют вариационные производные и , тогда решение задачи  (6),
(7) имеет вид

t

’)) = и  (t0, t ) f ,  ( u l ) f f  (v)E [ х а ] -  i I U ( s , t ) f ,  (ul)  =
r

у ( t ,u , v)  = и (t0, t ) f , ( u l ) f f  (v)E[X0] -  i U (s , t ) f , (u l ) -
Sv (s)

t
f  S f  f  ( v)

= f ,  (u l  -  i x  ( t0, t ) A ) f f  (v )E [X0] -  у  f s  (u l  -  i x  (s , t )A)  ~ ^ - ( ^  ds. (9)

t„

Доказательство. Легко убедиться, что формула (9) удовлетворяет начальном у условию (7). Покажем, что 
она определяет реш ен и е уравнения (6). Для этого найдем  ) от форм улы  (9)

) = (ul  -  i x  ( t0, t ) A ) f f  (v )E [X0] -  j  f ,  (u l  -  i x  ( s , t )A)  ds =

(u l -  i x  ( t0, t )A )  ̂ ^   ̂ (v ) f  (u l -  i x  (s, t )A ) S f f  (v )

= (’ )^  '*•>-  ('“ ) -  ̂ ----------гш Т)----------
tQ

Spy (t,U,V )
и вариационную  производную  ( )̂—

t
5рУ (t,U,V) ^  , S f e  (ul)  ̂  ̂ . Г  . S f e  (ul) S f f  ( v)

S u ( ,)  = " ( ' "- ' ) ( ° )" ’ ■ ( ' - ‘ ) Su( t)  S ,(^ )
t0

s, ds =

t
, ( u l  -  i x ( t 0, t ) A ) ^  . f  S f ,  (u l  -  i x ( s , t ) A )  S f f  (v )

(" )^  Ч  — ^ (—Su ( t )

Тогда нетрудно увидеть, что

d y ( t , u , v ) , Sp y( t ,u , v ) S f f ( v )
-= - i A — z— —  -  i f  с (ul  ( —z— .

dt Su (t) Sv (t)

Следовательно, у (t, и, v ), определяем ая ф орм улой (9), является реш ен и ем  уравнения (6).
Замечание 5.1. С подробны м  обоснованием  теорем ы  5.1 м ож но ознаком иться в статье [9, 11] .



Теорема 5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, тогда математическое ожидание решения задачи 
(1), (2) определяется формулой

г

Е [ х (f)] = ( - i x ( t o , t ) A ) E [ x o ] ^  f e ( - i x ( s , t ) A ) E [ f ( s ) ] d s (10)

или с учетом вида функционала (и) (8) получаем

Е [х ( t )] = exp У  Е [е(s)]dsA + j " b ( s i , sz)dsi dszA z

\to to to

E [xo] +

exp  j y  E[e(T)]drA + z j I " Ъ(si, Sz)dsidszAz'[ E [ f  (s)]ds.  (11)

Доказательство. В силу оп ред елен и я  Е [ х (f)] = у (t, o, o ) . П олагая в равенстве (9) и = o, v = o, так  как 

f f  (o) = i, а = iE [ f  (s)] [8, с. 30], получаем  форм улы  (10) и (11).

6. Сущ ествование периодических реш ений уравнения (6).
Теорема 6.1. Пусть выполнено условие леммы 4.1, кроме того есть а-периодическая функция и

определен оператор ( U (а,  o) - 1 ) -1, тогда

у (t, и, V) = - iU(o ,  t ) (U (a ,  o) -  I) o ) f e  (Ul)
S f f ( v )

5v (s)
ds (12)

является a -периодическим решением уравнения  (6).
Доказательство. О тм етим , что в случае а -п ери од ич н ости  ф ун к ц и и  у ( t , u , v ) по п ерем ен н ой  t , всегда 
справедливо равенство у (а,  и, v ) = у (o, и, v). Запиш ем  это равенство для у (t, и, v ), определяемого формулой 
(9), при  условии, что to = o.

f e  ( u l ) f f  (v )E [Xo] = и  (o ,a ) ^e  ( u l ) f f  (v )E [Xo] -  ^  U ( s ,a )^ e  (u l )

o

П реобразуем  полученное равенство

S f f  (v )
( u l ) ^ '  ' ds. 

Sv (s)

U ( o , a ) ( U ( a ,  o ) -  I ) ^ , ( u l ) f f  ( v )E [xo] = - ^  U ( s , a ) ^ , ( u l )
S f f ( v )  

Sv (s)
ds.

По условию теоремы существует оператор ( U (а,  o) - 1) 1, что позволяет из последнего равенства получить 
уравнение для нахож дения начального условия (7)

S f f  ( у) 
Sv (s)

f , ( u l ) f f  ( v )E [xo] = - i ( U ( a ,  o) -  I ) - ^  U(s, o ) f , ( u l )

o

П одстановим  найденное вы раж ение в ф орм улу (9) в случае to = o

t

у  ( t , u , v ) = - i U  (o , t ) (U  (a,  o ) -  I ) - 1 f  U (s, o ) ^ ,  (ul) -  i f u  ( s , t ) f ,  (ul)
J  Sv (s) J

ds.

= - iU(o ,  t)(U(a:, o ) -  I)~

Sv (s)

/ Sw f  (v) r  Srn f  (v)
U (s, o ) f ,  (ul)  , ds + U (a,  o)U (s, o ) f ,  (ul) Z ,  , ds -

Sv (s) J

S f f  (v) 
Sv (s)

ds =

Sv (s)

T

^  U(s, o ) f , ( u l )  ds
Sv (s)

= - iU(o ,  t ) (U ( a ,  o ) - 1 )~

CO

J  и (s, o ) f , ( u l )
S f f i v )  

Sv (s)
ds+

T

+1
+ i U (со, o)U(s, o ) f , ( u l )

S f f  (v) 

Sv (s)
ds

t t

+



Преобразуем второй интеграл с учетом лем м ы  4.1 и предполож ения теоремы о ы -периодичности по t
, S^f (а)
ф ун к д ии

f u  (a,  0)U (s, 0 ) f ,  (ul)  ds = f  U (s + a,  0 ) f ,  (ul) '
J  ov (s) J Sv (s)

t +O

= f  U(Si, 0) f , ( u l )   ̂ dsi = f  U(Si, 0) f , ( u l ) d s i .
J  Sv (si -  a ) J  Sv(si)
O

П одставляя п олучен н ы й  результат в ф орм улу для у (t, и, v ) и объединяя интегралы , получаем  ф орм улу 
(12).

Осталось установить, что у (t, и, v ), определяемая формулой (12), является а -периодической функцией 
перем енной  t. В ы числим  у (t  + ы, и, v )

t

у (t + а,  и, V) = - i U (0, t + а ) ( U (а,  0) -  I ) - ^  U(s, 0) f , ( u l )
S f f  (v)

Sv (s)
t +OJ

t +O

ds = |si = s -  w| =

= - i U (0, t ) U ( 0, a ) ( U ( a ,  0) -  I ) - ^  U(si  + a,  0) f , ( u l d s i  =
Sv (Si + a )

t
t+CO

1 f  S f  f  (v)
= - i U ( 0 , t ) ( U ( a ,  0 ) -  I ) - i U ( 0 , a ) U(a ,  0)U(si,  0) f , (ul ) -^r^-^-^dsi  =

J  Sv (si)

t +O

= - i U  (0, t  ) (U  (a,  0) -  I ) - ^  U (Si, 0 ) f ,  (ul)  }̂( ^] dSi = у ( t , u , v ).

t
Sv (si)

7. П е р и о д и ч е с к и е  в ср ед н ем  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1).
Т ео р е м а  7.1. Пусть выполнены условия теоремы 6.1, тогда периодическое в среднем решение уравнения  

(1) представимо в виде

t +O

Е [ х ( t )] = и (0, t ) ( U (а,  0) -  I ) - ^  f , ( i x (0, s) А ) Е [ f  (s)]ds. (13)

X ( t )] = у (t, 0, 0) является w-периодической 

= i E [ f  (s)], получаем  ф орм улу (13).

Д о к азател ь ств о . В силу теоремы 6.1 математическое ож идание Е

ф ункцией. Полагая в ф орм уле (12) и = 0 и v = 0, и так как

З а м е ч а н и е  7.1. П олученная ф орм ула (13) им еет оди н  сущ ествен н ы й  недостаток, это трудность 
вы числения оператора ( U (а,  0) -  I ) - i .

Н айдем  другую  форм у представления периодического в среднем  реш ения уравнения (1).
Т е о р е м а  7.2. Пусть справедливы условия лемм ы 4.1, существует оператор ( U (а,  0) - 1) - i , м ат е м а­

тическое ожидание Е [ f  ( t )] является а-периодическим,  кроме того выполнено условие ( - ‘X ( ^ ,  0)А) Ф I, 
тогда периодическое в среднем решения уравнения  (1) задается формулой

t +O

Е [ х ( t )] = ( f , ( - i x (а,  0)А) -  I ) - ^  f , ( - i x ( s ,  t ) A ) E [ f  (s)]ds.
t

Д о к а за т е л ь с т в о . На основании  ф орм улы  (12) м атем атическое ож идание Е [ х ( t )] им еет вид

t+O \

Е [ х ( t )] = ^ i U ( 0, t ) ( U ( a ,  0) -  I ) - ^  U(s, 0) f , ( u l ) d s

\ и = 0
V = 0

Зам етим , что

u=0 ■(U(a,  0) -  I ) - i f , ( u l )  = ( f , ( - i x ( ^ ,  0)A) -  I ) - i f , ( u l )

О сновы ваясь н а  лем м е 4.1, м ож но утверж дать, что операторы  ( U (а,  0) -  I ) - i  и U(s,  0) перестановочны . 
Тогда

и ( 0 , t ) ( U (а,  0 ) -  I ) - i U(s, 0 ) f , ( u l )[=„ = ( f , ( - i x ( a ,  0 ) A ) -  I ) - i f , ( - i x ( s , t )A),



что и приводит к необходим ом у результату.
Теорема 7.3. Если справедливы условия теоремы 5.2 и f c ( - i x (ы, o)A) = I, тогда для существования  

а-периодического математического ожидания решения уравнения  (1) необходимо выполнение условия

f e ( - i x ( s ,  o ) A ) E [ f  (s)]ds = o. (14)

Доказательство. Пусть E [ x ( t )] a  -  пери од и ческая  ф ункция. Т огда справедливо  Е [ х (o)] = Е [ х ( а )]. 
Зап и ш ем  данное равенство, основы ваясь на ф орм уле (10) в предполож ении , что to = о

o

f e  ( - i x ( ^ ,  o)A)E [ x o ] ^  f e  ( - i x ( s ,  o)A)E [ f  (s )]ds = E [xo].

Отсюда легко сделать вы вод о справедливости  теоремы.
И спользуя вид ф ункционала (и),  н апом ним , что он определяет характеристический  ф ункционал 

гауссова случайного процесса е (8), м ы  м ож ем  получить уточнённы е версии теорем  7.2 и 7.3.
Теорема7.4. Пусть Е [е (s )] ,Е [ f  (s)] -  w -периодические функции по $,а Ь ( t , s ) -  а-периодическая по обоим 

переменным. Кроме того, существует оператор ( U (а,  o) -  I ) -1 и оператор

- /  Е [е (r)]dTA + и  /  Ъ (si, Sz)dsidszA^ не имеет собственных значений вида znik,  к  € Z, тогда

Е [X(t)] = e x p ( - J Е [£(T)]dTA + J b ( s i ,  Sz)dsidszAz) -  I

j  exp j E [£(T)]dTA + 1  j  j Ъ(si ,Sz)dsidszAz E [ f  (s )]ds

является a -периодическим математическим ожиданием решения уравнения  (1).
Доказательство. О тм етим , что требование отсутствия в спектре оператора

CO CO O
-  J E [e(r)']dTA + ̂  J Ъ(si, Sz)dsidszAz собственны х зн ач ен и й  вида z^ ik ,  к  € Z, равносильно вы полнению

o o o
условия теорем ы  7.2 ( - i x ( a ,  o)A) Ф I  с учетом  вида характеристического ф ун кц и он ала (8). У бедимся 
непосредственно в а -периодичности  Е [ х ( t )]. В ы пиш ем  Е [ х (t  + а )]

Е [х (t  + а )] =

X

e x p ( ^ £ [^(T)]dTA + j Ъ(si ,Sz)dsidszAz) -  I
\ o o o

t+zo f t +o
1 r r

I I и

t +ot+o

j  exp j  E [£(T)]dTA + 1  j  j  Ъ(si ,Sz)dsidszAz

S S

e x p ( ^  J E [ e ( T ) ] d r A  + J b ( s i ,  Sz)dsidszA^) -  I

\ o

t+Ot+O

+ j b (Si, Sz)dsidszA

o o

E [ f  (s )]ds = |s = ^  + a  I =

t+O t +O

/  exp j  E [£(T)]drA+
/ t

E [ f  ( ^  + ^  ) ]d ^ = " x p ( ^  E [£ (T)]dTA + 1  j  j  Ъ (si ,Sz)dsidszAz) -  I
o o o

t+O t t t

X I  exp J  E [e(T)]drA + 1  j  j Ъ(si ,Sz)dsidszA

- i

X

t

л 2 E [f  ( ^) ]d^ = E[X( t)].

Пусть теперь не вы п олн ен о  условие теорем ы  7.4, т. е. спектр оператора Е[е(T)]drA+
o

CO o
+^ ^ (s1, s z)ds1dsz^  содерж ит хотя бы одно собственное зн ач ен и е ви д а z ^ i k , k  € Z, тогда справед-

oo
ливо

exp Е [е (T)]drA + 1  j  j  b (si,sz )dsidszAz

\ o

= I.

i

X

X

iO OO

X

O

O OO



Согласно теорем е 7.3, если сущ ествует ы-периодическое м атем атическое ож идание Е [ х ( t )], то долж но 
вы полняться условие (14). В наш ем  случае

exp 1 ^  Е [£ (T) ]drA+ 2 j  j  Ъ (Si, S2)dSids2A^ Е [ f  (s )]ds = 0.

Выясним, сущ ествует ли  при вы полнении  условия (15) а -периодическое м атем атическое ож идание 
Е[X( t )].

Л е м м а  7.1. Пус ть f  (t, s) -  а-периодическая функция по s и t, А  -  линейный ограниченный оператор.
t

Тогда и н т е г р а ф  f  ( t , s )ds  является а-периодической функцией по t тогда и только тогда, когда выполнено
а

O t
у с л о в и ^  f ( t , s ) d s  = 0 длялюбого t е  [0 ,^ ) . Кроме того, функция e x p ^  f ( t , s ) d s A )  является а-периодической

по t тогда и только тогда, когда выполнено условие exp / /  ( t , s  )dsA = I  для любого t е  [0, а ).

Д о к а за т е л ь с т в о . С праведливость первого утверж дения лем м ы  следует из равенства

t+O t t +O t O

j  f  ( t ,s )ds = j  f  ( t ,s )ds + j  f  ( t ,s)ds = j  f  ( t , s )ds  + j  f  ( t ,s)ds.

Второе утверж дение показы вается аналогично.
Т ео р ем а  7.5. Если выполнено условие (15) и Е [ f  (s)] = 0, то для существования ненулевого а  - периодиче­

ского в среднем решения уравнения  (1) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

O O

e x p ( ^  Е [е (T)]dTA) = I, j  Ъ (t, T)dr = 0. (16)

Если условия  (16) выполняются, и кроме того выполнено условие при всех t е  [0, а )

O / и и и и t

j  exp У  Е [£(T)]dTA + 2 j  j b ( s i ,  S2)dsids2A 2 + j  j Ъ(si,S2)dsids2A E [ f  (s )]ds = 0, (17)

то все решения уравнения  (1) являются а-периодическими в среднем и Е [ х ( t )] имеет вид

Е [X(t)] =

т т т

exp(j  Е [е (T)]drA + J  Ъ (si,S2)dsids2A 2)E [х0]

I  exp J  E [e (T)]drA+ J  b (si,S2)dsids2A ‘
,0 \  s s s

E [ f  (s ) ] ^ ^ .  (18)

Д о к а за те л ь с тв о . Пусть E [ f  (s)] = 0. П редположим, что уравнение (1) им еет w-периодическое в среднем 
реш ен и е Е [ х ( t )] Ф 0. Формула (10) для случая = 0 п риним ает вид

t t t

Е [ х (f)] = e x p ^ Е [£(T)]drA + ̂  J  J  Ъ(si, S2)dsids2A 2) E [xи],

0 0 0

t+O t+Ot +O

E [x( t  + w)] = e x p ^  E [£(T)]drA + 2  j  j  b(si, S2)dsids2A 2) E [х0] =

t t +O
2= exp^  E [£(s)]A ^  b ( s i , s)ds iA2 + 2  j  b ( s i , s )ds iA2 ds )E [x ( t )].

+

+

a



У читы вая пред п олож ен и е о сущ ествовании  ы -периодического  в среднем  р еш ен и я  
Е [ х ( t )] = Е [ х (t  + а )], получаем

t t+O

e x p ( j  Е [£(s)]А ^ Ь (si , s)ds iAz + 1  j Ъ(si,i ,s  )ds iAz ds) = I.

П родиф ф еренцируем  полученное равенство по t, им еем

Т +O I l+O

e x p ( j  Е [е(s) ] А ^  Ъ(s i ,s )ds iAz + 1  j  Ъ( s i ,s )ds iAz \ds M E [e( t  + a )]A  -  E [e( t )]A  +

t +O

+J * ^ (^1,  ̂ ^ ) d ^ i ^  ^  J * ^ (^1, ^ ) ^ ^ i ^  + ^  J ^ (^1,  ̂ ^ J ^ (^1, f) d s i ^  + J  b(t, s ) d s ^ +

t +O

+ 1  j  Ъ(t + a,  s)dsAz -  1  j  Ъ(t, s)dsAz \ = Ф.I = ,

У читы вая п ред п олож ен и я о п ери од и чн ости  Е[е(s)] и Ь( t , s ), получаем  условие У* Ь(t ,s )ds  = o, что
t

CO CO CO
эквивалентно тр е б о в ан и е  У b(t, s)ds = o. Тогда очевидно, чт^ ^  f  b(t, s)dtds = o. С учетом  этого условие

(15) приним ает вид
O

( -  O
e x p ( -  Е [е (T)]drA) = I.

Т аким  образом, условия (16) получены  и необходим ость доказана.
Покажем достаточность условий (16) для сущ ествования а -периодического в среднем реш ения урав­

нения (1) в случае Е [ f  (s)] = o. Из равенства (10) легко получить представление (18) для математического 
ож идания задачи (1), (2). Из равенств (16) с прим енением  лем м ы  7.1 мож но установить а -периодичность 
первого слагаемого для Е [ х (f)] в ф орм уле (18), записанного  в квадратны х скобках. С ледовательно, при  
Е [ f  (s)] = o из услови й  (16) вы текает а -п ери од ичн ость  м атем атического  ож и д ан и я Е [ х (f)] р еш ен и я  
задачи  (1), (2).

Осталось доказать  вторую  часть теорем ы  для случая Е [ f  (s)] Ф o. Для этого достаточно установить, 
что вы полнение условий  (16) и (17) приведет к ^ -периодичности  второго слагаемого в вы раж ении  (18), 
записанного  в ф игурны х скобках.

П ерепиш ем  функцию , стоящ ую  в ф игурны х скобках из вы раж ения (18) следую щ им  образом

t ! o t o o o t

J  exp J E [e(T)]dTA + j E [e(T)]dTA+ J b ( s i ,  s z ) d s i d s z ^  + j  J b ( s i , S z ) d s i d s z A z+
o \ s o s s s o

/ t t t \
л2+ -  

2
sz)ds1 dszA ‘ E [ f  (s )]ds = exp

\o
o o

У  E [£ (T)]drA + j  b (si ,Sz)dsidszA‘

o o  
o t

J  exp J E [£(T)]drA + j b ( s i , S z ) d s i d s z A z ^  j b ( s i ,  Sz)dsidszA‘

o \ s s s s o

E [ f  (s ) ]ds.

Т огда из услови й  (16) и (17) н а  основании  л ем м ы  7.1 делаем  вы вод о а -п ери од ич н ости  последнего 
вы раж ения.

8. Вторая моментная ф ункция реш ен ия уравнения (1). Н айдем  вторую  м ом ентную  ф ункцию  
р еш ен и я  задачи  (1), (2) в тех ж е п редполож ениях, т. е. будем  считать процессы  е и /  н езави си м ы м и  и 
заданны м и  характеристическими ф ункционалам и (и) и f f  (v), а случайны й вектор x o независим ы м  от 
£ и f .

У м нож им  уравнение (1) на х ^ ( r )w  и возьм ем  м атем атическое ож идание полученного равенства

Е [ х ^ ( t) w ] = Е [£( t ) А х ( t ) х ^ ( t) w ] + Е [ f  ( t ) х ^ ( t) w ].

X

o



Введем обозначение
f  ( t ,T ,u , v ) = E [x (t  ) x^  (t) w ] .

Тогда уравнение (19) ф орм ально м ож но переписать в виде

( t ,T ,u , v ) ^  , ^ 5р ̂  ( t , T, u, v ) 5ру (т, и, у ) (20)

dt - Su (t)  ̂ Sv (t) .

Умножим начальное условие (2) на (10 )w  и вы числим  математическое ож идание полученного равенства 
с учетом  предполож ения

Е [ х ( tи )x^ (10) ^ ]  =Е[Х0 • х 1  ](р,(u)(pf (v).

Тогда получаем
1;( h,  ь , и ,  v) = Е  [Х0 • х ^  ](ре (и)(рf  ( v ) . (21)

О п р ед ел ен и е  8.1. Второй моментной функцией Е [x( t )х ^ (г)] решения задачи Коши  (1), (2) называется 
^ (t,T, 0,0), где ^ ( t ,T ,u , v ) -  симметричное по переменным t, т решение уравнения  (20), удовлетворяющее  
условию ^ ( td, т, и, V) = Е [ х ( tи) x ^ (т)'^], в некоторой окрестности точки и = 0, v  = 0.

Н ам  необходим о в первую  очередь п олучи ть  начальное условие для уравн ен и я  (20). З ап и ш ем  
уравнение (20) при  т =

( t , tи ,u , v ) 8р ̂  ( 1, 10, 4 , ^)  Spy (10, и, V)

 -   ̂ 8v( t)  . (22)

Задача (22), (21) им еет вид задачи  (6), (7). Зап и ш ем  ее реш ение по ф ормуле (9)

t
5ру ( tи, u, v )

as.
Sv (s)

t0

^ (Г ,ь ,и ,и ) = U (tи, t )(pe(ul)(pf ( v )E [Х0 • x l ] -  ^  и ( s , t )

t„

Так как ^(t ,  t, u, v) долж на быть сим м етрична по п ерем енны м  t и т, то

Т

^  ( tи,т,u,v) = и  (tи,т)p, (п1)ру (v)E [х0 • х ]  ] -  ^  U ( s , t )
Sv (s)

t0

ds.

П одставим вид у (ta, и, v) из форм улы  (9), получаем  начальное условие для уравнения (20)

т
S f f  (v )

^  (tи,т,u,v) = и  (tи,т)pe ( u I ) p f  (v)E [Х0 • х ^  ] -  ^  и  ( s , t )p^ (uI)
Sv (s)

0̂

E [xи]ds. (23)

Задача (20), (23) им еет вид задачи  (6), (7). В ы пиш ем  ее реш ен и е по ф ормуле (9)

T

^ ( t ,T ,u , v ) = и (tи, t ) U (tи,т)p,( u l ) f f  ( v )E [Х0 • x ^ ] -  iU(tи,t) J  U ( s , t ) p , ( u I )

Spy (t, u, v )

E [xи]ds -

- i t  U (s, t ) ’ ' ds.
J  ( ,  ) Sv(s)
t0

П одставляя в последний  интеграл представление для у(т, и, v ) из форм улы  (9), окончательно получаем

х0, ] -  iU (tи,t) I и  ( s , r )p ,  (ul) P (^) Е [xи]ds -^  ( t, T ,u ,v) = и  ( 10, 1) ^  (tи,т)pe (ul  )(pf (v )E [х0 • xj^ ] -  iU ( 10, 1) J  U (s,r)pe
Sv (s)

t

-  i j  U ( s, t  )U (h,T)(p,  ( u l ) [xи]ds ^  j  U ( s, t  )U (s i ,T)p,  (u l ) ^()^) dsids.  (24)

t0 to to

Зам етим , что ф ункция f  ( t, т, и, v ), определяем ая ф орм улой (24), сим м етрична по п ерем енны м  t и т.
Зам ечание 8.1. Все п ри вед ен н ы е вы ш е рассуж дения по нахож дению  р еш ен и я  задачи  (20), (23) 

сделаны  в следую щ их предполож ениях: характеристический  ф ун кц и он ал  р^ им еет вариационную  
производную

Spe(u l  -  i x (а, t )А -  i x (^, т)А)
Su(^)  ,



кроме того сущ ествую т вариационны е производны е

8f f  (v) (v )
и

Sv (s) Sv (s)Sv ( s i) '

Теорема 8.1. В условиях замечания 8.1 формула вида

Т

Е [ х ( t ) х ^ (г)] = ( - i x ( t o , t )А  -  ix( to,r)A)E[xo ■ x ^ ] ^  f , ( - i x ( t o , t ) A  -  i x ( s, t)A)E[f  ( s)]dsE [xo] +

fo
t t T

^  f e ( - i x ( s ,  t )A  -  i x ( t o , r ) A )E [ f  ( s ) ] d s E [ x o ] ^  j  f e ( - i x ( s ,  t ) A  -  i x ( si , t)A)E[f  (s) (si)]dsids
to to to

является второй моментной функцией решения задачи  (1), (2). 
Доказательство. О тметим, что

S f f  (v )

Sv (s)
= .Е Lf (s)], а (’ )

v=o Sv (s )Sv (si)
= E [ f  (s) f  ̂  ( s i ) ] .

v=o

Подставляя в (24) и = o и v = o, получаем  требуемое равенство.

9. Сущ ествование периодического реш ения уравнения (20).
Теорема 9.1. Пусть справедливы предположения лемм ы 4.1, существует оператор  

( и  (а,  o) - 1  ) -1 , кроме того, является а-периодической функцией и д”̂ )̂ является а-периодической
функцией по s и s1, тогда уравнение  (20) имеет а-периодическое симметричное по t и т решение вида

^  ( t ,T ,u , v ) = и  (o , t ) (U  (а,  o) -  I ) ^  - i  I  U ( s , r ) f ,  (ul)  dsE [xo]-j 1г °
Ч  - Ч  и (s,

t +OJ т z ^

1 1  и ( s, o)U ( ^ „ r ( u l ) ds . ds -; d s i d ^ .  (25)
OV(S)0V (Si,

t o

Доказательство. Зап и ш ем  реш ение (24) в предполож ении , что to = o

Т

^  ( t ,T ,u , v ) = и  (o, t)U (o , r ) f e  ( u l ) f f  (v )E [xo ■ x l  ] -  iU (o, t )  J  U ( s , r ) f e  (u l ) ' E [xo]ds -

o

S f f  (v) _
Sv (s)

t T

-  ^  и  ( s, t  )U ( o , T ) f ,  ( u l ) E [xo]ds ^  j  U ( s, t  )U ( s i , r ) f ,  (u l ) (^ ^ ( ^ ) dsids.  (26)

o o o

Если предполож ить, что уравн ен и е (20) им еет ^ -п ери оди ч еское  по t реш ение, то долж но вы полняться 
условие ^ (а ,  т, u , v ) = ^ (o, т, u ,v ). З ап и ш ем  данное равенство, используя представление (26)

х^ ] -  iU (o ,a )  I и  ( s , r ) f e  (ul)  [xo]ds -

Т

и ( o , a ) U ( o , r ) f i , ( u l ) f f  (v)E[xo ■ x ^ ] -  iU ( o , a ) j  U (s , r ) f i , (u l )
Sv (s)

o

f  Smf (v) ^̂  f  Szrnf(v)
-  ^  U ( s ,a ) U  (o,T)^ ,  (ul) ^^(^^) E [xo]ds ^  J  U ( s ,a ) U  (si , t) ^ , ( uI) (^ ) ^  ̂ (^^) dsids =

o o o

S f f  (v) _T г  Srn f  (v)
= U ( o , r ) ^ e ( u l ) f f  (v)E[xo ■ x„ ] -  ^  и ( s , r ) ^e( ul ) ^[xo]ds.

o

П ерепиш ем  полученное равенство в виде

и ( o , a ) ( U ( a ,  o ) -  I) ■o ■ xo ] -  i I U ( s , r ) f ,  (ul)  ) E [xo]dsU (o , r ) ^ , (u l ) ^ f ( v ) E [x o  ■ x l ] -  ^  U( s, t) ^ , ( ul)
Sv (s)

O T z

= - ^  и  ( s ,a ) U  ( o , r ) f ,  (ul)  [xo]ds ^  j  U ( s ,a ) U  ( s i , r ) f , ( u l )  dsids.

O



По предполож ению  теорем ы  сущ ествует обратны й оператор ( U (а,  0) -  I ) i , тогда

S p f  (v) _
Т

т с  ^Р f  (^) 1
и ( 0,т)р, ( u l ) p f  (v) Е [Х0 • х 1  ] -  ^  и ( s , t ) p , ( u I ) Е [x0]ds = (U(a ,  0) -  I ) - i U(a ,  0) х

0
(  O O T n \

х  - ^  U ( s ,a ) U  (0,T)p,  (ul)  E [x0]ds ^  j  U ( s ,a ) U  ( si ,T)p,  (ul)  ^^) ^) dsids ■

0 0 0

П одставляя полученное вы раж ение в ф орм улу (26), получаем

^ ( t ,T ,u , v ) = и (0, t ) (U (a ,  0 ) -  I ) - i U(a ,  0)

O

- ^  U ( s , a ) U (0, т)ре( u l ) ' E[x 0]ds-
S p f  (v )

Sv (s)

Я ^ Р  f  (^ ) Г
и ( . .  )U (, „ ,  . p .  (u , ) (0

8p  f  (v)
-  i I  U (0, t  )U (s, 0')U ( 0 , t ) p ,  (uI) E [X0]ds -

^  J  U (0, t )U (s, 0)U (s i ,T)p,  (ul)  dSids = U (0, t ) (U  (a,  0) -  I ) - i X

0 0
O( O O T

I r  S p f  (v) ^  f  8 p f  (v)
■- ^  U (s,T)p , (u I ) [X0]ds ^  J  U (s, 0)U (Si,T)p , (ur) (̂  ̂)^  ̂ (̂ ^^) dsids -

0 0 0
t t

f  Sp f  (v) f  Sp f  (v)
-  i U ( ^ ,  0)U(s, 0 ) U ( 0 , t )p ,  ( u I ) - ^ ^ E  [X0]ds + i U ( s , t ) p , ( u I ) - ^ ^ E  [x0] d s -

J  Sv (s) J  Sv (s)
0 0

t T

V /  ^  (“ -0)" (^-0)"  ( ^ ' ’ ’ )p '  (“’ ) Ч ! " (^-0)"  ( ^ ' ’ ’ )p '  (“‘ ) i ^ ( b
0 0 0 0

Преобразуем третий и пяты й интеграл последней суммы, используя лем м у 4.1 и предполож ение теоремы, 
им еем

t

-  i f  и  (а,  0 ) и  (S, 0 ) и  (0,т)р, (ul)  Е [Х0 ]ds =
J  Sv(s)
0

t t +O
f  Sp f  (v) Г Sp  f  (v)

-  ^  U ( a +s, 0)U (0 , t ) p ,  (uI  ) ^^((^) E [X0 ]ds = - ^  U (si, 0)U (0,т)р, ( u l )  ̂ __ ^ ) E [xи]dSl =

t+O

-  i f  U (si ,T)p^ (ul)  - ^ P j^  E [xи]dSl, 
J  Sv(si)

а

O

Я S P f  (v) ^  S p f  (v)
U (^ ,  0)U (s,0)U (Si ,T)p . (u l ) ^ ^( ^)^^(^ i )  dsi ds = - J  U (^ + s ,0)U (Si ,T)p . (u l ) dsi ds =

0 0 0 0
t+O T  ̂ t+O T ^

Я S P f  ( v) ^  Г S p f  (v)
и (а , 0)U (Si. , )p. (ur ) ( a (^ ^ ( ^ i ) ^  J  U (а , 0)U is i ^ , )p. i u r , ^ ^ ( 0) ;^ : ;; -)

O 0 O 0

П одставляя эти вы раж ения в соотнош ение для ^ (t, т, и, v) и объединяя интегралы , получаем  равенство 
(25).

Н епосредственными вы числениям и нетрудно убедиться в том, что ^ (t,r,  и, v), определяемая формулой 
(25), является ы -периодической ф ункцией переменны х t и т. Для этого достаточно вы числить ^ ( t +а>, т, и, v ) 
и по аналогии  с теорем ой 7.1 убедиться в том, что ^ (t  + a , T , u , v ) = ^ ( t , r , u , v ).

Так как вторая м ом ентная ф ункция сим м етрична по п ерем енны м  t и т, то получаем  периодичность 
второй м ом ентной  ф ункции  по обеим перем енны м .

X



10. П е р и о д и ч е с к а я  в т о р а я  м о м е н т н а я  ф у н к ц и я  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1). 
Т е о р е м а  10.1. Пусть выполнены условия теоремы 9.1, тогда

Е [x(t)x'^ (г)] = ( и  (а,  o ) - I)  М  /  ( - i x ( o , t ) A  -  ix (s ,T)A)E [ f ( s) ]dsE  [xo] +

V t
T+O T

j  j  f e  ( - i x  (s, t )A -  i x  (si , t)A)E [ f  (s) f  ̂  (si)]dsids

определяет a -периодическую по t и т вторую моментную функцию решения уравнения  (1). 
Д о к а за т е л ь с т в о . Д оказы вается по аналогии  с теорем ой 8.1.

Т е о р е м а  10.2. Если в случае выполнения условия теоремы 10.1 выполнено соотношение 
( - ‘X (^ ,  o)A) Ф I, тогда

Е [ х ( t ) х ^ (г)] = ( f , ( - i x (а,  o ) A ) -  I )~

t +O

f e ( - i x (o, t )A  -  ix(s,  t)A)E[f  ( s)]dsE[xo] +

r +O T

/ 1  (~ ^^ ( ^ ’^ ) ^  -  ( ^ ) f ^ (S i ) ]ds ,ds
1

определяет a -периодическую по t и т вторую моментную функцию решения уравнения  (1).
Используя вид ф ункционала (и) -  характеристического ф ункционала гауссова случайного процесса 

£ (8), м ож но получить уточнение теорем ы  10.2.
Т ео р ем а  10.3. П у с т ь Е [е(s)], £ [ f  (s)] -  а-периодические функции поs, а Ь(t, s) -  а-периодическаяфункция  

по обеим переменным. Кроме того, существует оператор ( U (а,  o) - 1) -1 и оператор

^  Е [£ (T)]dzA + и  J  Ъ (Sr, sz)ds1dszA z

не имеет собственных значений вида znik,  к  € Z, тогда

Е [х ( t ) x ^  (г)] =

O O O

e x p ( - J  Е [е (T)]drA + ̂  j  j  b (si ,sz)dsidsz^ ) -  I

\  o o o
( t +O

x \  I  exp J E [£(T)]dTA + ! Ъ(si ,Sz)dsidszAz + j E [ e ( a ) ] d a A  + j Ъ(si, Sz)dsidszA‘

o o o S S S
t+OJ T f  t t t T

XE  [ / ( s  )]dsE [xo] + J  J  exp J  E [e (T)]drA+ J  b (s1,s z )ds1dsz^  ̂  E [e (a)]daA+

T T 

1 1 1 " (^ '’
Sz)dsidszAz E [ f  (s) f  ̂  (s i)]dsids

является a -периодической по t и т второй моментной функцией решения задачи  (1), (2).
З а м е ч а н и е  10.1. Используя теоремы 8.2 и 10.3 в случае г  = t, мож но найти периодическую  дисперси­

онную функцию  Е [ х ( t )х'^( t )] -  (Е [ х ( t ) ] ) z и тем самым получить условия сущ ествования периодического 
в ш ироком  смы сле [2, с. 70] реш ен и я задачи  (1), (2).

11. З а к л ю ч е н и е . В предполож ении, что коэф ф ициент уравнения (1) е( t ) является гауссовым случай­
н ы м  процессом  и п ри  этом  статистически не зависит от векторного случайного процесса f ,  получены  
условия сущ ествования периодического в среднем  реш ения и периодической второй м ом ентной  функ­
ц и и  реш ения, а такж е явн ы е ф орм улы  периодического  м атем атического  ож и д ан и я и п ериодической  
второй м ом ен тн ой  ф ункции . В работе бы ли рассм отрены  две ситуации , когда однородное уравнение, 
соответствую щ ее уравн ен и ю  (1), не им еет отли ч н ы х  от нуля а -п ери од ически х  в среднем  р еш ен и й  и 
более сложная ситуация, когда линейное однородное уравнение со случайны м и коэф ф ициентам и имеет 
ненулевое периодическое в среднем  реш ение.

i
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