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А ннотация. Многомерные гиперболо-эллиптические уравнения описывают важные физические, астрономические 
и геометрические процессы. Известно, что колебания упругих мембран в пространстве по принципу Гамильтона 
можно моделировать многомерным волновым уравнением. Полагая, что в положении изгиба мембрана находится в 
равновесии, из прин ц ип а Гамильтона также получаем многомерное уравнение Лапласа. Так, колебания упругих 
мембран в пространстве можно моделировать в качестве многомерного уравнения Лавреньтева -  Бицадзе. Теория 
краевых задач для гиперболо-эллиптических уравнений на плоскости хорошо изучена, а их многомерны е ана­
логи интенсивно исследуются. Двумерные спектральные задачи для уравнений гиперболо-эллиптического типа 
достаточно хорошо изучены, однако их многомерные аналоги исследованы мало. В данной работе рассматривается 
спектральная смешанная задача для многомерного уравнения Лаврентьева -  Бицадзе и устанавливается ее критерий 
однозначной разреш имости. Н айдены  собственные значения и соответствующие им  собственные ф ункции этой 
задачи.
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Abstract. Multidimensional hyperbolic-elliptic equations describe important physical, astronomical, and geometric processes. It 
is known that vibrations of elastic membranes in space according to Hamilton’s principle can be modeled by a multidimensional 
wave equation. Assuming that the membrane is in equilibrium in the bending position, we also obtain the multidimensional 
Laplace equation from Hamilton’s principle. Thus, vibrations of elastic membranes in space can be modeled as a multidimensional 
Lavrent’ev-Bitsadze equation. The theory of boundary value problems for hyperbolic-elliptic equations on a plane is well- 
explored, and their multidimensional analogues are intensively analyzed. Two-dimensional spectral problems for equations of 
hyperbolic-elliptic type have been well researched, but their multidimensional analogues have been relatively under-studied. 
In this paper, we consider the spectral mixed problem for the multidimensional Lavrent’ev-Bitsadze equation and establish a 
criterion for its unique solvability. We also determine the eigenvalues and the corresponding eigenfunctions of this problem. 
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1. Введение. М ногом ерны е ги нерболо-эллинтические у р ав н ен и я  описы ваю т важ ны е ф изические, 
астрономические и геометрические процессы. Известно, что колебания упругих м ем бран в пространстве

© А лдаш ев С. А., 2025

mailto:aldash51@mail.ru
http://orcid.org/0000-0002-8223-6900
mailto:aldash51@mail.ru


моделирую тся уравнениям и в частны х производных. Если прогиб мем браны  считать ф ункцией и(х, t ), х  = 
(xi, ...,Хт), т > 2, то по п ринципу  Гамильтона приходим  к м ногом ерном у гиперболическому уравнению.

Полагая, что в полож ении изгиба м ем брана находится в равновесии, из при н ц и п а Гамильтона также 
получаем  м ногом ерное уравнение Лапласа.

Следовательно, колебания упругих м ем бран в пространстве м ож но м оделировать в качестве м н ого­
м ерного уравнения Лаврентьева -  Б ицадзе [±, 2] .

Теория краевы х задач для гиперболо-эллиптических уравн ен и й  на плоскости хорош о изучена, а их 
м ногом ерны е аналоги интенсивно исследую тся (см. наприм ер, м онограф ии [2, 3] и приведенную  в них 
библиографию ).

Д вумерные спектральные задачи для уравнений гиперболо-эллиптического типа изучены  в [4, 5, 6, 7, 
8, 9] , однако, насколько известно автору, их м ногом ерны е аналоги  мало исследованы  [10, 11, 12, 13] .

В д ан н о й  работе рассм атривается спектральная см еш ан н ая  задача  для м ногом ерного  уравн ен и я  
Лаврентьева -  Б ицадзе и устанавливается ее критерий однозначной разреш имости. Н айдены  собственные 
значения и соответствую щ ие им  собственны е ф ункции  этой задачи.

2. Постановка задачи и результат. Пусть -  конечная область евклидова пространства Ет+1 точек 
( х 1, ...,Хт, t ), огран и чен н ая  при  t > 0 сф ерической поверхностью  а  : \х |2 + t 2 = 1, а при  t < 0 ц и ли н д ром  
Г = {(х, t ) : \х \ = 1} и плоскостью  t = а  < 0, где \х \ -  д ли н а вектора х  = ( х 1, . . . ,х „ ) .

О бозначим  через Й+ и Й - части  области , леж ащ и е в полупространствах  t > 0 и t < 0, через S -  
общ ую часть границ  Й+, Й - , представляю щ их собой множ ество { t = 0, 0 < \ х \ < 1} точек из Ет.

Пусть, далее, Г„ есть часть ц и ли н д ра  Г, ограничиваю щ ая область Й - .
В области Й„ рассм отрим  м ногом ерное уравнение Лаврентьева -  Бицадзе со спектральны м  действи­

тельны м  парам етром
AxU + (sgnt )utt = ^и,  (1)

где Ax -  оператор Л апласа по п ерем енны м  Х)_, . . . ,х^ , т > 2.
Рассмотрим  спектральную  см еш анную  задачу.
Задача 1. Н айти реш ение уравнения (1) в области Й„ при t Ф 0 из класса С ( Й „) П С1 ( Й „) ПС2(Й+ U Й -) , 

удовлетворяю щ ее краевому условию

= 0, м = 0 . (2)

В дальн ей ш ем  нам  удобно перейти  от декартовы х координат х \ , ..., Хт, t к сф ерическим

г, в 1, . . . , в т - 1, t, г > 0, 0 < 91 < 2я,  0 < 6i < я, i = 2,..., т -  1 , в = ( 61, . . . ,9^ - 1).

Пусть ( 0 ^ -  систем а л и н ей н о  н езави си м ы х  сф ерических ф ун к ц и й  п орядка п, 1 < к < к„,
(т -  2)\п\кп + т -  3)!(2и + т -  2).

С праведлива следую щ ая теорема.
Теорема. Задача 1 однозначно разрешима тогда и только тогда, когда ^  Ф -'^1.

Следствие. Задача 1 имеет собственные значения ̂  = - у '2 и соответствующие им собственные функции. 
Здесь Ys-  положительные нули  функции Бесселя первого рода Js (z) целого порядка s > .

3. Доказательство теоремы . И скомое реш ен и е задачи  1 в сф ерических координатах  в области Й+ 
будем искать в виде

тс к„
и ( r , e , t ) ^  Y ^uk ,( r , t )Y k^^ (9),

п=0 к=1

где икк (г, t ) -  функции, подлеж ащ ие определению .
Тогда, как показано в [13] , ф ункция (3) представляется следую щ им  образом

м„(г, в, t ) =
0, ^  Ф - yI, S = 0 ,1 ,...

00 00 _̂_  / _ зх
тс 2  тс п- ^J,^ - ^ ( г 2 + t 2) ) ( г 2 + t 2) t +^-г-)г2-™- "
п=1 к=1 s=p

(3)

I n  -  -  т S п -  -  т S 1 t 2
—  +  + —, —  +  — —, —; -------

2 4 2 2 4 2 2  г2 + t 2 ^

2Г
п т -  -  S

1 ^  -  + --------------
2 4 2j

Г
п т -  -  s \

1 ^  +  + -
2 4 2

f  t ( г 2 + t 2) - 2
1 л  п  \1 1  п т -  -  S I-  + -  + -----

2 2
( 1  п т -  -  S
-  ^  -  +  + -
^ ^ 4 2 /

2I n  5 -  т S п 5 -  т s - 1---------1—  -̂------------------------ _ .  ------------
\  2 4 2  2 4 2  2  г2 + 12 Yk,m(О), ^  = - y 2 .
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При этом  она принадлеж ит классу

- -.-ч  ̂ ^  ™ ^  3т'к +  \  /-Л ^  С \  /-ЛС ( (2+)П  С 1 ( Q+U S) П  С2( Q+), если р  > -------- , /  >

где F (а, ^, у, z) -  гипергеом етрическая ф ункция Гаусса, а Г (z)  -  гам м а-ф ункция. 
Из (4) при  t — > +0 будет им еть

и ,  (г,в ,  0) = г„ (г ,е )  = -  а - ^  I2 j r  ^  „ 2 (5)
0, ^  + - г 2,

2  2  2 п г (1-™)/2./,( v - ^ r ) 7 | „ {в ) , ^  = - г 2 .
, п=1 к=1 s=p

u . t ( r , e , 0) = v„( r ,e ) = • -  -
0, M + - r 2,

( , , . ^ ) = ( , , . ) =  ̂ ^  ^  ^ - ,^ - (3+„)/2^̂  ( ^ - _ ^ ) ^ ,^ ( ^ ) ,  ^  = -^2 .
_ n=1 k=1 s=p

Т аким  образом, из (5) следует, что задача 1 сводится к см еш анной  задаче в области ( -  для гипербо­
лического уравнения

AxU -  Utt = ^и, (6)

с условием
м|^ = (г, в ), Ut\g = (г, в ), и\Г̂  = 0. (7)

Пусть (г, t) = г (г, t), аг^,„ (r),v'^^n (^) -  коэф ф ициенты  разлож ения ряда (3) функции (г, 9),v^  (r,i
по сф ерическим  ф ункциям

лД  ̂ , оч ~  [(™ - 1)(3 - т ) -  4Я„]Yn,m( ^ ), = п(п + т -  2), Я„ = ----------------4---------------- .

Р еш ение задачи  (6), (7) будем  искать в виде (3). П одставляя (3) в (6), получим

- ^^^tt + -  = 0 ,к = 1 , ^n, п = 0, 1,.... (8)

При этом  краевы е условия (7) имею т вид

[ 0, 1̂ Ф - yI,
и̂ п( ^, 0) = {г) = \ ^  ^ - i j ^ ( ^ - i r ) ,  ц = - r f .

s=p

[ 0, - Г2,

“ "t ( 0 )  = ( '̂) = ' i  п - 1  r - 1J s ( ^ - i r ) ,  = - г 2 . (9)
s=p

(г, а) = 0. (10)

Реш ение задачи  (8) -  (10) будем искать в виде

—

“ п ( г, t) = (^)Tl (t),  (11)
;=1

при  этом  пусть
— —

( r) = Y j (r), = X  b'^njRi(r). (12)
1=1 1=1

Подставляя (11) в (8) -  (10), с учетом  (12), получим

Rirr + Ri + (y - h)Ri = 0, 0 < r  < 1, R, (1) = 0, \R,(0 ) | < —. (13)

Titt + yTi (t) = 0, a  < t <  0, Ti (0) = a':,„, Ti^ ( 0) = bf;„. (14)

О граниченны м  реш ен и ем  задачи  (13) является ф ункция [14]

R; (г) = yfrjy  ( г), 0 < г  < 1, (15)

V = п + , т,п -  нули ф ункции  Бесселя (z), у = 1̂  + .



Подставляя (15) в (12), получим  ряды

г 1 т1к „( г) = Y j  a'k„Jv(^i,пг) , г 2 vk „ ( r) = Y j  b'k,„Jv(Иl,nr), 0 < r < 1, 
=1 =1

которы е являю тся ряд ам и  Фурье -  Бесселя [15] , если

1
aikn = 2 [Л +1 (И1.п) ] - 2 ^  4 1 ^ ; ^ (^)Л (^1п ^)d^,

bki„ = 2 [Л +1 (И1.п) ] - 2  f  ^ ^v l^n (^)Л (И1.п^)d^,  (16)
J 0

где ^ 1п  -  п олож и тельн ы е нули  ф ун к ц и и  Бесселя (z), располож енны е в порядке возрастания их 
величины .

Далее, произведя зам ену У;( t ) = T i(t) -  а’кп -  tb ’kn, задачу  (14) приведем  к следую щ ей задаче:

Vitt + y Vi ( t ) = д'кп( t ), Vi(0) = 0, Vit(0) = 0, (17)

д'к.п ( t ) = - Y (а'кп  + ^Ь’кп). (18)

Задача (17), (18) сводится к интегральном у уравнению  Вольтерра второго рода относительно Vi(t) [2]

Vi ( t ) + у [ t (t  -  ^)Vi (^ )d^  = f t (t  -  ^)д'кп (^)d^,  (19)
J q J q

которое им еет реш ение, и притом  единственное.
Следовательно, из (11), (15), (19) следует, что реш ением  задачи (6), (7) в области Й - является функция

тс кп тс
и ( r , e , t ) = Чг а’к'п + 1Ь'кп + Vi(t) ]п+- .1 ( ^ 1,пГ)¥к_^(в), (20)

п=1 к=1 I=1

где аккп, Ьккп определяю тся из (16).
А налогично, как в [16] , м ож но показать, что реш ение (20) принадлеж ит классу

С ( Й - ) П  С1 ( Й - U  S ) П  с 2 ( Й - ) .

Т аким  образом, реш ение задачи  1 записы вается в виде (4) и (20), при  этом  из класса

с ( Й „ ) П  с 1 (Й „ ) П  с 2( Й +U Й - ) .

При ^  Ф -yS. из пред ставления р еш ен и и  (4), (20), а такж е из ф орм ул (9), (16) вы текает, что реш ен и е 
задачи  1 тривиальное.

Пусть теперь реш ение задачи  1 и ( r ,9 , t ) = 0. Покажем, что ^  Ф -yS2.
П редположим противное, т. е. ^  = -у '^ . Если ^  = -yS., то из видов реш ений  (4), (20) следует, что задача 

1 им еет ненулевы е реш ения. П риходим  к противоречию .
Теорема установлена. Ее следствие вытекает из вы ш еприведенны х фактов.
О тметим, что доказанная теорем а анонсирована в [17] .
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