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1. В в ед ен и е . Н астоящ ая работа является продолж ением  исследований, проведённы х авторам и в [ ] , 
где бы ли построены  реш ения задачи  Кош и и приведены  их первы е асим птотики  для вы рож даю щ ихся 
п ри  t = 0 ди ф ф ерен ц и альн ы х  ур ав н ен и й  второго порядка, когда н ач альн ы е условия ставятся в точке 
вы рож ден и я t = 0 (односторонняя задача). П ервы е результаты  по аси м п тоти чески м  п редставлениям  
р еш ен и й  таких ур ав н ен и й  бы ли  п ри вед ен ы  в [2] и разви ты  в дал ьн ей ш ем  в [3] и [4], а в [5] бы ли 
п олучен ы  первы е аси м п тоти ки  р еш ен и й  вб ли зи  точки  вы рож дения. При опред елён н ы х  условиях  
теорем ы  сущ ествования р еш ен и я для двусторонней  задачи  К ош и рассм атривались в [6] . В отличие от 
[6] , в настоящ ей работе приводятся ф орм улы  для реш ения, а такж е асим птотики  этих р еш ен и й  вблизи  
точки  вы рож дения.
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2. О с н о в н ы е  п р е д п о л о ж е н и я  и  у с т а н о в л е н н ы е  р а н е е  ф а к т ы . В окрестности  точки  f0 € R 
рассмотрим диф ференциальное уравнение второго порядка с вы рож даю щ имся старш им  коэффициентом 
в точке t0

(а ( t)u  '( f ) ) '  + Ь (f )и '( f )  + с (f )и (f) = /  (f), (1)

где а (t0) = 0, а ( t ) Ф 0 п ри  f Ф t0, Ь(t0) Ф 0, и исследуем  возм ож ность разреш и м ости  задачи  К ош и с 
у слови ям и  в точке t0 (двусторонняя задача Коши). Нас будет интересовать локальная разреш им ость  и 
асимптотика реш ений  задачи Кош и вблизи точки вырож дения, поэтому будем рассматривать уравнение 
(1) на отрезке [f0 -  S , t0 + S]. Для упрощ ения формулировок об асимптотике реш ений  будем предполагать, 
что коэф ф ициенты  уравнения удовлетворяю т следую щ ем у условию.

У сл о ви е 1. К оэф ф ициенты  уравнения (1) и правая часть / (f) — действительны е бесконечно ди ф ф е­
ренцируем ы е на отрезке [f0 -  S , t0 + S] ф ункции, причём  а (t0) = 0, а ( t ) Ф 0 при  f Ф t0 и Ь(t0) = Ь0 Ф 0.

В оспользуем ся результатам и  работы  [4], в которой в п равой  окрестности  точки  вы рож ден и я было 
получено  общ ее реш ен и е у р ав н ен и я  (1) в виде аси м п тоти чески х  рядов по спец и альн о  построенны м  
ф ункциям , и доп олн и м  их вы водам и из работы  [5] .

Для некоторого 8 > 0 на отрезке [t0 -  5 , t0 + S] определим  следую щ ие ф ункции:

Г

d ( t ) = ( t ) -  4 a ( t)c ( t ), s ( t ) ^  У  h ( r)  dr,

h ( t ) =

1
4d ( t ) 

1
4d(f)

a ( t ) 

- a ( t )

d ' ( t ) 2 a ( t ) d ' ( t )
d ( t ) 

d ' ( t )]

-  2
d ( t )

^ 2 a ( t ) d ' ( t ) \  , , , '
d ( t )

v^^(t) = exp
" л/diT)

d ( t )

 ̂ fc+5
b (t) -  ( - l ) ' ^ d ( t)

-  2b ' ( t ) 

+ 2b ' ( t )

при a ( t ) > 0, 

при  a(t)  < 0,

/ 2a ( t )
dr , t € (tQ, tQ + 5], k  = 1, 2,

^ /d ir)
exp

T

- 1
t0-S

b ( t  ) + ( - 1)^d ( t  ) 
2a ( t  )

dr , t € [t0 -  S, t0), к  = 1, 2. (2)

В силу непреры вности  входящ их в эти вы раж ения ф ункций мож но выбрать достаточно малое 8  > 0 
так, чтобы на [t0 -  5,10 + S] вы полнялось следую щ ее условие.

У слови е 2. Сущ ествует такое S > 0, что на отрезке t € [t0 -  S, t0 + S] справедливы  неравенства

t0+S

d ( t ) = Vb2( t ) -  4 a ( t)c ( t) > ^̂ 2̂ ,  J  \h ( t ) \d t  < 1 .

-5

Любое реш ение уравнения (1) будем рассматривать отдельно на каж дом из промеж утков [t0 -  S, 10) и 
( t0, t0 + S ] .Т огда

и ~ ( t ) при  t € [t0 -  S , t0), 
u+(t) при  t € ( t0, t0 + S],

и ( t ) =

что п озволи т воспользоваться ф орм улам и, у стан о вл ен н ы м и  в [2], [3] для односторонней  задачи  с 
вы рож ден и ем  в точке t = 0 н а  отрезке [0,1]. В этих форм улах, зап и сан н ы х  в терм и н ах  перем ен н ой  
f € [0,5], и сп ользуем  зам ен у  п ерем ен н ой  t = t + t0 € [10,10 + S] для  пром еж утка t € [10,10 + S] и 
t = - i  + t0 € [t0 -  S, t0] для пром еж утка t € [t0 -  S, t0].

П риведем  далее основны е форм улы , вы раж аю щ ие гладкие реш ен и я уравнения (1) на пром еж утках 
t € [f0 -  S, t0] и t € [t0, t0 + S].

Из результатов работ [2] - [4] следует, что н а  пром еж утке t € (10,10 + S] ф ун д ам ен тальн ая  систем а 
р еш ен и й  u"+(t), u2+(t) однородного уравнения (1) при  а( t ) > 0 им еет вид

и +(t) = V+(t )Ф+(1), u ^(t)  = v ^ ( t ) ̂ ¥+(1), (3)

где ф ун кц и и  Ф+(f), T + (f) (в терм и н ах  работы  [ ] Ф+(f) = Ф(f -  t0), T + (f) = ¥ (t -  t0)) определяю тся как 
реш ен и я задач

Ф+(f) = 1 + К+Ф+(1), Ф+(fQ) = 1, ¥ + ( t) = 1 + К+:¥ + ( t), ¥ + (10) = 1

1



с и нтегральны м и операторами

t0+5 t

К + ^(t) = j  k'+(t,T)(p(т) dr, К ^ф (t) = j  k2+(t,T)^(r) dr,

и ядрам и

1+ ( , ) =

h (t )  при  t0 < T < t  < t0 + S, 
I г \

d(^)  d^
h ( t) exp

k2:(t,T) = - h  (t) 1 -  exp

/  a(^)
\ t

i t
f  d(^) d^  

J  a(^)

п р и  t < T < t0 + S,

п ри  t0 < T < t < t0 + s.

Частное реш ение уравнения (1) на пром еж утке ( t0, t0 + S] определим  равенством  (см. [4])

u+(t) = A+(t )Ф+(1) + B+(t )¥ + ( t ), где (4)

t / t

Л +it) = -  f  5 : ^  exp I -  f
J  J d M d i ^  J  2a (^)^ ( t )d (T) \

tc+5

+ ( ,)  = - f  exp f
J  ^jd ( t  )d ( t ) \Ĵ  2

Ъ(^) -  d(^)

d^

2a (^)
d£

dr,

dr.

При b0 > 0 удобно использовать частное реш ен и е вида

u ^ ( t ) = A ^ ( t  )Ф+а)+ B ^ ( t ) ¥ + (f ), где

^ ★ ( ') = ^ * ( ' ) - + ( ' )  = /  e x p ( -  /
\ T

dr.

/

(5)

А налогично, на [t0 -  S, 10) ф ундам ентальную  систему р еш ен и й  U- ( t ), U- ( t ) однородного уравнения 
(1) при  a ( t ) > 0 м ож но записать в виде (см. [2] - [4])

( t ) = V-  ( t )Ф - ( t ), u::(t) = V-: ( t ) ¥ "  ( t ), (6)

где ф ун к ц и и  Ф ( t ), ¥  ( t ) (в терм и н ах  работы  [ ] Ф ( t ) = Ф(fQ -  t ), ¥  ( t ) = ¥ (t0 -  t )) определяю тся как
реш ен и я задач

ф ■ (f) = 1 + К - Ф ■(f), ф■(fQ) = 1, ¥ ~ ( t ) = 1 + К- ¥ ~ ( t ), ¥ - ( 1 0 ) = 1 

с и нтегральны м и операторами

fc fc

К - f  ( t ) = j  k ^ ( t , T ) f  ( t )  dr, К2-Ф ( t ) = j  k2; ( t , T ) i ( t )  dr,

t0-S

и ядрам и

k - (t, t) =

h ( t )  при  f0 -  8  < t < T < t0, 

d(^) d^
h ( t) exp

\ T

k - ( t ,r )  = - h ( t) 1 -  exp
d(^) d^  

a (^)

при  f0 -  S < T < t < f0,

, при  f0 -  S < t < T < t0.

Частное реш ение уравнения (1) на пром еж утке [f0 -  8, tQ) определим  равенством

( t ) = А -  ( t ) Ф- ( t ) + В -  ( t  ) ¥ -  ( t ), где

г



A - ( t ) == - f  exp f
J  yjd (f )d  ( r ) \J^

t / t
f  Ф- (^)f  (^) f

® ( ' ) = - J ,  e x p - Jto -o \ T

При bo < 0 удобно использовать частное реш ен и е вида

Ь(^) -  d (^) 
2а (^)

d^ dr,

Ъ (^) + d (^) 
2а (^)

d£ dr.

u - ( t ) = A ^ ( t ) Ф- ( f ) +  S ; ( f  ) ' - ( t ), где

a ; ( , ) = A - ( , i  B-- ( , ) = / Ц Щ e x p ( y
b (^) +  d (^) 

2a (^)
d^ dr.

(8)

Приведем, наконец, формулы для реш ений  уравнения (1) на промежутке t е  ( t0, t0 + S] при а ( t ) < 0. В 
этом  случае введём  в рассм отрение ф ункции

i-+( t ) = v2: ( t ) = — =  exp
^JdiT)

?0+5
г  Ь(т) -  с 

J  2а(т

-  d (т)
dr

i^+(f) = V^(t) = exp

?0+5
г  Ь(т) + d (т) 

J  2а(т)
dr

а такж е ф ункции  <Ф +(t), 'F +(t), как реш ения задач

<Ф +(t) = 1 + К+>Ф +(t), <Ф +(t0) = 1, 'i' +(t) = 1 + 'i' +(t), 'i' +(t0) = 1

с и нтегральны м и операторами

t0+5 t

(t) = j  k ^ ( t , T ) f  ( t )  dr, (t)  = j  k2; ( t , T ) i ( t )  dr,

(9)

и ядрам и

k'+(t,T) =

lc^(t, t) = - h ( t)

h ( t )  при  t0 < T < t < t0 + S, 

d(^) d^
h (t) exp

/

1 -  exp
г

a (^)

d(^) d^  

(^)

при  t < T < t0 + S,

при t0 < T < t < t0 + s.

Как и в равенстве (3) определим  ф ундам ентальную  систему р еш ен и й  на ( t0, t0 + S]

iii,(t) = v+(t ) ^+ ( t ), 2̂+(t) = v+(t ) ' i  +(t)

и частное реш ение уравнения (1)

й+(1) = A+(t )Ф+(1) + B+(t ) i + ( t ), где 

^  4 r )f  ( t )
A+(t) =

f  i + ( r )f  (t) f

= J exp - j\ T 

/ T

^ d  (t  )d (t )

При b0 < 0 м ож но использовать частное реш ение

t0+^ / т

+ , )  = -  exp f  ^
{  Vrf ( t  )d (t ) \ j  2

b (^) -  d(^)  
2a (^)

b (^) + d (^)

d^ dr,

2a (^)
d^ dr.

l l^ ( t ) = Ji^^(t)^ +(t)+  ^ ^ ( t ) ' i  +(t), где

(10)

(11)

/ T

1



I

J i t ( t ) = Ji+(t), ^+^(t) = - J
ф+(т ) f  (т) 

( t  )d (t )
exp

T

\ T

b (^ )+  d (^) 
2a  (^)

dr.

У каж ем важ ны е пред ельн ы е соотнош ения, которы е легко устанавливаю тся и которы е п озволят 
проводить стыковку реш ений  в точке f0. В дальнейш ем  буквой в с соответствую щ ими индексам и будем 
обозначать некоторы е вполне конкретны е постоянны е.

Л ем м а 1. Пусть выполнены условия 1,2 и а ( t ) > 0 при t > f0. Тогда для определяемых равенствами (3)- (5) 
функций справедливы предельные соотношения

liin u 1+( t ) = ю1,(10) =
л1\Ь0\

exp

t0+S
[  ^

2

lim u2: ( t ) = V2: ( t0) =
t ̂ t 0 +

lim u+(t) = u+(tQ) =
t ̂ t 0 +

1

t0 

t0+S

^J\b0 \

0

exp
С bj^: 

2
to

при b0 < 0,

b ( ^) +  d (^) 
2a (^)

b (^) -  d(^)  
2a (^)

d£

d£

d+ > 0 при b0 < 0, 
при b0 > 0,

0 при b0 < 0, 
9^ > 0 при b0 > 0,

Л ем м а 2. Пусть выполнены условия 1,2 и а ( t ) > 0 при t < t0. Тогда для определяемых равенствами (6)- (8) 
функций справедливы предельные соотношения

lim и - ( t ) = V- ( t0) = - 1 =
^J\b0 \

exp

?0

/
\?0 -5

Ъ(^) -  d (^) 
2а (^)

d^
+ТО при Ь0 < 0, 
9̂ - > 0 при Ь0 > 0,

lim и- ( t ) = V2 (t0) = - 1 =
-  ^!\ь0\

exp

to

/
d^

lim U- ( t ) = U- (f0) =

\t0 -5

9+̂ > 0 при b0 < 0,

9- > 0 при b0 < 0, 
0 при b0 > 0,

0 при b0 > 0, t

2a (^)

lim u ^ ( t ) = u'2 (tQ) = 0 при b0 < 0 .

Л е м м а  3. П уст ь выполнены условия 1, 2 и а ( t ) < 0 при t > t0. Тогда для определяемых равенствами  
(9)- (12) функций справедливы предельные соотношения

lim !f+ ( t ) = И+ (t0) = —^  exp 
' ^ ' 0+ л1\Ь0 \

lim ii+(f) = 5̂+(fQ) = i  exp
'  ̂ ' 0 + л1\Ь0 \

t0+S

2
ta 

t0+S

Ъ(^) -  d(^)  
2a (^)

Ъ (^) +  d (^) 
2a  (^)

f  b J l  

2

d^

d^

+TO при b0 < 0, 
£)+ > 0 при b0 > 0,

9^ > 0 при b0 < 0, 
0 при b0 > 0,

lim й +(t) = й +(t0) =
^ t 0 +

(f+ > 0 при b0 < 0, A 7 A
Â  ^  A .lim  * ii(f) = *fX(fQ) = 0 при b0 < 0 .0 при b0 > 0, t ^ t 0+

3. З а д а ч а  К о ш и . И спользуя введённы е ф орм улам и  (2)- (12) ф ункции , п ри ступ и м  к изучению  
двусторонней задачи Кош и для уравнения (1) с условиями в точке t0. Двусторонней задачей Коши будем 
назы вать задачу нахож дения непреры вного на [t0- S ,  t0 +5] реш ения и ( t ) уравнения (1), удовлетворяю щ его 
условиям

lim и ( t ) = и0. (13)
t ̂ t 0±

В дальнейш ем  будет ясно, что дополнительное задание условия на производную  и ' ( t ) в точке t0 либо 
не приводит к вы делению  единственного реш ения, либо излиш не.

Введённая в (3) ф ункция u ^ ( t ) определена на промеж утке [t0, t0 + S] и при ^0 < 0 обладает свойством 
(и2^)(̂ ) ( t0) = 0, к € N  (см. [2]). П родолж им  её нулём  при  t < t0, сохранив за этой  ф ун кц и ей  преж нее 
обозначение.

Т е о р е м а  1. П уст ь для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнены условия 1, 2, а ( t ) > 0 
при t € [t0 -  8,10) и ( 10,10 + 5] и Ь0 < 0. Тогда существует однопараметрическое семейство реш ений



и (t, С+) е С ^  [t0 -  S , t0 + S] этого уравнения, каждая функция которого удовлетворяет условию (13). Это 
семейство имеет вид

и ( t ,C  +) = w1 ( t )+  С+u+,(t), (14)

где С + — произвольная постоянная,

W1( t ) =

U0
и.- ( t0) 

U0

и-1 ( t ) + ( t ) при t е  [f0 -  S, t0],

— —  41̂ ( 1)+  u'+(t) при t е [t0, t 0 + S], 
u+ ( t0)

1
и при этом U- (t0) = u+(t0) = 0, и ' ( t 0,C+) = —  ( f  ( t0) -  U0C(t0)).

00
Д о к а за т е л ь с т в о . З ап и ш ем  общ ее реш ение уравнения (1) в виде ф ункции

и (t) =
C1u- ( t ) + С2М2 ( t ) + u-  ( t ) при  t е  [t0 -  S, t0), 
(J1u+ ( t ) + (?2M+ ( t ) + u"+ ( t ) при  t е  ( t0, t0 + S],

которая, очевидно, бесконечно диф ф еренцируем а на [t0 -  S, t0) \ J ( t 0, t0 + S] .
П оскольку в силу  л ем м ы  2 л евы й  предел  в точке t0 ф ун к ц и и  u1- ( t ) равен  ю т, то для вы п олн ен и я  

условия (13) следует полож ить С1 = 0, и тогда, учиты вая лем м ы  1-3, получим

lim {C2U2; ( t )+  и - ( t )) = C2U2- ( t 0) = U0 ^  C2 = У 0 
t ^ t 0-  u.- ( to),

lim (c:1U^(t)+  ^ 2u'+(t) + u^;(t)] = (01U^(t0) = U0 ^  (̂ 1 = , (O2 = С+,
t ̂ t 0+ \ / U+ (t0 )

что и п ри вод и т к представлению  (14), а такж е обеспечивает сущ ествование сем ейства н еп реры вн ы х 
р еш ен и й  задачи  Кош и на [t0 -  S , t0 + S] .

Б есконечная диф ф еренцируем ость ф ун кц и и  и (t, С+) устанавливается м етодом  м атем атической  и н ­
дукц и и  как и в статье [4] , при  этом использую тся равенства (см. [2] , [6])

lim  а ( t )и " ( t ) = 0, и ' ( t 0) = lim ^ (^ ^(^}^( )̂ . 
f^ f0± ( )  ( )  ’ ( 0) t ̂ t 0± a ' ( t ) + b ( t )

Теорема доказана.
П р и м е р  1. Пусть в уравнении (1) а ( t ) = ( t - 1 ) 2, Ъ( t ) = -1 ,  с( t ) = -2 ,  f  ( t ) = 1. При этих предполож ениях 

задача (1), (13) им еет вид

(t  -  1)2и " ( t ) + (2t -  Ъ)и'( t )  -  2и( t ) = 1, lim и ( t ) = и0. (15)

Любое реш ен и е задачи  (15) им еет вид

и ( t ) =

С использованием  системы  W olfram M athem atica при  t > 1 определим  функцию

и ( t ) при  t е  ( - ^ ,  1), 
u+(t) при t е  ( 1, +то).

1
u+(t) = и0(3 -  2t) +  С +(2 -  4 t ) ex^ ^— - + 1 -  t, lim ^+(^) = ^ 0,

где С + — произвольная постоянная.
Для нахож дения и ~ ( t ) при  t < 1 в задаче (15) произведём  зам ену  t = 1 -  т, и ( t ) = и (1 -  т) = w (т), где 

ф ункция W(т) является реш ен и ем  задачи

''(т) + ( 2т + 1)w '(т) -  2w (т) = 1, lim  w (т) = и0.
т ̂ 0+

С использованием  системы  W olfram M athem atica при  т > 0 определим  функцию

W (т) = U0 ( 2т + 1) + т 

и, таким  образом, реш ен и ем  задачи  (15) будет

и ( t ) =
и0(3 -  2t) + 1 -  t при  t е  ( - т ,  1], 

U0(3 -  2t) + 1 -  t + С +(2 -  4 t ) exp при  t е  ( 1, +то),
1



где С + — произвольная постоянная, что согласуется с теорем ой 1. В этом  конкретном  прим ере реш ение 
определено на всей оси. О чевидно, дополнительное задание значения п роизводной  и ' ( t ) в точке t0 = 1 
не приводит к вы делению  единственного реш ения в ввиду невозмож ности определить постоянную  С +.

Введённая в (6) ф ункция 4 :^(1) определена на промежутке [t0 -  S, t0] и при Ь0 > 0 обладает свойством 
(и- )^'^'^(t0) = 0, к е  N  (см. [2]). П родолж им  её нулём  п ри  t > t0, сохранив за этой  ф ун кц и ей  преж нее 
обозначение.

Т е о р е м а  2. П уст ь для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнены условия 1, 2, а ( t ) > 0 
при t е [t0 -  5, f0^ ( f 0, f0 + 5] и b0 > 0. Тогда существует однопараметрическое семейство реш ений  
и (t, С~) е [t0 -  S , t0 + S] этого уравнения, каждая функция которого удовлетворяет условию (13). Это 
семейство имеет вид

и ( t ,C - )  = W 2 ( t )+  С ~ u ^ ( t ), (16)

где С — произвольная постоянная,

W2 (t) =

U0
U- ( t0) 

U0
U^(t0)

и - ( t ) + U- ( t ) при t е [t0 -  S , t0], 

u ^ ( t )+  u--(t) при t е  [t0, t 0 + S],

и при этом и ' ( t 0,C  ) = —  (f  ( t0) -  U0C(t0)).
00

Д о к а за т е л ь с т в о . З ап и ш ем  общ ее реш ение уравнения (1) в виде ф ункции

и (t) =
C1U- ( t ) + CzU- ( t ) + U- ( t ) при  t е  [f0 -  S, t0), 
(T1M+ ( t ) + (T2M+ ( t ) + u+-(t) при  t е  ( t0, t0 + S],

которая, очевидно, бесконечно диф ф еренцируем а на [t0 -  S, t0) [ j ( t 0, t0 + S] .
А налогично доказательству теорем ы  1, учиты вая условие (13), лем м ы  1-3 и выбирая

с:1 = 0, С1 = С2 = с -,
U- (t0) U^(t0)

получим  представление (16). Теорема доказана.
П р и м е р  2. Пусть в уравнении (1) а( t ) = (t  - 1)2, b ( t ) = 1, с( t ) = -2 ,  f  ( t ) = 1. При этих предполож ениях 

задача (1), (13) им еет вид

(t  -  1)2u ' ' ( t ) + (2t -  1)u '( t )  -  2u ( t ) = 1, lim и ( t ) = U0.
t ̂ 1+

С использованием  системы  W olfram M athem atica найдём  реш ен и е задачи  (17) в виде

(17)

и ( t ) =
U0(2t -  1) + t -  1 + С~(2t -  3) exp  

u0( 2t -  1) + t -  1 при  t е  [1, +m),

при  t е  ( - т ,  1),

где С~ — п рои звольн ая  постоянная, что согласуется с теорем ой  2. Как и в п рим ере 1, в этом  прим ере 
р еш ен и е определено на всей оси и дополнительное задание условия на зн ачен ие п рои звод н ой  и ' ( t ) в 
точке t0 = 1 не приводит к вы делению  единственного реш ения.

В случае и зм енение знака коэф ф ициента а ( t ) на отрезке [t0 -  S , t0 + S] справедливы  следую щ ие две 
теоремы.

Т е о р е м а 3. Пусть для коэффициентов и правой частиуравнения(1) выполнены условия 1,2, ( t0- t )а ( t ) > 0 
при t е [t0 -  5 , t0) [ j ( t 0, t 0 + 5] и b0 < 0. Тогда существует единственное непрерывное решение и ( t ) е 
Ст [t0 -  S , t0 + S] этого уравнения, удовлетворяющее условию (13) и это решение имеет вид

и ( t ) =

U0
и.- ( f0) 

U0
i i^(t0)

и-2 ( t ) + U-  ( t ) при t е  [f0 -  S, t0], 

i‘̂ ( t ) + ) при t е [t0, t0 + S],

1
- ( f  ( t0) -  U0C(t0)).и при этом и ' ( t 0) = ,  ,

^  ( 0) Ь0 + a'(t0)
Д о к а за т е л ь с т в о . З ап и ш ем  общ ее реш ение уравнения (1) в виде ф ункции

C1U2 ( t ) + C2U2 ( t ) + u-  ( t ) при  t е  [f0 -  S, t0), 
(?1ii+ ( t ) + (?2ii+ ( t ) + ii^+(t) при  t е  ( t0, t0 + 5],

и (t) =

которая, очевидно, бесконечно диф ф еренцируем а на [f0 -  S, f0^ ( f 0, f0 + S].

1



А налогично доказательству теорем ы  1, учиты вая условие (13), лем м ы  1-3 и выбирая

U0 U0
С1 = (^1 = 0, Сг ^  . , (^2 ч,

U2 (tQ) U^(t0)

получим  требуемое в теореме представление. Теорема доказана.
П р и м е р  3. Пусть в уравнении (1) а ( t ) = 1 -  t2, Ь( t ) = -1 ,  с( t ) = -2 ,  f  ( t ) = 1. При этих предполож ениях 

задача (1), (13) им еет вид

(1 -  12)и ' ' ( t ) -  ( 2t + 1)и '( t )  -  2и ( t ) = 1, lim и ( t ) = и0. (18)

С использованием  системы  W olfram M athem atica найдём  единственное реш ение задачи  (18) в виде

2^0 + 1

и ( t ) = V14(1 -  t )
2u0 + 1

V14(f -  1)

sh V7 arcsin
2

sin V7 arcsh

 при  t € ( - ^ ,  1),
2

-  1 при  t € [1, +to),

что согласуется с теоремой 3. Как и в прим ерах 1 и 2, в этом прим ере реш ение определено на всей оси, а 
дополнительное задание условия на значение производной  и ' ( t ) в точке f0 = 1 излиш не.

Т ео р ем а4 . Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнены условия 1,2, ( t0- t ) a ( t )  > 0 
при t € [f0 -  S, fQШ(fQ, t0 + S] и b0 > 0 . Тогда существует двухпараметрическое семейство

и (t, С~, С+) € [t0 -  5 , t0 + S], т = maxjfc € N  : b0 + k a ' ( t0) > 0},

решений этого уравнения, каждая функция которого удовлетворяет условию (13). Это семейство имеет вид

и ( t , c  ~ , с +) = W2 ( t ) + С ~u2: ( t ) + С+й2;(t),

где С~,С + — произвольные постоянные,

(19)

W2 (t) =

U0

U- ( t0) 
U0

U- ( t ) + u„ ( t ) при t € [f0 -  S, t0],

!f+ ( t ) + ( t ) при t € [t0, t0 + S] .
u+ (Г0)

Кроме того, следующие решения однородного уравнения (1) на [t0 -  5 , t0 + S]

и- (t) =
¥ - ( t )

exp

t

/yfdii)  „
\f0 -S

, 0 при t € [t0, t0 + S],

2a (^)
при t € [t0 -  S, t0],

*i+(f) =

0 при t € [t0 -  S, t0],
t0+S ^

- b(^) + d(^)'F +(t)

y[d(t)
exp / 2a (^)

d£ при t € [t0, t0 + S]

принадлежат [t0 -  5 , t0 + S], являются бесконечно малы м и порядка т в точке t0 и

1
“'(^0) = ^ ^  ,  \ ( f  (^0) -  “ 0^(^0)).b0 + a '( t0)

Д о к а за т е л ь с т в о . Зап и ш ем  общ ее реш ен и е уравнения (1) в виде ф ункции

и (t) =
С1и - ( t ) + C2M- ( t ) + U- ( t ) при  t € [t0 -  S, t0), 
(^111+ ( t ) + (T2ii+ ( t ) + !f+ ( t ) при  t € ( t0, t0 + S].

А налогично доказательству теорем ы  1, учиты вая условие (13), лем м ы  1-3 и выбирая

^  _  М0 ^  _  U0
^1 ^  ч, ^1 =и- (10У U2 (tQ)’

п ри  этом  п остоянны е С2 = С~, (Г2 = С+ остаю тся п рои звольн ы м и , получи м  требуем ое в теорем е 
представление (19) для непреры вного на [t0 -  8, t 0 + 8] реш ения.



В статье [4] установлено, что любое непреры вное на [t0 -  S , t0 + S] реш ение уравнения (1) принадлеж ит 
[t0 -  S , t0 + 5], т = maxjfc е N  : &0 + к а ' (t0) > 0}. Н аконец, свойства р еш ен и й  й2^(1), й:-(1) в точке t0 

вытекаю т из соответствую щ их свойств ф ункций  ii^(t), v:- ( t ) (см. [4]). Теорема доказана.
П р и м е р  4. Пусть в уравн ен и и  (1) а( t ) = 1 -  t 2, Ь( t ) = 1, с( t ) = 0, f  ( t ) = 1. При этих предполож ениях 

задача (1), (13) им еет вид

(1 -  12)и ' ' ( t )  + (1 -  2t ) u ' ( t ) = 1, lim и (t) = u0.
t ̂ 1+

С использованием  системы  W olfram M athem atica найдём  реш ен и е задачи  (20) в виде

С^ + 2 arcsin-.

(20)

и ( t ) =

U0 + 

U0 +

2

t - 1  

t + 1
с ^  2 arcsh

при  t е  ( - 1, 1], 

при t е  ( 1, + т ) ,

где С+, С~ — произвольны е постоянны е, что согласуется с теорем ой 4. В точке t0 реш ен и е непреры вно, 
но не диф ф еренцируем о . Как и в п ри м ерах  1, 2 доп олн и тельн ое задан и е условия на п рои звод н ы е 
ф ункции  и ( t ) в точке t0 = 1 не приводит к вы делению  единственного реш ения в ввиду невозм ож ности 
определения постоянны х С+, С~.

4. А с и м п т о т и к а  р е ш е н и й  д в у с т о р о н н е й  з а д а ч и  К о ш и  в  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  в ы р о ж д е н и я  t0. 
В работе [5] дл я  у р ав н ен и я  (1) бы ли построены  первы е аси м п тоти ки  реш ен и й  в п равой  окрестности 
точки t0 = 0, а в работе [ ] они были использованы  для нахож дения асимптотик реш ений  односторонней 
задачи  К ош и в этой  точке. П окаж ем, как  эти  результаты  м ож но п ри м ен и ть  и в н астоящ ей  работе при 
исследовании двусторонней задачи Коши. Для упрощ ения формулировок далее будем придерж иваться 
следую щ их предполож ений.

У с л о в и е  3. К оэф ф ициенты  у р ав н ен и я  (1) и правая часть / ( t ) — дей стви тельн ы е бесконечно д и ф ­
ф ерен ц и руем ы е п ри  t е  [t0 -  S , t0 + 5] ф ункции , п ри чём  а( t ) = (t0 -  t)^+1a0( t ), m е  N, a0( t ) > 0 при
t е  [f0 -  S, t0 + S] и b ( t ) = b Ф 0.

Т акой  вы бор даёт п ри  t ^  t0 асим птотические пред ставления оп ред еляем ы х в равенствах (2) 
следую щ их ф ункций:

а (t) = ( t0 -  t)'^+10 ( 1), h ( t ) = ( t0 -  t ( 1), d(t)  = \b\ {1 + (t0 -  t)'^+10 ( 1) ) ,

t

-  /s (t) = J  h ( t )  d r  = ( t0 -  t ) 2'^+10 ( 1),

t0

для которы х в этом  пункте м ы  будем использовать их асим птотические представления.
П ереф орм улируем  некоторы е результаты  работы  [5], устан овлен н ы е н а  [0 ,5] при  стрем лении  

t ^  0+ п ри м ен и тельн о  к р еш ен и ям  у р ав н ен и я  (1) н а  отрезках  t е  [t0 -  S, t0] и t е  [t0, t0 + S] . При этом  
асим птотические представления ф ункций  будем отм ечать индексом  ❖, наприм ер, Ф+(f).

Л ем м а 4. Пусть выполнены условия 2, 3. Если а ( t ) > 0 при t Ф t0, то в окрестности точки вырождения 
t0 определяемые формулами (3), (6), (10) фундаментальные реш ения уравнения (1) допускают при t ^  t0 + 
следующие асимптотические представления:

u 1i, ( t )  = vl,(t)Ф+(t) {1 + S2( t ) 0 ( 1) ) ,  гдеФ+(1) = 1 + s(t)  +

u ^ , ( t ) = v ^ ( t ) i+ ,( t) {1 + s2( t ) 0 ( 1) ) ,  гдеi+ ,( t) = 1 -  s ( t ) +

u 1̂,>(t) = v1; ( t ) Ф ;(1 ) {1 + s2( t) 0 ( 1) ) , гдеФ ;( t)  = 1 -  s ( t ) +

u - , ( t ) = v::(t) i ^ ( t ) {1 + s2( t ) 0 ( 1) ) ,  гдеi ^ ( t ) = 1 + s ( t ) + 

Если же a ( t ) < 0 при t е ( t0, t0 + S], то при t ^  t0

й+,(г) = d+,(t)Ф1 ( 1) {1 + s2( t ) 0 ( 1) ) ,  гдеФ :(f) = 1 + s ( t ) -  

й+,(1) = Й̂ +(t) i+ ,( t) {1 + s2( t ) 0 ( 1) ) ,  гдеi ^ ( t ) = 1 -  s ( t ) -

a ( t )h ( t ) a ( t ) a ( t )h ( t )'
d ( t ) d ( t  Д  d ( t )

a ( t  )h ( t ) a ( t )
d(t)  d(t)

a ( t  )h ( t ) a ( t ) 
d(t)  d(t)

a ( t )h ( t ) '
d ( t ) 

a ( t )h ( t ) '
d ( t )

a ( t )h ( t ) , a ( t ) a ( t )h ( t ) '
d (t) d (t  Д  d (t)

a ( t ) h ( t ) _̂  a ( t ) a ( t ) h ( t ) '
d(t)  d (t)  \  d(t)

a ( t ) h ( t ) a ( t ) a ( t ) h ( t ) '
d(t)  d ( t ) \  d(t)

(21)



Л е м м а  5. П уст ь выполнены условия 2, 3. Тогда если а ( t ) > 0 при t € [t0, t0 + S], то для любой функции  
f  ( t ) € С ^  [t0 -  S , t0 + S] существуют бесконечно дифференцируемые решения уравнения (1), допускающие при 
t ^  t0+ асимптотические представления:

u l ( t ) = A+ (t)Ф+(1) +  B+(t)¥ + (1) +  s2( t ) 0 (1), где

если b > 0, то

I

A+( t ) = -  J
(t  )d (t )

exp

\ T

b + d (^) 
2a (^)

dr = 0 ( 1),

/

t0+8

^'.( , ) = -  f ^ -
Ф ^(г) f  (t ) 

^[d(t)d ( j) exp /
\  t

I T \
b -  d ( ^)

2a (^)
d r ;

/

u:^,(t) = A + , ( t )Ф+(1)+  B^+,(t)¥ + ( t )+  s2( t ) 0 ( 1), где
t / t

A i , ( t )  = A+(t), B ^ , ( t )  = [  (^) exp -  f
J  ( t  )d (t ) J10 \ T

b -  d (^) 
2a (^)

d^ d r  = 0 ( 1);

если a ( t ) > 0 для t € [t0 -  S, t0), то при t ^  t0-

u - ( t )  = A - ( t ) Ф - ( 1)+  B - ( t ) ¥ - ( t ) +  s2( t ) 0 (1), где (23)

10

-- -  /
A - ( t ) =

B - ( t ) =

y/d ( t )d (T)

/ ^

exp ( /
t

2a (^)
d£ dr = a ( 1),

t

= ~ /
t0 -S

ф : ( т ) f  (t ) 

^ d  (t  )d ( t )
exp

/ t 

- 1
b + d (^) 

2a (^)
d^ d r ;

если b < 0, то
u - , ( t ) = A-- , ( t )Ф - ( t ) + B ^ , ( t ) ¥ - ( t ) + s2( t ) 0 (1), где

A ^ ^ ( t ) = A 2 ( t ), B- 2 ( t ) = I ^  ' ' exp
J  ^ d  (t  )d ( t )

to

-  /

ф ; ( г  ) f  (t )
2a (^)

d^ dr = a ( 1).

Если a ( t ) < 0 для t € ( t0, t0 + S], то при t ^  fQ+

il+,(t) = ^ + ( t ) ^ + ( t ) +  If +(t) ' i : ( t ) +  s2( t ) 0 ( 1), где

 ̂  ̂ i t
f  "¥+.(T)f ( t) f  b -  d(^)

 ̂ J  ^ ^ ^ t ) d (r)  exp J  '2<i( '̂̂t0  ̂ \ T

d£ dr,

t0+5,
Ф

f*(‘ ) = ^  ;

ф ; ( г  ) f  ( t )

J ^ d  ( t  )d (t )

/ ^I f  b +
exp i

\  t
2a (^)

d^ d r ;

если b < 0, то
й ^ ( 1) = A ^ , ( t )Ф+(Г)+  B^+,(t)¥ : ( t ) +  s2( t ) 0 ( 1), где

a : j , ) = л и . ) . B : , i , ) = - [  e x p - f  t ,
J  ( t  )d ( t ) J  2t0 \ T

b + d (^) 
2a (^)

d£ d r  = 0 ( 1).

(24)

П рименив лем м ы  4, 5 и введённы е в них обозначения к найденны м  в теоремах 1-4  реш ениям , после 
элем ентарны х преобразований получим  следую щ ие четы ре теоремы.

Т е о р е м а  5. П уст ь выполнены условие 2  и условие 3 при т = 2п -  1, п € N  и Ь < 0. Тогда существует  
однопараметрическое семейство решений

u , ( t , C +) € C ^ [ t 0 -  5,10 + 5] 

уравнения (1), каждая функция которого удовлетворяет условию (13), и это семейство имеет вид

и , ( t , C +) = W1, ( t ) + С+u^,(t),



где С + — произвольная постоянная,

W 1« (f ) =

й М  Ф+(‘ ) exp

/  ^2
t

/ t0

' И

b + d (^ ) 
2a (^)

2a (^)
d£

{1 + ( t0 -  t (1 )) + u - ^ ( t ), t е  [f0 -  S, fo], 

{1 + ( t0 -  t )4™+20 (1)) + u'+,̂ ( t ), t е  [to, t0 + 5] .

Т е о р е м а  6 . П уст ь выполнены условие 2  и условие 3 при т = 2п -  1, п е  N  и Ь > 0. Тогда существует  
однопараметрическое семейство решений

иo(t ,C  ) е Ст [f0 -  S , t0 + S]

уравнения (1), каждая функция которого удовлетворяет условию (13), и это семейство имеет вид

и ̂ ( t ,C  ~) = W2^ (t)  + С ~u:-„(t),

где С~ — произвольная постоянная,

t0

W2o ( t ) =
d k Ф2 (^) exp

d k ' + ( ' ) exp

/
. t

to

/

b -  d (^) 
2a (^)

d£

t /
t0 \

b -  ^ (^)
2a (^)

{1 + ( f0 -  f)4™+20 (1)) + U-,^( t ), t е  [f0 -  5, to], 

{1 + ( t0 -  t )4™+20 (1)) + ), t е  [to, t0 + 5] .

/

Т е о р е м а  7. П уст ь выполнены условие 2  и условие 3 при т = 2п, п е  N  и Ь < 0. Тогда существует  
единственное ограниченное решение и ( t ) е Cm [t0 -  S , t0 + S] уравнения (1), удовлетворяющее условию (13), и 
оно имеет вид

и ̂ ( t ) =

?0

/

ь + d (^ )
2а  (^)

d£

\ t
t0 \

Ь + ^ (^)

( 1 + ( t0 -  t )4™+20 (1^  + U- ^ ( t ), t е  [t0 -  S, to],

( /\ t
2а (^)

(1 + ( t0 - 1)4™+2о ( 1) ) + a^l^( t ), t е  [to, t0 + й] .

/

Т е о р е м а  8 . П уст ь выполнены условие 2  и условие 3 при т = 2п, п е  N  и Ь > 0. Тогда существует  
двухпараметрическое семейство решений

и<>(t,C , С+) е Ст [t0 -  S , t0 + S]

уравнения (1), каждая функция которого удовлетворяет условию (13), и это семейство имеет вид

и , ( t , C - , с +) = W3, ( t ) + С- u 2; , ( t ) + С+ii^,(t),

где С~, С + — произвольные постоянные,

  t0 \
^ ^  . ( г  ъ -  d (^)

W s^(t) =
л г ) Ф2 (^) exp /

\ t 
/ t

/

2а (^)

Ь -  d (^) 
2а (^)

d£

d£

{1 + ( t0 -  t )4™+20 ( 1) ) + u„,^( t ) , t е  [f0 -  S, to],

{1 + ( t0 -  t )4™+20 ( 1) ) + u^-^( t ), t е  [to, t0 + й] .

5. В е с о в а я  з а д а ч а  К о ш и . У читы вая устан овлен н ы е в п.п. 3 и 4 результаты , рассм отрим  весовы е 
условия К ош и, позволяю щ ие вы делять н еогран и ченн ы е и бесконечно м алы е п ри  t ^  t0 р еш ен и я  
у равнения (1).

Приведём, наприм ер, утверждения, которые соответствуют случаю а ( t ) = (t0 -  t )2"+1а0( t ), п е  N  и для 
этого определим  функцию

q ( t ) =

exp

exp

ь [J  а( )̂
\  t0-8  /

to+8

- ь J  а(̂ )

при  t е  [f0 -  8 , t 0), 

при  t е  ( t0, t0 + S].



Следует отметить, что для Ь < 0 при t ^  tQ± ф ункция q ( t ) = о ( ( t0 -  t )“ ), а для Ь > 0 ф ункция q ( t ) ^  + ^  
при  t ^  t0 ±.

Под весовой задачей Кош и будем поним ать задачу нахож дения реш ений  уравнения (1), удовлетворя­
ю щ их условию

lim q ( t )и ( t ) = w 0. (25)
t ̂ t 0±

Л е м м а  6 . Пусть выполнены условие 2 и условие 3 при т = 2п, п € N. Тогда определяемые равенствами  
(21), (22) фундаментальные реш ения уравнения (1) при t ^  t0 + допускают следующие асимптотические  
представления:

й+,(1) = й+^( t ) (1 + S2( t ) 0 ( 1) ) ,  где

Ф+ (t)

( ‘ ) = ^ Щ г , exp - 2а (^)
\

lim ( t ) =
t ̂ t 0+ ^

+ТО при Ь > 0, 

i +.

t0+S

(tQ) = ф̂г при Ь < 0, ^ 1 exp - I

Ь + d (^ ) 
2а  (^)

d£

(26)

1
й+,(1) = й1, (̂ t ) (1 + S2( t ) 0 ( 1) ) ,  где

~+ .А  ¥ ^ ( t )

“'^  ( ‘) = : т exp

t0+S
f  - ъ +

J  2а\
b + d (^)
2a (^)

d^

(27)

ii+^(t0) = (p  ̂ при b > 0, _  1
0 при b < 0, 4̂+ = ^  exp 

4 b

t0+S
b + d (^) 

2a (^)
d£

Если t ^  t0- ,  то справедливы асимптотические представления:

Ui„(t) = ii-^^(t) (1 + s2( t ) 0 ( 1) ) , где (28)

<Ф - .( t)
*fi?(^) = exp

t

/
\t0 -S

b + d (^ ) 
2a (^)

d^ € С^ [ t 0 -  8 , 10],

t ̂ t 0
+ ^  при b > 0, 

't iq ( f0) = ф- при b < 0, ф1 ^ \ f \  exp

Г0

! -J  2c
f 0 i S

2a (^)
d£

1
Ul ,>(t) = îl g( t ) (1 + s2( t )O ( 1) ) , где (29)

^  ¥ ^ ( t )U1,J ( t ) = ^ = =  exp
^/d^T)

T

!
\t0 -S

Ъ -  d (^) 
2a (^)

d^

lim ( t ) =
t ̂ t 0 +

u■lcl(t0) = ф- при b > 0,
0 при b < 0,

€ C ^ [ t 0 -  5,10],

1 Г b -  d(^)
2a (^ )exp I - -

d£

'\0 -S /

Д о к аза тел ь ств о . Приведем, наприм ер, доказательство ф орм улы  (26). Воспользовавш ись ф ормулой (21), 
получим

<Ф + ( t)
ii^<,(t) = ^f'(f )<Ф +(t) = exp

^JdiT)

t0+8

I

ъ -  d (^)
2a (^)

d^

= exp

t0+5

\

d_i_ 

(^ )

<Ф K t )
0+

exp
- b -  d(^)  

2a (^)
d^ ^^^) ( t ) (1 + s2( t ) 0 ( 1) ) .

1



А налогичны м  образом  устанавливаю тся представления (27)- (29). Л емма доказана.
Л ем м а 7. Пусть выполнены условие 2 и условие 3 при т = 2п, п е  N. Тогда при t Ф t0 для любой функции

f  ( t ) = ^0 , /о ( t ) е Ст [t0 -  S , t0 + S] определяемые равенствами (24), (23) частные реш ения уравнения (1)

при t ^  t0+ допускают следующие асимптотические представления:

^i^^.(t) = [A^+(t)^+(t) + ^^+(t)' i : ( f ) ) { 1  + s2( t ) 0 (1 )) , где (30)

i  +o( t ) /0 (t ) 

^!d{t)d{T)

r  b

exp J  -2
T

Ъ + d (^) 
2a (^)

d£ dr = 0 ( 1),

t0+S ̂
I ‘Ф + ( ^ ) /0 ( ^ )B̂ + ( t )

= J yjd ( t )d (T)
exp

lim  B^+(t) =
t ̂ t 0 +

B'+(t0) = Ф- при b > 0., 
a ( t ) 0 ( 1) при b < 0,

t

t0+5,

- b  + d (^) 
2a (^)

d£ dr,

0,

, = J
Ф+(тг) /0 (T)

b^'diT)
e x p /  - '2

\ t0

- b + d (^) 
2a (^)

d^ dr.

Если t ^  t0- ,  то справедливы асимптотические представления:

u::,(t) = ■̂ ~̂) [A-2 (t)^-2 ( t )+  B-- ( t ) i ^ ( t ))  {1 + s2( t ) 0 (1 )), где (31)

A-- ( t ) == -
'F.~(r) /0 ( t )

J  ^ d  (t  )d (t )
exp

- 1 - 2
\ t

b + d (^) 
2a (^)

d£ dr  = 0 ( 1),

B - ( t ) == -

?0 -5

Ф^ (т) /0 (T) 

^[d(i)d{7)

R -  (.Л = \  B~q ( t0) = пр и b > 0, 
t-H.f0-  -  I  a ( t ) 0 ( 1) при b < 0, =

exp U  - -\ T
0̂

= ~ I
t0-S

b -  d (^ ) 
2a  (^)

d^ dr,

exp I
\  T

/ t0 \
b -  d (^)

2a (^)
dr.

/

Д о к аза тел ь ств о . П риведем доказательство ф орм улы  (30). Учитывая форм улу (24) и используя интегри­
рование по частям, получим

1
ib^,(t) = J i : ( t ) ^ t ( t ) + 1Ъ +,(t) ' i : ( f ) + s2( t ) 0 ( 1) ^  —  ̂ + ( t ) ^ l ( t )  {1 + s2( t ) 0 ( 1^  +

 ̂ ^  2    1

q ( t ) '

+ ^^^) ^^+(t) 'F K f) {1 + s2( t ) 0 ( 1)) = [^+ (t)<Фt ( t ) + ^^+(t)^¥+,(t)j {1 + s2( t )0 ( 1)) .

А налогичны м  образом  устанавливается представление (31). Л емм а доказана.
П рименив лем м ы  6, 7 и введённы е в них обозначения к найденны м  в теоремах 1-4  реш ениям , после 

элем ентарны х преобразований получим  следую щ ие две теоремы.
Т е о р е м а  9. П уст ь выполнены условие 2 и условие 3 при т = 2п, п е  N  и Ь < 0. Тогда при t Ф t0

для любой функции f  ( t ) = =̂0(^) , /0 ( t ) е  Cm [f0 -  S , t 0 + S] существует двухпараметрическое семейство

и (t, С~, С+) е Ст ( [t0 -  S, f0^ ( f 0, f0 + S]) решений уравнения (1), каждая функция которого удовлетворяет  
условию (25). Это семейство имеет вид

и ( t ) =

W0 _

w

3 u - ( t ) + U- ( t ) + с  u- ( t ) при t е  [f0 -  S, t0), 

'v-
r-0 !b+(f)+  й +(t) + С+й^(Х) при t е ( t0, t 0 + S],

где С ,C  + — произвольные постоянные. При t —  t0+ они имеют асимптотическое представление

и ( t ) =
q ( t ) и  ( t )

t0

2с(^) d^  
d (^) -  Ь

+ ^ + ( t  )<Ф+(t) + ^^+(t ) ' i ' : ( t )

т

Т

Т

/ t

1
X



X (1 + S2 (t  ) 0  ( 1)) + C+ii2 (̂ t ), 

а при t ^  fQ- асимптотическое представление имеет вид

/ t

и ( t ) =
1

q ( t ) ^ ^  d W  Ф~i( ' ) exp
((

\ 0

2с(^) 
d (^) -  Ъ

+ A ^ ( t )Ф - (1) +  В-- ¥ - ( 1) +  S2( t )0 ( 1)

+ С й'- ( t ).

Д о к а за т е л ь с т в о . З ап и ш ем  общ ее реш ение уравнения (1) в виде

ClUl ( t ) + C2U1 ( t ) + U- ( t ) при  t € [f0 -  S, tC, 
( : lм '( t ) + (T2M+ ( t ) + u^:(t) при  t € ( t0, t0 + s ],

M (t) =

и, используя лем м ы  6, 7, вы числим  предел (25) для Ь < 0 и t ^  tQ+. И меем

lim q ( t ) и ( t ) = lim q ( t ) ((01u'+(t) +  (22u2: ( t ) +  и +(t^  = C:1 lim  q ( t )u ^ ( t ) = (?1(p1 = W0. 
?0+ ?0̂  \ / ?0 +

W0
Выбирая в общ ем  реш ен и и  (Г1 ^  ^ , (Г2 = С+, и, учиты вая (27), (30), получим  (32). Действительно,

и ( t ) =
q ( t )

w 0 ^

\<p1

<p1

( t ) + ^\^'(t)^^>'(t) + ^^+(t) ^¥+,(t) (1 + s2( t ) 0 ( 1^  + C'u^2 (t) =

q ( t )
W0-,

\b\

q

d ( t )
Ф- ( t ) exp [I  ^

\ 0

2c(^) d^  

d(^)  -  b
+ A-i ( t  ) Ф i ( t ) +  H-- ¥ - ( 1)+  s2 (t  ) 0  ( 1)

+ С И'- ( t ).

При этом  м ы  использовали  равенство

jbL
d ( t )

0+

exp
f  b + d ( ^ ) ^ ^  f  b-

J  e x p ^  ^

0+
b + d (^) 

2a (^)
d£ ^+(t)  =

f b ^
J  2a(^) ^
0 /

+(‘ ) = И Г ) exp
2  ̂(i ^

d (^ )J  \b\ +
<Ф +(t).

\ 0 /  \ 0 / 

И спользуя лем м ы  6, 7, вы числяется предел (25) для случая Ь < 0 и t ^  t0. И меем

lim q ( t ) и ( t) = lim q ( t) (C1 u'+(t) + C2u2:( t)  + ( t ) ) = C1 lim q(t)u^'(t)  = С1ф1; = W0.t0 - t0 - t0 -

W0
В ы бирая в общ ем  реш ен и и  С1 ^  — , С2 = С , ан алоги чн о  п р ед ы д у щ ем у  случаю , п олучи м  (33).

Теорема доказана. 1

В следую щ ей теореме м ы  будем использовать обозначения лем м ы  7 и ф у н к ц и и  . Как уж е было

указан о  в н ачале этого пункта, п ри  Ь > 0 ф ун кц и я q(t)  ^  +то п ри  t ^  fQ±, п оэтом у  дооп редели м

ф у н к ц и и  — — в точке t0 нулём .
( )

Т ео р ем а  10. Пусть выполнены условие 2 и условие 3 при т = 2п, п € N  иЬ > 0. Тогда для любой функции

f ( t )  = , /о ( t) € С“ [t0 -  S, t0 + (5] существует единственное решение и (t) € С“ [t0 -  S, t0 + <5] уравнения
( )

(1), удовлетворяющее условию (25). Это решение имеет вид

и (t) =

W0 — ф
— ^ ^ и:- (t) + и:- (t) при t € [t0 -  s, t0),

ф2 „
^ 0 _ + P’* ii2i ( t )  + й  +(t) + С+u2i ( t )  при t € ( t0, t0 + (5].

При t ^  t0+ оно имеет асимптотическое представление

t

и ( t ) =
1
( )

( W0 - (p' Ы  '^ ^ ( t ) exp ((

\ t0

(b - d (  ̂ ) ) d ^  
2a ( ̂ )

+

1

1
+

X



X {1 + s2( t ) 0 ( 1) ) ,  

а при t —  t0-  асимптотическое представление имеет вид

(32)

и ( t ) =
q ( t )

' o  ( t ) exp

/ f0

(/t
(d(^) -  b) 

a (^ )
+ A-- (t  )ф-2 ( t ) +  B-- i - ( t )

X {1 + s2( t ) 0 (1)) . (33)

Д о к азател ь ств о . В отличие от теоремы 9 для вы полнения условия (25) следует в общ ем реш ении  выбрать 
С1 = (Г1 = 0 и тогда

lim q ( t )u ( t )  = lim q(t)  ((:2u2:(t)  + (t) + u+(t)] = (Г2гЪ+„( t0) + 1Ъ̂,(Г0) = (?2<Ъ2 + (p- = ^ 0,t — t0+ t — t0+ I Ч Ч

lim q ( t )u ( t ) = lim  q ( t ) {C2u:-(t) + ( t ) + u-: ( t )) = C2U:;.(t0) + B~2 (to) = C2^ 2~ + = ^ 0.
t — t0 -  t — t0 -   ̂ ^

В ы бирая в общ ем  реш ен и и  С1 = (Г1 = 0, С2 = 0 , (^2 = —0— , получаем  требуем ое реш ение.
^2 ^2

А налогично теореме 9 устанавливается справедливость асимптотических представлений (32), (33). Теорема 
доказана.

П одобны м  образом  м ож но рассм отреть и весовы е условия К ош и ви д а (25) для случая а( t ) = (f0 -  
t )2" а 0( t ), п е  N.

В заклю чение отм етим, что в отличие от теорем  9 и 10 при  Ь < 0 и q ( t ) = о ( ( t0 -  t )т) уж е для лю бой 
ф ун к ц и и  /  ( t ) е С m [f0 -  S , t0 + S ] сущ ествует семейство р е ш е н и й ;]  ( t ,C ) е  Cm ([f0 -  S , t0 ̂ ( f 0, f0 + S ]) 
уравнения (1), удовлетворяю щ их условию  (25), им ею щ ее вид

гЪ ( t ,C ) =

у1\^\^0Ф- ( t )w3(t, С) + ----------, exp
q( 1)лЩ ё)

г. r̂  ̂ . 71^^0<Ф+( t)W3 ( ,  С) + — ——^  exp

/ t0
2 ( )
Ь + d( ̂ )

t

‘ * 2 с( i;) d i

[I  *
\t0

b -  d(^)

(1 + s2( t )O ( 1)) при  t е  [f0 -  S, t0), 

(1 + s2( t ) 0 ( 1)) при  t е  ( t0, t0 + 5],

/

где w3( t ,C ) — п рои звольн ое неп реры вн ое н а [f0 -  S , t0 + S] р еш ен и е у р ав н ен и я  (1), которое м ож но 
построить как и в теорем ах 3 и 7, а Ф2' ( f ), ‘Ф'+(1) определены  в лем м е 4.
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