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Введение 

В рамках данной работы под сигналом понимается функ¬
ция времени, в параметрах которой содержится некоторая информация о ре¬
альных процессах или явлениях. Такими сигналами в частности являются ка¬
нальные сигналы систем передачи информации, отклики на зондирующие 
воздействия в радиолокации, входные воздействия в информационно-изме-
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рительных системах и т.д. Реальные сигналы поступают на входы некоторых 
систем и проявляются в виде откликов на их выходах. Во многих случаях 
адекватной моделью преобразования сигналов в регистрирующих системах 
служит интегральное соотношение типа свертки [1-3] 

!l(f) = J r(t-T)f(T)dr, (1) 

где Tf-
r ( z ) • 

длительность сигнала (входного воздействия) f 
ядро интегрального соотношения (аппаратная функция сис¬
темы), удовлетворяющая условию физической реализуе¬
мости 

r(z) = 0, V z < 0 (2) 

В дальнейшем предполагается, что область определения 
отклика u(t) 0 < t < Tu не меньше чем длительность входного воздействия, т.е. 
имеет место неравенство 

7 }<Г „ . (3) 

Кроме того, считаем, что все, входящие в соотношение (1) 
функции непрерывны, вещественны и имеют ограниченную евклидову норму 

\\f\f=\ f\t)dt«*; 
о 

ти 

1|и||2=| u2(t)dt <оо; 
о 

\\rt \\2=1 r2(t-т)dт<<x>. (4) 

Восстановлением сигналов принято называть оценивание 
при известном ядре входных воздействий на основе обработки результатов 
регистрации откликов (эмпирических данных). 

Материалы и методы исследования 

Функционирование реальных регистрирующих систем свя¬
зано с дискретизацией области определения отклика и наличием искажений 
за счет неконтролируемых воздействий посторонних факторов (помехи, шу¬
мы аппаратуры) [2,4]. В соответствии с этим модель регистрации сигналов 
принимает вид 

тт 
wt =и{Ш) + е(Ш) = \ $ ( г ) / ( г > Д + £ г, i = l,...,N, (5) 

о 

где At - интервал дискретизации области определения отклика 
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At = TJ(N-l); (6) 

ФХт) = г{М-т), i = l,...,N. (7) 

Восстановление сигналов по результатам регистрации от­
кликов является обратной задачей [6, 7]. Одна из проблем её решения возни­
кает в виду того, что в отклике может отсутствовать часть информации об ис¬
комом сигнале. 

В самом деле, известно [4] , что любая функция из L2 может быть единс­
твенным образом представлена в виде суммы двух ортогональных компонент 

т = № + Гг(т\ (8) 

где f\ - элемент линеала 

N 

/ i (*0 = E <*А(т), (9) 
!=1 

а вторая компонента ортогональна ко всем функциям вида (7) 

(f2A) = \ f2(m(T)dr = 0,i = l,...,N. (10) 
о 

Таким образом, вторая компонента искомого сигнала (8) не 
проявляется в отклике. Иными словами в общем случае доступна для восста¬
новления только компонента вида (9). 

Рассмотрим возможность априорного анализа свойств доступных для 
восстановления компонент, когда заданы ядро интегрального соотношения 
(1), шаг дискретизации области определения отклика и модель входного воз¬
действия (искомого сигнала). 

Очевидно, что такой анализ связан с моделированием прямой задачи -
формирования отклика, для чего в частности необходимо вычислять совокуп¬
ность интегралов вида (10). В качестве квадратурной формулы используем 
формулу прямоугольников (крышка сверху означает оценку отклика) 

м 

« , = А 7 Е 4 Л , (11) 

где ^ т - интервал дискретизации области интегрирования, опреде­
ляемый по аналогии с соотношением (6); 

щ им(гАЛ); фш=ф,{кАт); fk= f{kAz),k = \,...,M.  

В дальнейшем предполагается выполнение следующего неравенства 

N < M (12) 
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Положим <P = {AT<f)jk},i = l,...,N:k = l,...,M, (13) 

так что совокупность соотношений (11) аппроксимируется 
приближенным матричным равенством 

и= (и 1 , . . . , 11 л г ) , иФ/ > f = ifx,...,fMt (14) 

В свою очередь для аппроксимации компоненты (9) естест¬
венно использовать векторное представление 

f =Фа. (15) 

При этом вторая из компонент (8) определяется соотноше¬
нием 

f = f ( 1 6 ) 

так что в соответствии с (10) должно выполняться соотно¬
шение ортогональности 

ф / = ф / - ф ф а = 0. (17) 

Так как соотношение (15) определяет ортогональную про¬
екцию вектора отсчетов искомого сигнала, то компонента (16) должна иметь 
минимальную евклидову норму. Поэтому вектор коэффициентов а должен 
удовлетворять следующему вариационному условию 

F(a) = |f - фа ||2 = minF(в) = min || f - фр ||2,\/р е RN, (18) 

Представляет интерес получить метод вычисления проек¬
ции (15) при заданных векторе /и матрице Ф, что позволяет провести апри¬
орный анализ доступных для восстановления компонент на основе модели¬
рования. 

Известно [5], что матрицы вида (12) могут быть представлены в виде 
сингулярного разложения 

ф = QL1/2G', (19) 

где штрих означает операцию транспонирования; 

L = diag (0 . .А); ХХ>ХГ >... >XN > 0; (20) 
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Q - ортогональная матрица собственных векторов симметрич¬
ной неотрицательно определенной матрицы 

A = фф, (21) 

AQ = QL; (22) 

Q = { q 1 . . . Q N К 4i = Чт У , i = N ; ( 2 3 ) 

Q Q = diag (24) 

Если ранг матрицы (13) равен K, причем 

K < N, (25) 

то будут иметь место равенства 

0+1 = 0+2 = . . . = 0 = 0 
(26) 

В том случае можно исключить столбцы матрицы Q, соот¬
ветствующие нулевым собственным числам. 

В свою очередь G - в общем случае ортогональная матрица размернос¬
ти M * N, столбцы которой представляют собой собственные векторы сим¬
метричной неотрицательно определенной матрицы 

B = фф, (27) 

BG = GC; C = diag(Al,...,ANy; (28) 

GG = diag (29) 

Справедливо следующее. 
Утверждение 1. При заданных векторе / и матрице Ф для компоненты (15), 

удовлетворяющей условию (17), справедливо соотношение 

f = GG J. (30) 

Доказательство. Легко показать, что вектор 

f = f - GG f ( 3 1 ) 

ортогонален ко всем строкам матрицы (13). Для этого (31) 
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слева и справа умножим на эту матрицу. В результате имеем 

Ф/2 = ^ ^ G G ) f = 0 f. (32) 

Нулевая матрица в скобках получается в результате подста¬
новки разложения (19) с учетом свойства (29). 

Рассмотрим теперь вариационное условие (18) и представим его пра¬
вую часть в следующем виде 

F(в) =||f ||2 -2вф>/ + в,фф,в 

Дифференцируя по вектору /3 и используя представление 
(19) с учетом свойства ортогональности (29), получаем равенство, которому 
удовлетворяет оптимальный в смысле (18) вектор коэффициентов 

QLl,2G' f = QL1'2 Ll,2Qd. 

Диагональность матриц^г L 1 2 позволяет получить отсюда 
равенство 

LmQa = G f. 

Умножив последнее соотношение слева и справа на матри¬
цу G, с учетом разложения (19) получаем 

GLll2Qd = фа = GG f, (33) 

что и завершает доказательство сформулированного выше 
утверждения. 
В качестве следствия справедливости (30) получаем соот¬

ношение для квадрата нормы вектора (31) 

| | f |H | f | | 2 -HG'fH2. (34) 

Отсюда и из (29) следует, что равенство ортогональной ком¬
поненты нулю достигается на векторах из линеала 

f - fx = GP, (35) 

где p - вектор с произвольными вещественными компонентами 
P = (в , . . . , вт)'. 
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В общем случае при разработке метода восстановления сигналов пред­
ставляется естественным руководствоваться тем, что восстановлению доступ­
на только компонента вида (9), используя при этом её дискретные аппроксима­
ции (15) или (35). Тогда вычисления сводятся к определению коэффициентов 
этих представлений на основе зарегистрированных значений откликов. 

Для иллюстрации важности учета искажения информации о входном 
воздействии в отклике рассмотрим следующий пример. Пусть i-тая строка 
матрицы (13) имеет вид $ = (0,.., 0, v(1),..., v(Mi), 0,.., 0), где количество ну­
лей в начале равно i - 1 , Mi = 150. v(k) = 0,5 (1 - cos (Ink/Mi)), i = 1,..., N = 200, 
M = N + 149. В качестве вектора отсчетов входного воздействия используем 
прямоугольный «импульс» f = (1, . . , 1,2,..., 2,1,.., 1)', где число нулей в начале 
равно 50, а число подряд идущих единиц равно 20. Это соответствует моде¬
лированию радиолокационных измерений по дальности. 

На рис. 1 приведены графики компонент вектора / и полученной на ос­
нове соотношения (30) его компоненты f1. Эти графики наглядно демонстри¬
руют то, что сохраняющаяся компонента может существенно отличаться от 
точного воздействия, причем могут проявляться ложные «всплески» (второй 
отрицательный импульс), которые при восстановлении будут воспринимать¬
ся как реальные. 

1,6 

0,4 

.—1-V / 

1 1 1 1 1 1 1 

50 100 150 200 250 300 350 

Р и с . 1 . Г р а ф и к и в х о д н о г о в о з д е й с т в и я ( с п л о ш н а я л и н и я ) и е г о 

к о м п о н е н т а (30) . 

0 

0 

Другая проблема при решении задачи восстановления сигналов возни¬
кает в случае, когда некоторые элементы матрицы L в разложении (19) (син­
гулярные числа матрицы Ф) будут недостаточно велики по сравнению с пог¬
решностями измерений. В самом деле, имея в виду представления (14) и (35), 
а также разложение вида (19) с учетом свойства (29), модель реальных изме¬
рений откликов (5) можно аппроксимировать следующим соотношением 

w = (wl,...,wNj=QLy2p + e. (36) 
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Здесь вектор ошибок Ё = (е1,..., eN)', куда целесообразно 
включить погрешности аппроксимаций за счет применения квадратур, пред¬
полагается неизвестным, так что для вычисления неизвестного вектора коэф¬
фициентов р приходится использовать представление 

w = QLl,2p. (37) 

Устойчивое оценивание отсюда р возможно только тогда, когда эле¬
менты диагональной матрицы L не очень малы по сравнению со значениями 
квадратов компонент вектора Ё в (36). В противном случае необходимо ис¬
пользовать специальные приемы построения устойчивых приближений к ис¬
комым сигналам. Эти приемы принято называть регуляризацией. 

Результаты исследований и их обсуждение 

Проблеме регуляризации задачи восстановления посвяще¬
на обширная литература. 
Основное противоречие возникает между желанием до¬

стичь устойчивости и при этом обеспечить воспроизведение достаточно тон¬
ких деталей входных воздействий при наличии неизвестных погрешностей в 
модели регистрации откликов. 

Отметим, что известные подходы к построению приближенных реше¬
ний не учитывают того, что в отклике в общем случае отсутствует информа¬
ция о второй компоненте разложения (8). 

Наиболее общий подход к регуляризации обратных задач развит в ра¬
ботах Тихонова А.Н. и его последователей [3, 5, 6]. В его основе используется 
прием замены исходного уравнения «близким» к нему, решение которого яв¬
ляется устойчивым. Это реализуется с применением вариационного принци¬
па минимизации регуляризирующего функционала 

т. т, 

G(f,a) =j[wit)-jr(t-T)f(T)drfdt+c£l(f)=rmnyfeX , (38) 
о о 

где предполагается, что эмпирические данные представляют 
собой функцию времени; 

а > 0 - параметр регуляризации; 
X - некоторое функциональное пространство, например про­

странство Соболева или L2 ; 
Q(f) > 0 - стабилизирующий функционал (стабилизатор), определен¬

ный на заданном функциональном пространстве. 

Специфика уравнения свертки заключается в возможности 
использования алгебраического соотношения 
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U(a>) = R(a>)F(a>), (39) 

между трансформантами Фурье (спектрами, заглавные бук­
вы) входящих в соотношение (1) функций, определение которых имеет сле­
дующий вид 

00 

Z(«)= J z(y)exp(-ja>y)dy, (40) 
-00 

где а = 2nv - круговая частота; 
v - частота; j = (-1)1 /2 . 

Условия существования таких интегралов рассматриваются 
во многих руководствах, например в [7]. Предполагается также существова¬
ние обратных преобразований 

оо 

z(y) = J ^(щ) ехр(у'шу)da 12л. (41) 
- о о 

В связи с этим принцип регуляризации (38) можно реализо¬
вать на основе модели 

00 

j£(r)=J Wiw)RXw)QxvUw)dcol(\R(c0)\2+ac02)l2K, (42) 
-00 

где звездочка означает комплексное сопряжение трансформан¬
ты Фурье ядра, а в качестве стабилизатора используется ев¬
клидова норма первой производной искомого сигнала. 

Таким образом, реализация (42) предполагает определение 
трансформанты Фурье отклика и вычисление обратного преобразования при 
некотором значении параметра регуляризации. Представляет интерес анализ 
этой процедуры. 

Во-первых, отметим, что по дискретным данным может быть вычисле¬
на только оценка спектра отклика 

N 

Wiia>) = AtYJ wkexV(-ja)At(k-l)), (43) 

которая является периодической 

Wd{a> + 2KmPw) = Wd(co), (44) 

с периодом Рк=2л/ At. (45) 

Поэтому интеграл в (42) должен рассматриваться в часто¬
тной области не шире 
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-яШ<ю<я1 At. (46) 

При этом справедливо соотношение [9] 

Wi(a) = W{aj) + YJ QV{(» + 2ttkPw) + W(a)-2^kPJ), (47) 
/ t= i 

из которого следует, что спектр отклика может быть сущес¬
твенно искажен по сравнению со спектром непрерывной реализации, особен¬
но сильно будут искажаться частотные составляющие вблизи границ интер¬
вала (46). 

Реально спектр (43) также вычисляется в дискретном наборе точек 

щ=т/(Щ1-1)), - / < / < / , (48) 

в которых также должен вычисляться и спектр ядра R(w1). 
Поэтому (42) аппроксимируется интегральной суммой 

i 
X(A:)=ArA^ff(«,0i?Vi.)exp(y7A«(A:-l))/(|R(fiJ,.)|2+afij:!), Aw =nl{I-\). (49) 

>=-/ 

Шаг дискретизации спектров часто выбирается в соответс­
твии с принципом дискретного преобразования Фурье (ДПФ) (это позволяет 
использовать алгоритм быстрого преобразования Фурье (БПФ)) [9] 

Aw = 2n/(AtN). (50) 

Таким образом, и спектр оценки искомого сигнала будет ог¬
раничен интервалом (46), что может приводить к погрешностям. Кроме то¬
го в виду необходимости вычисления спектра ядра должно выполняться ра¬
венство 

Д* = Дг. (51) 

Но если необходимо сохранить тонкие детали профиля 
входного сигнала, например, обеспечить разрешение близко расположенных 
экстремумов, то следует соответствующим образом выбрать шаг дискрети¬
зации области определения отклика. В частности из равенства Парсеваля [8] 
следуют требования 

оо 00 

\r2(t)dt =J I R(w) |2 dmlln « J \R{w)tdwl2n, (52) 
—ao —ao —nIAt 
oo oo nIAt 

J f2(t)dt = J \F(w)\2dwl2K « J I F(w) fdw!2n. (53) 



№ 2 , 2 0 1 8 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
Обработка сигналов в линейных системах 45 

Ясно, что выполнимость последнего условия подтвердить 
невозможно. Таким образом, представляется целесообразным применять та¬
кой метод регуляризации, когда интервалы дискретизации не связаны жест¬
ким условием вида (51), что может быть невыполнимо при использовании эм¬
пирических данных. 

Выбор значения параметра регуляризации является одной из основных 
проблеме, которая характеризуется противоречием между желанием обес¬
печить устойчивость оценки входного сигнала к влиянию неточности апри¬
орных знаний о свойствах погрешностей наряду с необходимостью выявить 
тонкие детали. Решение этой проблемы базируется на предположениях об 
уровне погрешностей например в смысле её дисперсии. 

Представляется целесообразной разработка такого метода восстанов¬
ления входного сигнала по эмпирическим данным, который учитывает толь¬
ко первую из компонент в аддитивной смеси (8) и позволяет оценивать уровень 
погрешностей регистрации отклика непосредственно по имеющимся данным. 

Так как вторая из компонент суммы (8) теряется, то в качестве исходно¬
го вектора значений восстанавливаемого сигнала естественно использовать 
представление 

(54) 

С учетом свойства (29) нетрудно получить соотношение 

¥Л?=\\И. (55) 

тогда как для нормы сигнальной части отклика (14) в виду 
(19) и (24) имеет место 

N 

(56) 

Положим 

y = Q'w = Qu+Q£. (57) 

С учетом (36) имеем 

y = Qu=(yi,...,yN)'=LV2p, (58) 

yk=4l2Ph,k = l,...,N. (59) 

Таким образом, выполнение равенств вида (36) влечет ра¬
венства 
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yk=0,k = K + l,...,N. (60) 

Поэтому сформированный на основе (55), (57) и (58) регу-
ляризирующий функционал Тихонова А.Н. должен учитывать только ненуле¬
вые сингулярные числа 

G0,a) = f (Д ' / 2 Д -n f+oc f ^ Pl (61) 
*г=1 k=\ 

Минимизация этого функционала при фиксированном па¬
раметре регуляризации достигается на векторе с компонентами вида 

A = 0 ' V ( « + 0), * = U-,*. (62) 

В соответствии с (60) остальным компонентам вектора ко¬
эффициентов в (54) следует придать нулевые значения. 

При подстановке этого представления в первую сумму правой части 
(61) нетрудно получить соотношение для квадрата нормы вектора отклоне¬
ний от эмпирических данных 

H(a) = a2f^y2
k/(a + Ak)2. (63) 

k=l 

Если теперь задать его значение, то тем самым определится 
уравнение для параметра регуляризации 

a2tr2
k/(cc + Ak)2=s2. (64) 

Нетрудно получить соотношение 

dH{a)lda = afj ^ /(а + Ак)2, 
к=1 

которое показывает, что правая часть (63) монотонно не 
убывает, а следовательно корень уравнения (64) будет единственным, причем 
следует иметь в виду необходимость выполнения неравенства 

s2<trl/%, (65) 
к=1 

чтобы корень был неотрицательным и ограниченным. 
Использование равенства 

52 = 0 (65) 

дает нулевое значение параметра регуляризации, поэтому 
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его следует применять в тех случаях, когда норма вектора погрешностей в 
(36) мала по сравнению с нормой информационного вектора (37), в частнос­
ти, когда собственные числа матрицы (21) достаточно велики. В противном 
случае представляется естественным использовать оценку математического 
ожидания по близким к нулю собственным числам (см. [60]) 

*2=*Z rl'W-K). (66) 
к=К+1 

Отметим также, что для поиска корня уравнения (64) следу¬
ет использовать метод последовательных приближений на 
основе представления 

a = s(fd yllia + Ak)2ym, (67) 
k=l 

который сходится при выполнении неравенства (65). 

Выводы 

Рассмотрена задача устойчивого восстановления сигналов 
в линейных системах с постоянными параметрами. Показано, что в откли¬
ке системы может отсутствовать часть информации о входном воздействии, и 
разработан метод априорного анализа доступной для восстановления компо¬
ненты. Предложен проекционный метод устойчивого восстановления сигна¬
лов на основе сингулярного разложения матриц. Получены основные соотно¬
шения, позволяющие регуляризовать задачу восстановления и вычислить па¬
раметр регуляризации непосредственно по данным измерений. 
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