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Аннотация
В статье анализируется временной распад для опционной стратегии стрэддл (straddle). Мо
делирование осуществляется на примере двух моделей: Sircar-Papanicolaou (1998) и Ja.nda.cka- 
Sevcovic (2005). Первая модель учитывает эффекты обратной связи от операций крупных 
трейдеров, вторая учитывает наличие транзакционных издержек. Построены графики, пока
зывающие отличие в ценах и в скорости временного распада для исследуемых нелинейных мо
делей от классической линейной модели Блэка-Шоулза при использовании стратегии straddle.

Abstract
The article analyzes time decay for the option strategy «straddle». The simulation is carried out 
on the example of two models: the model of R.K. Sircar and G. Papanicolaou (1998) and the model 
of M. Janclacka and D.Sevcovic (2005). The first model takes into account, the feedback effects of 
the operations of large traders, the second model takes into account, the transaction costs. The 
results are presented in the form of graphs, showing the difference in prices of and time decay for 
the nonlinear models under study from the classical linear model of Black-Scholes, when using the 
strategy straddle.
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Введение

Классическая линейная модель ценообразования Блэка-Шоулза с постоянной (так 
называемой исторической) волатильностью была предложена в работе [5]. Модель была 
выведена с использованием нескольких ограничений, таких как непрерывная торговля,
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отсутствие транзакционных издержек и абсолютная ликвидность. Согласно этой теории 
ценообразования опционов цена u(x,t) условного требования, где цена базового актива 
x >  0 и момент времени t Е [0,Т], является решением линейного параболического 
уравнения:

1 2 2 0, (1 )2 2и, +  2  * x  +  rxUx  -  ru

где r >  0 — безрисковая процентная ставка, а а — постоянная историческая волатиль
ность базового актива.

Однако практический анализ рыночных данных показывает необходимость постро
ения более реалистичных моделей, которые учитывают вышеупомянутые недостатки 
классической теории Блэка-Шоулза. Это стимулировало разработку различных нели
нейных моделей ценообразования опционов, в которых функция волатильности больше 
не является постоянной.

Наиболее общей моделью, учитывающей недостаточную ликвидность, является мо
дель Сиркара-Папаниколау [16]. В данной модели для описания ценообразования опци
онов используется понятие совокупного дохода «реферальньтх» трейдеров. Авторами 
получено семейство нелинейных дифференциальных уравнений в частных производ
ных, в случае отсутствия программных трейдеров (р ^  0  р -  доля крупных трейдеров) 
сводящееся к классическому уравнению Блэка-Шоулза:

1
Щ + 2

V (1 -  рих)Ц'(У(1 -  рих))
V (1 -  рих)и'(У(1 -  рих)) -  рxux

т 2

a2x2uxx +  r(xux -  и) =  0. (2)

Здесь V (■) =  U_1(-), a U(■) — функция относительного спроса реферальных трейдеров. 
Авторы модели, Р. Сиркар и Г. Папаниколау, подробно рассматривали случай линейной 
функции U(z) =  (3z, в >  0, в этом случае уравнение имеет вид

1
Щ + 2

1 -  рих 1 2

1 -  рих -  рXUx
a2x2uxx +  r(xux -  и) =  0, (3)

и провели численное исследование поведения модели в моменты, близкие к экспирации 
опционов.

Замечание. Проведенная групповая классификация уравнения (2) (см. [7,10]) поз
волила выделить две спецификации, которым соответствуют логарифмическая функ
ция спроса реферальных трейдеров U (z) =  в In z +  Л и  степенная функция спроса 
U (z) =  Az1/в, где Л — константа интегрирования. В этом случае модель выглядит как

1 2 2 2и, +  -  [1 -  xv(Ux)Uxx] а x Uxx +  r(xUx -  и) =  0 .

При этом свободный элемент v(ux) принимает значения v(ux) =  в  (логарифмическая 
функция спроса) или v(ux) =  в /и х для степенной функции сироса. Здесь в  — постоян
ная. В случае, когда v(ux) =  0, получается линейная модель Блэка-Шоулза, которая, 
заметим, методами симметрийного анализа была исследована в работе [1 1 ].

Методология ценообразования с поправкой на риск (risk adjusted pricing methodo
logy, сокращенно RAPM ), учитывающая не только транзакционные издержки, но и
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риск, возникающий из-за недостаточной частоты балансировки портфеля при дельта
хеджировании. была обобщена в [14]. В этой модели уравнение имеет вид

1
щ +  2 1 — ц (xuxx) 3 a2x2uxx +  r(xux — и) =  0, (4)

где ц =  3 (C'^R/2n) 3, С0, R >  0 — неотрицательные постоянные, представляющие пока
затель стоимости транзакции и показатель премии за риск соответственно. В численных 
расчетах авторы брали показатель ц =  0.2 .

Существует много различных опционных стратегий, направленных на решение за
дач максимизации прибыли, страхования портфеля или управления риском [4]. Одна 
из них. часто используемая на практике, получила название straddle («стеллаж»). Она 
состоит в одновременной покупке или продаже опциона колл (call) и опциона пут (put), 
на одну дату исполнения (дата экспирации, expire date) и с одной ценой исполнения 
(страйк, strike price). Если ожидается, что цена базового актива существенно вырастет 
или упадет, покупаются два опциона, колл и пут. И наоборот, если ожидается, что цена 
базового актива останется на месте, трейдер продает два опциона, колл и пут. с одними 
страйком и датой экспирации.

Так как цена опциона в соответствии с моделью Блэка-Шоулза зависит помимо 
прочего от времени, оставшегося до истечения опциона, уменьшение цены называет
ся временным распадом цены опциона. Во многом доходность операций с опционами 
зависит от скорости, с какой уменьшается цена опциона при сохраняющихся осталь
ных параметрах. Показателем, характеризующим временной распад, является частная 
производная цены опциона и по времени t:

Theta =  — .
dt (5)

Знак минус перед производной ставят, чтобы подчеркнуть уменьшение стоимости со 
временем. В рыночном сообществе этот и подобные показатели получили общее на
звание «греки» или «показатели чувствительности» (Greeks, sensitivities). На практике 
используется около 30 таких показателей. Наиболее подробное, по-видимому, их опи
сание и анализ для линейной модели приведены в книге [13, Табл 2.1. стр 22]. Для 
некоторых нелинейных моделей подобные результаты приведены в [8,9].

1. Численное решение

1.1. Начально-краевая задача. Первоначальной целью данной работы является 
нахождение численного решения краевой задачи для уравнения

ut +  2 a2x2u,xx +  r (xux — и) =  0 , (x ,t ) е  [0, + го ) х [0,Т ], (6)

при различных модифицированных волатильностях а и граничных условиях для стра
тегии straddle.

Так как граничные условия для стратегии являются суммой граничных условий 
для входящих в нее опционов, в случае, например, «длинного стрэддла» (long straddle).
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состоящего из двух купленных опционов колл и пут. получаем следующие граничные 
условия:

longcall : u (0, t)

longput : u (0, t)

longstraddle : u (0, t)

u(x, t)
0  ™  x — K e-r(T-t)
K e-r(T-t , lim u(x,t) =  0

1

K e-r(T-t) lim -----
x̂ <re X —

u(x, t) 
K e- r(T-t)

u(x, T ) 

u(x, T )

1 , u(x,T)

m ax{x — K, 0} , 

m ax{K  — x, 0} ,

\x — K \ ,

где цена страйк для опционов K  >  0, историческая волатильность базового актива 
а >  0 и безрисковая процентная ставка r >  0.

В данной работе была выполнена замена направления времени t' =  T — t и усечение 
области определения справа. Усечение области определения x было сделано в соответ
ствии с методом, изложенном в [15]. В результате получаем начально краевую задачу 
(обозначив новое время снова как t)

ut — 1  a2x2uxx — r(xux — u) =  0 , (x,t ) e  [0, 1] x [0, 1] ,

u(0,t) =  K e-rt, u(1,t) =  1 — Ke-rt, t e  [0,1] , 

u(x, 0) =  \x — K \, x e  [0, 1].

1.2. В ы б ор  ш аблона. Численные решения получены для трех моделей

линейная модель Блэка-Шоулза;
21 — pu

2 _  2 
aBS =  а ,

а - 2  _  2 
a SP =  а 1 — pux — pxux

ajs =  а 2 ^1 — ii (xuxx)

нелинейная модель Sircar-Papanicolaou; 

нелинейная модель Jandacka-Sevcovic.

(7)

(8) 

(9)

( 10)

Известная устойчивость неявных схем и наличие ограничений на величину шага т по 
времени t в явных схемах для параболических уравнений предполагали выполнение 
расчетов с использованием только неявной схемы. Однако явная схема обладает тем 
преимуществом, что помимо относительно быстрого счета все величины в (10) могут 
быть выражены через значения с одного и того же временного слоя и нет необходимости 
прибегать к дополнительным допущениям при вычислениях.

В то же время использование чисто неявной схемы и последующее применение ме
тода прогонки, являющегося частным случаем метода исключения Гаусса, как раз за
труднено из-за наличия нелинейных членов в уравнении (7). Поэтому было принято 
решение брать значения u(x,t) для нелинейных членов уравнений с предыдущего вре
менного слоя. В силу нелинейности уравнений отметим также необходимость установ
ления ограничений на шаг по времени т.

В данной ситуации удобно воспользоваться двухслойным неявно-явным тттестито- 
чечньтм шаблоном с весами (см. [3, с. 193], [1, с. 370 372]. [12]), когда значения искомой 
функции umm+l на (m +  1 )-м слое имеют вес а значения с предыдущего m-ro слоя 
учитываются с весом 1 — ш. Получаемая с его помощью разностной схемы называется 
неявно-явной разностной схемой с весами и в случае, когда ш =  1 / 2, получила название 
схемы Кранка-Никольсон [6].
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Для линейного уравнения параболического типа с постоянным коэффициентом ut =  
auxx, a >  0  такая схема безусловно устойчива при 1 /2  <  ш <  1 0 <  ш <  1 /2

Т < 2а(1-2ш)
[12] проведено исследование ошибок аппроксимации, устойчивости и сходимости данной 
конечно-разностной схемы для линейного уравнения Блэка-Шоулза.

Для нахождения приближенного решения уравнения (7) использовались следующие 
разностные представления функции u(x,t) и ее производных:

uxx ~  ш-

u ~  шпт+1 +  (1 — ш) um , ut ~
um+l _  um+l ,nn+l unux ~  ш h +  (1 — ш) -

um+l _  2um+l i um+l nn+ 1  2un + un— l

um+l _  um 
un_____ un_

Т 'm _  um n+l un
h ’

'n +l 2un  +  un -l  un +l+  (1 — ш) X-
h2

— 2um +  um- l
h2 !

(IT)

где т — шаг по переменной t, h — шаг по переменной x.
Общим для всех расчетов является тот факт, что первоначальным выбирался тттаг 

т, не превышающий шага, необходимого для устойчивой работы явной схемы для ли
нейного уравнения параболического типа ut =  uxx, т .е . т <  Tmax. В случае переменной 
величины шага т предусмотрено, что в процессе счета т не может превысить этой ве
личины. Следующий тттаг по времени выбирался как

Tm +l ^Tm
h2

2 max (A
k

AmAn
1 m\
2 ((Jn )

2 2 h n ,
)

где Am рассчитывается для каждой исследуемой модели (10) в узле к в слое m.
1.3. Решение системы линейных уравнений. Подставив в уравнение (7) соот

ветствующие разностные представления (1 1 ), получим следующую систему линейных 
уравнений:

a um+l _  b um+l +  r um+ln n—l n n n n+l dn, n =  1,2 , . . . , N  — 1, m 1, 2, . . . ,  M  — 1,

ГД6
1

— [ ш (an )2 U2h2,

+  ш (am)2 n2h2 +  шгп +  гш
Тbn —

rn =  ——ш (anY n2h2 — шгп
2

dn  =  -  um  +  ( 1 — ш) (am )2 n2h2 (umx l  — u + um;- ^  —

an

—г (1 — ш) um + г(1 — ш)п (um+l — um) ,

n (dm)2 является модифицированной волатильностью для каждой модели из (10). На
помним, что в формулах для волатильности используются значения с предыдущего 
временного слоя.

Полученная система решалась методом прогонки. Метод прогонки применим в дан
ном случае, поскольку выполняется (причем строго) условие преобладания диагональ
ных элементов \bn\ > \an\ +  \rn\ (нет деления на ноль).
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1.4. Параметры для расчетов. Для выполнения расчетов необходимо выбрать 
коэффициенты разностной схемы и задать несколько параметров моделей.

Для двухслойного неявно-явного тттеститочечного шаблона весовой коэффициент 
для задания веса верхнего слоя в шаблоне выбран как ш =  0, 9. Количество узлов по 
оси x принято равным N =  200. Следовательно, шаг по оси ж, учитывая выполненное 
усечение области до [0, 1], равен h =  1/N.

Для нелинейной модели Сиркара-Папаниколау необходимо задать долю крупных 
(программных) трейдеров в операциях р. Следуя авторам модели, полагаем р =  0, 1 . 
Для расчетов в нелинейной модели Яндачки-Шевчовича воспользуемся значением ко
эффициента р =  0, 2, которое также было использовано авторами модели.

Для приближения результатов моделирования к фактическим данным полагаем при 
моделировании а =  aBs =  0, 299688. Данное числовое значение получено для волатиль
ности фьючерса BR-8.19 на нефть сорта Brent [2]. За волатильность принято стандарт
ное отклонение цен закрытия за период с 13.03.2016 по 20.06.2019 (69 торговых дней), 
приведенное к годовому исчислению (250 торговых дней). Время, оставшееся до пога
шения опционов (они истекают 26.07.2019), фактически составляет 26 рабочих дней или 
t =  26/250 =  0,104.

Чтобы наглядно продемонстрировать эффекты от временного распада, учтем цены 
приобретения или продажи опционов в стратегии. Цены получены из модели Блэка- 
Шоулза и рассчитаны для фактических волатильности и оставшегося времени до ис
полнения. В модели цена опциона call составила 0, 015612, а для опциона put — 0, 015237.

Поскольку базовым активом в исследовании выступает фьючерс, а не акция, и опци
оны являются маржируемьтми (futures-style options), то безрисковая процентная ставка 
должна быть принята для расчетов как r =  0, 0.

2. Результаты

Ниже на рисунках представлены полученные результаты расчетов. На рисунке 1 
представлены временные срезы для цены сформированной стратегии long straddle и 
временные срезы скорости изменения цены со временем для различных цен базового 
актива в модели Яндачки-Шевчовича. Для модели Сиркара-Папаниколау результаты 
представлены на рисунке 2 .

Рис. 1. Временные срезы цены купленного straddle (слева) и для Theta (справа) в модели
Яндачки-Шевчовича
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Рис. 2. Временные срезы цены купленного straddle (слева) и для Theta (справа) в модели
С и ркара-Ilai i ан и кол ау

Из графиков видно, что в полном соответствии с теорией и практикой временной 
распад почти отсутствует при цене базового актива х, отстоящей далеко 2) от страйка 
K  =  0, 4, по которой сформирован straddle. Расстояние между линиями на рисунках 
соответствует примерно одному календарному месяцу. Согласно графикам за последний 
месяц цена из-за временного распада сильно убывает и делает стратегию убыточной для 
купленного straddle, сформированного близко к центральному страйку.

На рисунке 3 представлено сравнение показателя Theta для рассматриваемых в ра
боте моделей за один год до истечения опционов (t =  0). Видно, что из-за эффектов 
недостаточной ликвидности, учитываемых моделью Сиркара-Папаниколау, временной 
распад существенно меньше, чем в классической линейной модели Блэка-Шоулза и мо
дели Яндачки-Шевчовича, учитывающей транзакционные издержки.

BSM 
JS I- SP

Рис. 3. Сравнение Theta для моделей Яндачки-Шевчовича (JS), Сиркара-Папаниколау (SP) и модели
Блэка-Шоулза (BSM) в момент t =  0

2) x < 0, 2 или x >  0,8, т. е. опционы находятся либо глубоко «вне денег» (out of the money, ОТМ), 
либо глубоко «в деньгах» (in the money, ITM).
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3. Заключение

В работе рассмотрены две модели, отличные от модели Блэка-Шоулза, одна из кото
рых учитывает эффекты недостаточной ликвидности, а другая наличие транзакцион
ных издержек. Для каждой из моделей построены графики, представляющие изменение 
скорости, с которой цена опционной стратегии straddle меняется по мере приближения 
срока истечения опциона. Также представлен график, наглядно демонстрирующий раз
ницу в скорости временного распада для разных моделей в сравнении с классической 
линейной моделью Блэка-Шоулза.
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