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Аннотация
В рамках данной статьи рассматривается теорема М.Г. Крейна об устойчивости семейства 
эволюционных операторов, построенного для однородного дифференциального уравнения с 
непрерывными ограниченными коэффициентами. Формулируются определения устойчивого 
семейства операторов, устойчивого, неустойчивого и асимптотически устойчивого линейного 
ограниченного оператора. Сформулирован и доказан дискретный аналог теоремы М.Г. Крейна 
для векторных разностных уравнений, коэффициентами которых являются линейные ограни
ченные операторы. Помимо этого, основным результатом является теорема об асимптотиче
ской устойчивости линейного ограниченного оператора, рассматриваемого в качестве коэффи
циента векторного разностного уравнения.

Abstract
The article under consideration reviews M.G. Krein theorem about stability of family of evolutionary 
operators, constructed for homogeneous differential equation with continuous bounded coefficients. 
Basic definitions of Cauchy’s operator function, a stable family of operators, spectral radius of 
linear bounded operator, stable linear bounded operator, unstable linear bounded operator and 
asymptotically stable linear bounded operator are formulated. Main results of the work are presented 
as two proved theorems. The first theorem is the discrete analogue of M.G. Krein theorem for 
difference vector equations with coefficients presented as linear bounded operators. The second 
theorem is an enchanced variant of the first theorem. It contains the conditions for asymptotical 
stability of the linear bounded operators that are coefficients of difference vector equations. Such 
difference vector equations with linear bounded operators as coefficients occur during discretization 
of linear differential equations in banach’s spaces. Special attention is paid to Gelfand’s theorem 
about, spectral radius of operator, which closely related to asymptotical stability of linear bounded 
operator.
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1. Т еор ем а  М . Г. К рей н а
об  у стой ч и в ости  сем ей ства  эв ол ю ц и он н ы х оп ер атор ов

Пусть X  -  комплексное банахово пространство и End X  -  банахова алгебра линейных 
ограниченных операторов, действующих в X . Символом Сь(М+ ,Х ) обозначим банахово 
пространство непрерывных ограниченных на R+ функций со значениями в X  и нормой

INIrc =  sup \\x(t)\\x.
teR+

Рассмотрим однородное дифференциальное уравнение с переменным операторным 
коэффициентом вида

x(t) =  A(t)x(t), t >  0, (1)

A Е C&(R+ , X ).
О пределение 1. Сильно непрерывная дифференцируемая операторная функция 

U : R+ — > E n d X  называется операторной функцией Коши для уравнения (1), если 
U(0) =  I  и для любого t Е R+ выполняется равенство

U(t)x(t) =  (A(t)U(t))x(t), t >  0.

Операторная функция Коши U(t) позволяет записать любое решение задачи Коши 
для уравнения (1) с начальным условием x(0) =  xo Е X  в виде

x(t) =  U(t)x0, t >  0, x(0) =  x0.

Рассмотрим также семейство эволюционных операторов (пропагатор) U =  {U(t, s )}  : 
А  =  {(t, s) Е R+ : s < t} — > En d X , для которого выполняются следующие свойства:

1) Семейство U сильно непрерывно на А;
U(t, s)U(s, т) =  U(t, т), 0 < т < s < t < то;

3) U(t,t) =  I для любого t Е R+; 
sup ||U (t,s )|| =  K <  то.

0<t-s<l
В частности, если A(t) =  A Е E n dX , то U(t) =  eAt и U(t,s) =  U(t)U- l (s), t,s Е А, 

где U : R+ — > En d X  — операторная функция Коши для уравнения (1).
U называется устойчивым, если существует

константа Mc >  0 и такая, что

sup ||U(t, s) || =  Mc < то.
s,t&A

Т еорем а 1. Пусть неоднородное дифференциальное уравнение

x(t) =  A(t)x(t) +  f  (t),t Е R+

с начальным условием x(0) =  0 имеет решение из C<5 (M+ , X ) для любой функции 
f  Е C<5 (M+ , X ), семейство эволюционных операторов U(t,s), построенное для од
нородного дифференциального уравнения

x(t) =  A(t)x(t)
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будет являться устойчивым.
Базовым случаем этой теоремы является теорема об устойчивости решений однород

ного дифференциального уравнения с непрерывными ограниченными коэффициентами 
(см. [Крейн. 1948; Далецкий, Крейн. 1970]). Баскаковым [1996] позднее был получен 
соответствующий результат для уравнений, операторные коэффициенты которых яв
ляются замкнутыми операторами.

2. Т еор ем ы  об  у стой ч и в ости  и аси м п тоти ч еской  у стой ч и в ости  
оп ер атор ов  в р а зн остн ы х  уравнен и ях

Пусть X  -  комплексное банахово пространство и End X  -  банахова алгебра линейных 
ограниченных операторов, действующих в X . Символом l =  l&>(X, Z+) обозначим 
банахово пространство ограниченных последовательностей векторов x : Z+ — > X  с 
нормой

\\x\\„ =  sup \\x(k)\\x. 
kez +

В рамках данной работы рассматривается разностное уравнение вида

x(k +  1) =  Bx(k) +  f  (k), k E Z+ . (2)

где x E 1ж, B E E ndX , f  E l^.
Отметим, что разностные уравнения (2) возникают при дискретизации линейных 

дифференциальных уравнений в банаховых пространствах. Такой подход был исполь
зован в работах многих авторов (см. [Баскаков. 1990; Баскаков. 1992; Баскаков. 1994; 
Баскаков. 1997; Баскаков. 2000; Баскаков. 2001; Баскаков. Пастухов. 2001; Баскаков. 
Чернышов, 2001а; Баскаков. Черныптов, 20016; Баскаков. 2009; Баскаков. Синтяев, 2010; 
Баскаков и др. 2011; Баскаков. 2013; Баскаков. Дуплищева, 2015; Бичегкуев, 2008; Би- 
чегкуев, 2009]).

B E En d X  назовем устойчивым, если существует кон
станта Add Д 0 такая, что

sup \\Bn\\ =  Add < ж, (3)

т. е. все его степени равномерно ограничены.
О пределени е 4. Оператор B E En d X  назовем асимптотически устойчивым, если 

для него выполняет условие

lim \\Bn \\ =  0. (4)
n^<x>

О пределени е 5. Спектральным радиусом оператора B называется число r(B) =  
max \А\, где a(B) — спектр оператора B.

\ £ а (Б )

По теореме Гельфанда о спектральном радиусе оператора (см. [Гельфанд, Шилов, 
1958]) из условия (3) следует условие

r(B) <  1 ,

а условие (4) эквивалентно условию
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r(B) <  1 (5)

для спектрального радиуса оператора B.
В данной работе доказывается следующий результат.
Т еорем а 2. Пусть уравнение (2) с начальным условием x(0) =  0 разрешимо для 

любой последовательности f  Е l^, тогда оператор B является устойчивым.
□  Рассмотрим уравнение (2) для f  (k) =  0 при к =  0 и f  (0) =  у, где у — произвольный 

вектор из X . Последовательно распишем цепочку разностных уравнений

x(1) =  Bx(0) +  у ^  x(1) =  у ,
x (2) =  Bx(1) +  f  (1) +  x (2) =  By,
x(3) =  Bx(2) +  f  (2) +  x(3) =  B(By) =  B2y,

x(k) =  Bx(k — 1) +  f  (k — 1) ^  x(k) =  Bk-1y, 
x(k +  1) =  Bx(k) +  f  (k) ^  x(k +  1) =  B ky.

Так как последовательность x : Z+ —  ̂X  является ограниченной, то имеем

sup \\x(k +  1)|| =  sup \\Bkf (0)|| =  sup \\Bky \ \ < ж ,
k£Z+ k£Z+ k£Z+

откуда согласно принципу равномерной ограниченности получаем, что sup \\Bk\\ <  ж .
k£Z+

По определению 3 получаем, что оператор ^  ^тойчивым. I
При доказательстве теоремы был использован принцип равномерной ограниченно

сти, который фигурирует во многих работах по функциональному анализу [Данфорд, 
Шварц, 1958; Рудин, 1973].

О пределение 6. Оператор B Е  E n d X  называется неустойчивым, если он обратим, 
а оператор B -1 является устойчивым.

Теорема 2 может быть существенно усилена без добавления каких-либо дополни
тельных условии.

Т еорем а 3. Если уравнение (2) с начальным условием x(0) =  0 разрешимо для 
любой последовательности f  Е  /^ , тогда оператор B является асимптотически устой
чивым.

□  Рассмотрим уравнение (2) вида

x(k +  1) =  (1 +  a)Bx(k) +  f  (k),

где а Е  K+ . Очевидно, что оператор (1 +  a)B Е  En d X  и для него будут выполняться 
условия теоремы 2, то есть он будет являться устойчивым. Тогда для произвольного 
Md >  0 имеем равенство

sup \\(1 +  a)nBn\\
k£ Z +

откуда получаем неравенство

Mid < ж,

\\(1 +  a)nBn\\ <  Mid,



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №3 421

а из него
|1 +  a\n\\Bn\\< Md. 

Данное неравенство преобразуется в

\\B1< Mid
(1 +  a)n ’

правая часть которого обладает свойством

lim
П^<Х>

Mid
(1 +  a)n

0.

Отсюда имеем lim \\Bn\\ =  0, что и означает асимптотическую устойчивость оператора
П^<Х>

B по определению 4. ■
С л ед стви е . Если выполняются условия теоремы 3, то спектральный радиус опера

тора B удовлетворяет неравенству

r(B) < 1.

Данное утверждение непосредственно вытекает из эквивалентности условий (4) и (5).
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