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Аннотация
На распределении контактной структуры с помощью фиксированной внутренней 
симплектической связности определяется (продолженная) почти контактная метрическая 
структура. Выделяются внутренние инварианты контактной структуры с заданной 
внутренней симплектической связностью: тензор кривизны Схоутена, допустимая
симплектическая структура и тензор Вагнера-Схоутена. В терминах внутренних инвариантах 
осуществляется классификация продолженных структур. В частности доказывается, что 
множество продолженных почти контактных метрических структур не содержит в себе 
косимплектические структуры и структуры Кенмоцу. Найдены условия, при которых 
продолженная почти контактная метрическая структура принадлежит классу Сц.

Abstract
The article is devoted to the study of geometric structures that occur in the distribution of contact 
manifold. In the previous author's research almost contact metric structures have been studied. 
These almost contact metric structures are called extended structures, and are naturally defined on 
distributions of almost contact and paracontact metric manifolds, bi-metric manifolds, sub-Finsler 
and sub-Riemannian manifolds. The contact manifold does not have Riemannian metric in contrast 
to the manifolds listed above. Consequently, the metric tensor of the extended structure is 
determined due to the symplectic form that fits up the contact structure. The extended almost 
contact metric structure is defined on the distribution of the contact structure with a fixed internal 
symplectic connection. The interior invariants of a contact structure with a given interior symplectic 
connection are distinguished in the article. The following interior invariants are examined: 
Schouten curvature tensor, the admissible symplectic structure and Wagner-Schouten tensor. The 
classification of extended structures is carried out in terms of internal invariants. In particular, it is 
proved that the set of extensions of almost contact metric structures does not contain any 
cosymplectic and Kenmotsu structures. Besides, the article focuses on the conditions for referring 
the extended almost contact metric structure to the class C11.
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1. Введение

В современной дифференциальной геометрии касательные расслоения гладких 
многообразий занимают весьма почетное место. Обычно в качестве исходного 
многообразия выбирается риманово (или финслерово) многообразие, касательное 
расслоение к которому наделяется римановой структурой. Существуют и другие 
возможности задания на касательном расслоении многообразия римановой метрики. 
Начало исследования геометрии многообразия D, наделенного естественным образом 
дополнительными структурами, начинается с работ Букущева, [2011, 2012, 2015]. В 
отличие от многообразия TM, многообразие D  имеет нечетную размерность. Таким 
образом, многообразие D , например, не может быть наделено симплектической 
структурой, зато оно естественным образом может нести на себе (продолженную) почти 
контактную метрическую структуру.

Свойства продолженной структуры зависят от строения инвариантов внутренней 
геометрии многообразия M. К основным инвариантам внутренней геометрии субриманова 
многообразия М мы относим: тензор кривизны Схоутена; 1-форму г/, порождающую
распределение D; производную Ли L ^g  метрического тензора g вдоль векторного поля ^

; тензорное поле P, компоненты которого в адаптированных координатах выражаются с
помощью равенств p d = dnT cad.

Изначально предполагается, что выполняется условие dnr a c = 0. В этом случае 
компоненты тензора кривизны Схоутена также не зависят от последней координаты 
адаптированной системы: д nRdbc — 0 , что в инвариантном виде представлено равенством 

LgR  = 0. В случае, когда P̂ ld = 0, свойства тензора Схоутена идентичны свойствам

тензора кривизны симплектической связности [Gelfand,1997].
В работе Паньженского [2007] получены инвариантные характеристики классов 

Грея-Хервеллы почти эрмитовых структур, определяемых на касательных расслоениях 
почти симплектических многообразий. Настоящая работа является продолжением работы 
Галаева [2015]. На основе классификации Д. Чинья и С. Гонзалез [Chinea, 1990] в работе 
выделяются три класса почти контактных метрических структур: косимплектическая 
структура, структура Кенмоцу и структура класса C11. Вопросам классификации почти 
контактных метрических многообразий посвящены также работы других авторов [Банару, 
2014, Abu-Saleem, 2014, Banaru, 2015, Erken, 2015, Ozdemir, 2016].

Находятся условия, при которых продолженная структура принадлежит 
выделенным классам.

2. Внутренняя симплектическая связность 
на многообразии с контактной структурой

Рассматривается гладкое многообразие М  нечетной размерности п=2т+1 с 

заданной на нем контактной структурой { м ,r],D^, где г] и £ 1-форма и векторное

поле, порождающие соответственно распределения Z) = ker(^) и D1  = Span [с j таким

образом, чтобы выполнялось равенство TM  = D © D .  При этом имеет место равенство: 
rk (а>) = 2m, где со= d Многообразие M  будем называть контактным многообразием.

Пусть V -  внутренняя линейная связность [Галаев, 2016] на многообразии M, т.е. 
отображение

V :Г ( D  )х Г (  D  ) ^ Г (  D  ),
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удовлетворяющее следующим условиям:

] ) V f^+ f2y - / i v x + / 2V>>;
2) V ,/ v  = (x / )v  + / V ,v .

3 )  V ^ ( v  +  f )  =  V f v  +  V j i ,

где Г ( D ) -  модуль допустимых векторных полей (векторных полей, в каждой точке 
принадлежащих распределению D).

Карту К (х а ) (а, Д  у = 1,..., п; а, Ъ, с = 1, 2т: /, j, k  = 1,..., 2п-1) многообразиям
д —

назовем адаптированной к распределению D , если — - = £ [Букушева, 2017]. Векторные
дхп

поля Р(да) = еа = да где P . T M ^ D  -  проектор, определяемый разложением

TM = D ® D l , линейно независимы и в области определения соответствующей карты 
порождают распределение D: D = span (ёа ).

Коэффициенты внутренней линейной связности определяются как коэффициенты 
разложения Vg efe= r ^ e c. Формула преобразования для коэффициентов внутренней

Г 1 Г Г Г Г 1
связности = А “Аьа А сс Т саЪ,+ А сс,еаА1 определяется из соотношения еа = ёа,, где

Кручением и кривизной внутренней связности назовем, соответственно, 
допустимые тензорные поля [Галаев, 2016]:

контактного многообразия.
Компоненты тензора Схоутена в адаптированных координатах выражаются 

равенствами [Galaev, 2015, 2018]:

Известно [Галаев, 2015], что на контактном многообразии существует 
внутренняя симплектическая связность без кручения, сохраняющая 2 -форму д. Такую 
связность будем называть внутренней симплектической связностью. Внутренних 
симплектических связностей бесконечно много. Зафиксируем одну из них и обозначим 
ее коэффициенты Г^с.

Предложение 1. На многообразии с допустимой симплектической структурой 
существует внутренняя симплектическая связность такая, что 3ИГ^, = 0 .

Доказательство. Действительно, с одной стороны d d  = 0, т.к. д =  d ц. С другой 
стороны имеют место равенства [Галаев, 2015]:

S (х, v) = v -  V,:x - Р[х,у],

где Q = I  -  P , х, v ,z  еГ (£ )) . Тензор R ( x ,y } z  будем называть тензором кривизны

3 d co  ( в а e a C0jjC + 6jjC0ca + e c coajj ,

3 dco {̂ ea , , d n ) — d n coa^ .



Тем самым получаем, что дп(Оа̂ =  0. Пусть для произвольной внутренней 

связности V без кручения выполняется равенство дпТ аЪс — 0 . Тогда легко проверить, что 
внутренняя связность V , определяемая равенством

т̂Ь  f‘-'b 1
“  С0 V a COc d  >

является внутренней симплектической связностью, для которой справедливо равенство 
д ^ Г ^  = 0. Последнее условие не зависит от выбора адаптированной системы координат.

3. Свойства тензора кривизны  Схоутена 
внутренней симплектической связности

В случае когда dnr Ibac = 0, компоненты тензора кривизны Схоутена также не 

зависят от последней координаты адаптированной системы: дп R ^ c — 0. В инвариантном 
виде последнее равенство переписывается в виде L -R  = 0. В этом случае свойства

тензора Схоутена идентичны свойствам тензора кривизны симплектической связности 
[Gelfand, 1997]. Тензор с компонентами dnrb c = 0 получил название тензора Вагнера- 
Схоутена и наряду с тензором Схоутена относится к внутренним инвариантам 
контактного многообразия с внутренней симплектической связностью.

Пусть Rabcd =coaeRlcd = co(ea,R(ec,ed )eb).
Предложение 2. Для компонент тензора кривизны Схоутена внутренней

симплектической связности выполняются равенства Rahcc{ = Щшс11 ■
Доказательство. Имеем: eaebcocd = e j o j (V ^ёс, ё(, ) + со(ёс, ё(, )).

Альтернируя последнее равенство по индексам a, b, и учитывая, что dna ab = 0 и 

a nr bac = 0, убеждаемся в справедливости равенства Rabcd = Rbacd .

Пользуясь тем, что дnR^bc — 0, убеждаемся в справедливости аналога первого

тождества Бьянки для тензора Схоутена: Rabcd = Racdb = Radbc.
Полученные выше тождества понадобятся нам в следующем разделе для 

нахождения коэффициентов связности Леви-Чивита продолженной почти контактной 
метрической структуры.

4. Продолженные почти контактны е метрические структуры 
на распределениях контактны х многообразий 

с внутренней симплектической связностью

Распределение D  контактного многообразия является гладким многообразием 
размерности 2п-1. Векторные поля

(^а = да -  Гпадп -  ГЬасхп+сдп+ь, д„, дп+а) = (Д  )

определяют [Галаев, 2016] на распределении D неголономное (адаптированное) поле 
базисов, а формы

(dxa , 0 n = dxn + r nadxa , 0 n+a = dxn+a + r abcx n+cdxb )

-  соответствующее поле кобазисов. Проводя необходимые вычисления, получаем 
следующие структурные уравнения:
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[еа,еь\ = 2 (оЪадп + xn+dRcbaddn+c,

— ^ ab^n+c

где Rc -  компоненты тензора Схоутена в адаптированных координатах.
Имеет место
Предложение 3 [Галаев, 2016]. Пусть V -  внутренняя симплектическая связность 

с тензором кривизны Схоутена R ( x ,v ) z .  Тогда для всех х,_уеГ(1>) и р е D  имеют место 
следующие равенства:

[ x \ y h]} = [ x ,y f  - { R ( i ,y ) p } v , (1)

[ x \ $ h]-p = [ i , l t + { P ( i , p ) Y ,  (2)

[х" ,у ''] = (УЛ.у)>', (3)

[ J M " ]  = [I-.|]" . (4)
Определим на многообразии D  эндоморфизм J n  метрический тензор g , полагая:

J x h = x v, J x v = - x h, J d n = 0 ,  

g  = coabdxa ® 6n+b ~coab6n+a ®dxb +0" ® 6n.

Предложение 4. Структура (D ,J ,u ,A  = rj°n:*, D), где D - ker(/l), u = d n 
определяет на многообразии D  почти контактную метрическую структуру. Будем в 
дальнейшем называть структуру (D ,J ,u ,A  = r j°n *, D) продолженной структурой.

Справедливость предложения 4 подтверждается следующими равенствами:

SQ,J £ь ) — Si^n+a’ ̂ n+b ) — 0 — g(ea, )’ 

g (J sa, </<5?г+/,)  — ~Я(^ц+а ~ ®ab ~ п̂+Ъ )•

Предложение 5. Пусть V -  связность Леви-Чивита на почти контактном
метрическом многообразии D, тогда ее ненулевые коэффициенты Г д  в адаптированных

координатах получают следующее представление:
1—’С   I—'С

аЬ ~  а Ь ’ 

a b '’  =  c° dC ( R b a d  +  R a b d  +  R d a b  X 

1 a b  ~  ^ b a  >
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т'П+с _  рс
a,n+b ~  ab'

З д е с ь  =  x n+cR r,xabd x  R cabd •
Доказательство предложения 5 опирается на равенства (1)-(4), а также на формулу 

для нахождения коэффициентов связности:

2 Г / = g k  (A ig jk  + A j g ik -  A k g ij + ̂ k j g li + ̂ k i g ij ) + ̂ j ,

0 f-\n _  ~ r\n+ c _  +c + + d  Г)П+с _  pC r \ n+c _  + + c  + + b
где ^ a b  =  2 d ba ■> ab =  R badx  , a,n+b a b , *^an =  <̂nr ab •



Найдем координатное представление фундаментальной формы f i(x ,y )  = g (x , Jv). 
Имеем:

0.(еа,ёь) = g (sa,J  еь ) =  g(sa, дп+ь ) = оаЬ,

^ a ^ n + b )  =  ^

^ ( дп+а А ,+ ь )= -§ (дп+ аЛ ) = ®ab’

а д +a, •) =  ° .
Таким образом, ненулевые компоненты формы Q в адаптированных координатах 

определяются равенствами:

^ a b  = ^и+ a,n+b = o a b .

Выделим три класса почти контактных метрических структур:
1) косимплектическая структура -  V J — 0;

2) структура Кенмоцу -  (V J)y  = g(Jx, у )й  -  X(x)Jy\

3) структура класса Си -  (V^QXy,z )  = -A(x)(V;7Q)(Jy, Jz).
Предложение 4 используется для доказательства следующих теорем.
Теорема 1. Множество продолженных почти контактных метрических 

структур (D, J ,u ,A  = rj°n*, g ,D )  не содержит в себе косимплектических структур и 
структур Кенмоцу.

Доказательство. В адаптированном базисе выполняются следующие соотношения:

J'a+h =  J bn+a=-8ba- О т с ю д а  п о л у ч а ем :

V7 jW  j d    _
v aJ  n+b ~  1  ad J  n+b ~  1 ab ~~ шаЬ’

Для контактного многообразия равенство coab = 0 не выполняется, что указывает 
на отсутствие среди продолженных структур косимплектических структур.

Далее, с одной стороны,

а ^ ^ п +b ~  ( R bad R abd R d a b )^n + c

С другой стороны,

giJ^a-’^n+b) ~ &(Pn+a’^n+b) ~

Что и доказывает теорему.
Теорема 2. Продолженная почти контактная метрическая структура 

(/),./,? /,Л = // ' 7Г*, g ,D )  принадлежит классу Си тогда и только тогда, когда выполняется 
равенство

R bad +  R abd +  R dab =  0 .

Доказательство. Заметим, что правая часть равенства 
(V jQ X ^ z) = - Я ( х ) ( У Jz)  тождественно равна нулю, т.к. (V^Q)(Jp, Jz)  = 0. Далее, 
проводя необходимые вычисления, получаем

^  а ^ п +b,с ~  ~ ®bd ( R cae R ace R eac ^®bd ~  (R cab R acb R bac )>

что и доказывает теорему.
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4. Заключение

Полученные в настоящей статье результаты следует рассматривать как вклад в 
развитие геометрии продолженных структур. В отличие от геометрии касательного 
расслоения, имеющей богатую историю исследования, геометрия распределения 
многообразия с контактной структурой становится предметом изучения в последнее 
время. Стимулом для исследования геометрии продолженных структур может служить 
возможность использования многообразия D  в качестве модельного пространства в 
задачах неголономной механики и теоретической физики. Если M  -  субриманово 
многообразие контактного типа, то на его распределении D  естественным образом 
определяется почти контактная метрическая структура, позволяющая придать 
инвариантный характер аналитическому описанию механики со связями. На 
многообразии D  определяется геодезическая пульверизация связности над 
распределением -  векторное поле, проекции интегральных кривых которого совпадают с 
допустимыми геодезическими -  траекториями движения механической системы со 
связями [Bukusheva, 2011]. Есть все основания предполагать, что геометрия 
продолженных структур может быть использована в теории Калуцы-Клейна. Заметим 
также, что задание продолженной структуры эквивалентно заданию продолженной 
связности. Продолженная связность [Bukusheva, 2011] -  это связность с кручением, 
естественным образом возникающая на субримановых многообразиях с дополнительными 
структурами -  почти контактной метрической, би-метрической и т.д., и находящая 
применение в теоретической физике.
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