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Аннотация
В данной работе исследована краевая задача со смещением для неоднородного уравнения 
смешанного параболо-гиперболического типа второго порядка с волновым оператором в области 
гиперболичности, когда в качестве граничного условия задана линейная комбинация производных 
от значений искомой функции на двух независимых характеристиках и на линии изменения типа с 
переменными коэффициентами. При определенном условии на коэффициенты, входящие в 
постановку задачи, решение исследуемой задачи выписано в явном виде. Показано, что при 
нарушении указанного условия на коэффициенты, однородная задача, соответствующая 
исследуемой задаче 1, имеет бесчисленное множество линейно независимых решений, а 
множество решений соответствующей неоднородной задачи может существовать только при 
дополнительном требовании на заданные функции.

Abstract
In this paper we study a boundary-value problem with a displacement for a nonhomogeneous equation of 
a mixed parabolic-hyperbolic type of the second order with a wave operator in the hyperbolicity region 
when the linear combination of the derivatives of the values of the desired function on two characteristics 
and on the line of change of type with variable coefficients is given as the boundary condition. Under a 
certain condition, the solution of the problem under study is explicitly written down on the coefficients in 
the statement of the problem. It is shown that if the above condition is violated by the coefficients, the 
homogeneous problem corresponding to the problem under study 1 has an infinite number of linearly 
independent solutions, and the solution set of the corresponding nonhomogeneous problem can exist only 
under an additional requirement on the given functions

Ключевые слова: краевая задача со смещением, уравнение смешанного параболо
гиперболического типа, существование и единственность решения задачи.
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Введение

Впервые краевая задача для уравнения Лаврентьева-Бицадзе, когда в 
гиперболической части границы области задана линейная комбинация значений искомой 
функции на двух независимых характеристиках, была сформулирована и исследована в 
работе Жегалова [1962]. В работах Нахушева [1969(А), (В)] было введено понятие 
краевой задачи со смещением и исследованы ряд нелокальных краевых задач с разными 
смещениями для строго гиперболических, вырождающихся гиперболических, а также 
смешанного типа уравнений. В отличие от задачи Трикоми для уравнений смешанного 
типа в задачах со смещением задается нелокальное условие, связывающее значение 
искомого решения или его производной, вообще говоря, дробного порядка в трех точках, 
две из которых лежат на граничных характеристиках из разных семейств, а третья -  на 
линии вырождения или линии изменения типа уравнения.

В монографии Нахушева [2006] отмечено, что проблема поиска корректных 
краевых задач для уравнений смешанного типа в многомерных областях, когда 
поверхность параболического вырождения является пространственно ориентированной, 
приводит к нелокальным краевым задачам со смещением. Частными случаями задач со 
смещением являются такие нелокальные задачи, как задача Бицадзе-Самарского [Бицадзе, 
Самарский, 1969], задача Дезина [Dezin, 1969], задача Карлемана [Carleman, 1932], задача 
Стеклова [Огеклов, 1983, с. 67], задача Франкля [Бицадзе, 1981, c. 339], и т.д.

В настоящее время исследованию краевых задач со смещением для различных типов и 
различных порядков уравнений уделяют внимание много авторов. В первую очередь это 
связано с применением их при исследовании задач биологической синергетики, 
трансзвуковой газовой динамики. Подобные граничные условия возникают также при 
изучении вопросов тепло- и массообмена в капиллярно-пористых средах, математическом 
моделировании задач газовой динамики и нелокальных физических процессов, изучении 
процессов размножения клеток, в теории распространения электромагнитного поля в 
неоднородной среде [Берс, 1961], [Нахушев, 1995], [Франкль, 1951]. Достаточно полная 
библиография научных работ, посвященных исследованиям краевых задач со смещениями, 
приведены в монографиях Нахушева [2006, 2011], Бицадзе [1981], Жегалова и Миронова 
[2001], Кальменова [1993], Репина [1992(B)], Салахитдинова и Уринова [1997], а также в 
диссертациях Нахушева [1970], Жегалова [1988], Репина [1998].

В данной работе исследована краевая задача со смещением для неоднородного 
уравнения смешанного параболо-гиперболического типа второго порядка с волновым 
оператором в области гиперболичности, когда в качестве граничного условия задана 
линейная комбинация производных от значений искомой функции на двух независимых 
характеристиках и на линии изменения типа с переменными коэффициентами. При 
определенном условии на коэффициенты, входящие в постановку задачи, решение 
исследуемой задачи выписано в явном виде. Показано, что при нарушении указанного 
условия на коэффициенты, однородная задача, соответствующая исследуемой задаче, 
имеет бесчисленное множество линейно независимых решений, а множество решений 
соответствующей неоднородной задачи может существовать только при дополнительном 
требовании на заданные функции. Среди работ, близко примыкающих к исследуемой, 
отметим работы Репина [1992(A)], Килбас и Репина [1998], Репина и Ефимовой [2002, 
2004], Мирсабурова и Чориевой [2016], Ефимовой [2005], Балкизова [2018].
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П остановка задачи и критерий ее однозначной разрешимости

На евклидовой плоскости независимых переменных x  и у  рассмотрим уравнение

f  =
u — u ,xx y y 5

l u xx — u y  ,

y < 0 , 

y > 0,
(1)

где f  = f  ( x, у ) -  заданная функция, u — u(x, у ) -  искомая функция.
Уравнение (1) при у  > 0 совпадает с уравнением теплопроводности

u xx — и у  — f  ,

а при у  < 0 совпадает с неоднородным волновым уравнением

и — и — f  .xx уу J

(2)

(3)

Уравнение (1) рассматривается в области Q , ограниченной характеристиками 
A C : x  + у  — 0 и CB : x  — у  — r , уравнения (3) при у  < 0 , выходящими из точки 
C — (r /2 , — r /2 ) и проходящими через точки A — (0,0) и B — (r, 0) соответственно, а также 
прямоугольником с вершинами в точках A , B  , A  — (0, h ) , B0 — (r, h ) , h > 0, при у  > 0 . 

Обозначим Q 1 — О п { у  < 0}, Q 2 —П п { у  > 0}, J  — {(x,0): 0  < x  < r ] , Q = Q 1 ^ ^ 2  ^  J  и 
будем считать, что f  е  c (q ) .

Регулярным в области Q решением  уравнения (1) назовем функцию и — u(x, у ) из 

класса c ( q ) o  C1( q ) o  C2(п 1) п  C%(Q2), ux, uy е  L1( j ), удовлетворяющую уравнению (1).
В работе исследуется следующая задача:
Задача 1. Найти регулярное в области Q решение u — u(x, у ) уравнения (1), 

удовлетворяющее на линиях A A , BB0, A C , BC и AB внутренне краевым условиям

/(0,у ) — р (у ), u ( r у ) —Р2(у ) , 0 < у  < h , (4)

d d
a (x )— u[60(x)] + ^ (x )— u[er(x)] + /(x )u x(x,0)+ S(x)uy(x ,0 )— ^(x ), 0 < x < r , (5)

dx dx

где 60 (x ) — f  —; — — , 0r (x ) —
x  + r x  — r

аффиксы точек пересечения характеристик

уравнения (3), выходящих из точки (x,0), с характеристиками A C  и BC

соответственно; р ( у ), 92(у ) е C[0,h]; a (x ) , p (x ) , y (x ) , £ (x ), ^ ( x ) e C 1[0 ,r]n  C2]0,r[ -  
заданные функции.

Справедлива
Теорема. Для существования единственного регулярного в области Q решения 

задачи 1 необходимо и достаточно, чтобы относительно коэффициентов a (x ), fi(x), 
y (x ) и £ (x) имело место неравенство:

\fl(x)+  a (x )+  x(x)]2 + [^(x)—a ( x ) + j ( x )]2 ^  0 Vx е [0, r ]. (6)

Доказательство. Пусть относительно коэффициентов a (x ) , p (x ), y(x) и S(x  ) 
выполнено условие (6), и пусть

u(x, 0) — r (x ) , 0 < x < r ; (7)

7



uy (x ,0) = v (x ), 0 < х < r . (8)

Переходя в уравнении (1) к пределу при у  ^ + 0 ,  с учетом обозначений (7)-(8)
получим первое фундаментальное соотношение между функциями т(х) и v(x),
принесенное из параболической части Q 2 области Q на линию у  = 0 :

v (x) = r"  (х) + f  (х,0), (9)

а из (4) -  с учетом (7) при предельном переходе при у  ^  +0 имеем

т (0) = щ (0) , T(r  )=Ф2(0). (10)

Найдем теперь фундаментальное соотношение между функциями т(х) и v(x), 
принесенное из гиперболической части Q 1 области Q на линию изменения типа у  = 0 .

Решение задачи (7)-(8) для уравнения (3) в области Q 1 дается по формуле 
Даламбера [Тихонов, Самарский, 1977, c. 59]:

<(х,у) = т(х + у ) + т(х ~ у) + 1  % (s)ds + 1  у Х+Уу f ( s , t ) d s d t . ( 11)

Из формулы (11) находим:
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щх, 2 2 J 4 7 22 2 х-у  2 0 х-у+t

d  1 Г 0
—  u[#0 (х)] = — т '( х ) ^ ( х )  + У f  (х + 1, t )dt
—х 2 1 - х/2

(
—  u[0r (х)] = 1  Т (х) + v ^ )  у f  (х - 1, t )dt
—х  2  ̂ (х-r) /2 ,

при подстановке которых в условие (5), приходим к равенству

[р(х) + а (х ) + у  (х )]г' (х) + [р(х) -  а (х ) + с>(х)]у(х) =
0 0 

= 2 / ( х ) - а ( х ) у f (х + 1, t)dt + р (х ) Уf (х - 1, t)d t. ( 12)
-  х / 2 (х- r )  / 2

Формула (12) и есть искомое фундаментальное соотношение между функциями 
т(х) и v^), принесенное из гиперболической части Q 1 области Q на линию изменения 
типа у  = 0 .

При а ( х ) -  р ( х ) -  д(х) = 0 V х е [0, r ] из (12) приходим к равенству:

0
т '(х)=  ------ Д ( х) + г <х) 0 f ( x  + t, t)dt +

2@(х ) + у (х)+ ^(х) 2^(х ) + у(х ) + ^(х )_ х /2
0

— , ч ---- -̂ т у f  (х - 1, t)d t,
2Р (х)+У(х ) + £ (х ) (х-r  )/2

откуда с учетом ( 10) находим

т(х)= щ (0)+  J —  , | ---j t dt -  у — Д (*)+Д ^  ̂  , \ У f  (t + s ,s)dsd t +
'  '  0 2 0{t)+y{t)+S{t) 0 2Jff(0+ y(0+ 5(t)_ tJ f  , ^

х /?(t) 0
+ у— , / n , — ^  У f  (t -  s, s )d sd t , (13)

0 2@(t )+ y(t )+ ^ (t )(t _У)/2
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причем должно быть выполнено условие согласования:

2V (t )
1 dt — 1— г ! )+^ (tК  \ 1 f ( t  + s ,s )dsdt +

2P (t)+ r (t)+ ^ (t) о 2r ( t ) + r (t)+ ^ (t) -- t / 2

+ 0 :
r ( t )

0 2P (t)+ r ( t)+  $ (t) (t—r)/ 

Из (13) и (9) заключаем, что

v (x) — f  (x,0) + 

r (x )

0 f  (t — s, s )dsdt — p2 (0) —9 (0).

2 ^ ( x  )
/

p (x )+ d (x  )
2p (x  ) + r(x  ) + ^(x) 2r (x )  + r(x ) + ^(x )

0 f  (x + 1, t )dt +
—x / 2

+
2r (x )  + r(x ) + ^(x )

0 f ( x —t td —1  r ( x ) + s (x )] f[60(x)]+ r ( x ) f  6  (x)]
(x—r )/2 ’ 2 2 r (x) + r ( x) + ^(x)

(14)

9

0

/

А п р и а ^ ) + j3(x ) + r ( x ) s  0 V x е [0, r ] из соотношений (9), (10) и (12) находим:

 2 ^ £ ) _______+ ____ r ( x ) + r(x )___ 0 f ( x  + , ,  V/, +
2 r ( x  ) + r ( x ) + ^ ( x )  2 r ( x ) + r ( x  ) + ^ ( x ) — x / 2  ’

+ — / ч -----T~\ 1 f (x — t , t )d t , (15)
2 r(x  ) + r (x ) + ̂ (x ) (x—r) /2

f  \  r  x

r(x )— 1—x  lp1(0 )+ x  Р2 (°) —x  0 ( r —t ) v (t ) —f (t ,0)]d t+ 0 (x —0 ly(t)—f (t,0 )]d t. (16) 
'v r )  r r J0 J0

Если же [a(x)—r ( x ) —̂ (x)][a(x)+ r (x )  r (x)] ^  0 V x  е [0, r ], то в этом случае из 
(12) приходим к равенству:

( )  a (x )+ r ( x ) + r (xL ^ r) 2^ (x) ,
a (x )—r ( x ) —̂ (x) a (x )—r ( x ) —̂ (x)

+ , 4 a(x )------7 г 0 f  (x + 1, t)d t  , ' r (x ) -0 f  (x — t, t)d t . (17)
a(x ) — r (x )  — ^ (x) — x/2 a (x ) — r (x )  — ̂ (x) (x—r)/2

Исключая из соотношений (9) и (17) функцию v(x), относительно искомой
функции r(x) приходим к задаче нахождения регулярного решения обыкновенного 
дифференциального уравнения второго порядка вида

г" (x)—p(x)r'(x) = g  (x) , 0 < x < r , (18)

удовлетворяющего условиями (10). В уравнении (18):

„л .) a W + ^ W + r W ; g  0 f ( x + t t u ,  —
P(x N x ^ x  M W  ’ ^  a (x ) — r (x )  — ̂ (x) —_;!/f  + '•
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( ) я(х ) М  ) Уf  (х - t , t )dt — ( ) " « ( I  М  ) ~ f  (х ,0)'4 х ) -  Д х ) -  ^(х ) (х _ г )/2 а{х  ) -  Д х ) -  ^(х )

Решение задач (18), (10) дается формулой:

х  Гt Л t Г s Л
г(х) = Уexp Уp(s)ds  Уg(s)exp _Уp(^)d% dsd t + р 1(0)+

0 vo )0  v 0 )

f t \

+

У exp У p (s)ds
0 V 0

dt

Г tУ exp У p (s)ds
0 V 0

Л
dt

t

P 2 (0) - р (0) - Уexp Уp (s)ds Уg (s)exp _ Уp ( r t
0 V 0 )  0 V 0

dsd t . (19)

Функцию v(x) при этом легко найти из фундаментальных соотношений (9) или (17).

Итак, если относительно коэффициентов a (x ) , fi(x) , у (х ) и S(x  ) выполнено 
условие (6), то значения искомых функций т(х) и v(x) находятся и выписываются 
однозначно по одной из пар формул (13), (14); (15), (16); (17), (19). После того, как 
функции т{х) и v(x) найдены, решение задачи 1 в области Q 1 определяется как решение 
задачи (7)-(8) для уравнения (3) и выписывается по формуле (11), а в области Q 2 
приходим к задаче нахождения регулярного решения первой краевой задачи для 
уравнения (2) с граничными условиями (4) и начальным условием и(х,0) = -г(х), решение 
которой выписано, например, в работе Нахушева [1995, с. 268].

Пусть теперь нарушено условие (6), то есть имеет место равенство

[a(x) + ^ (х ) + / ( х )]2 + \p ( x ) - a (x )  + S (x )]2 = 0 Vх е [0, r ]. (20)

/ \ S ix ) - д х ) п( \ S(x) + д х )
Равенство (20) будет иметь место, например, если a (x ) = ------   , а р \х ) = --------   .

В этом случае однородная задача, соответствующая исследуемой задаче 1, имеет 
бесчисленное множество линейно независимых решений вида:

2 и (х, у ) =
q  (х + у ) -  q  (х -  у ) + q (x+ у ) + q(x -  у )  у  < 0,

2 У G(x, у; s, 0)q(s) ds, у  > 0,

где q(x) -  произвольная функция из класса C*[0, r ] n  C3 ]0, r [ , а G(x, у; s, t ) -  это функция 
Грина первой краевой задачи для уравнения теплопроводности. А решение исследуемой 
неоднородной задачи 1 при выполнении равенства (20) будет существовать тогда и только 
тогда, когда относительно заданных функций a (x ) , р (х ) , щ(х), f  (х, у ) будет выполнено 
дополнительное требование:

0 0  
2« (х ) = a (x ) У f  (х + 1, t)dt -  р(х)  У f  (х - 1, t)d t .

-  x / 2 ( x - r ) / 2
(21)

При соблюдении условия (21) множество решений задачи 1 в области Q 1 будет 
выписываться по формуле:

r s

<

0
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„(*, у ) = q '(x + у ) - q '(x -  у ) + q(x + у ) + q(x -  у ) + 1 x+ f  (, , 0)dt + 1  у x+J' t )d sd l ,
2 2 2 х_у 2 0 x-у+t

а в области Q 2 для совокупности регулярных решений задачи 1 будет иметь место 
представление

У У
u(x, у ) = J Gs (x, у; 0, t (t )dt -  J Gs (x, у; r, t )^2 (t) dt +

0 0
r у  r

+ J G(x,у; s ,0)q(s)ds -  J J G(x, у; s, t ) f  (s, t )d sd t .
0 0 0

Таким образом, условие (6) является необходимым и достаточным для 
существования единственного регулярного в области Q решения задачи 1.

Заключение

В работе исследована краевая задача со смещением для неоднородного уравнения 
смешанного параболо-гиперболического типа второго порядка с волновым оператором в 
области гиперболичности, когда в качестве граничного условия задана линейная 
комбинация производных от значений искомой функции на двух независимых 
характеристиках и на линии изменения типа с переменными коэффициентами. Найдено 
необходимое и достаточное условие на заданные функции, обеспечивающее 
единственность и существование регулярного решения задачи. Показано, что при 
нарушении указанного условия, однородная задача, соответствующая исследуемой задаче 
1, имеет бесчисленное множество линейно независимых решений, а множество решений 
соответствующей неоднородной задачи может существовать только при дополнительном 
требовании на заданные функции. При определенных условиях на коэффициенты, 
входящие в постановку задачи, решение выписано в явном виде.
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