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Аннотация  
Рассматриваются векторные поля в единичном круге, инвариантные относительно группы 
вращений. Дана топологическая классификация грубых векторных полей, структура фазовых 
портретов которых не меняется при малых возмущениях в указанном классе векторных полей. 
Кроме того, описаны все связные компоненты множества грубых векторных полей.   
 

Abstract 
We consider vector fields in the unit disk that are invariant under the rotation group. The paper gives the 
topological classification of structurally stable vector fields, the structure of phase portraits of which does 
not change under small perturbations in the indicated class of vector fields. We also describe all 
connected components of the set of structurally stable vector fields.    
 

Ключевые слова: векторное поле на плоскости, группа вращений, инвариантность, симметрия, 
грубость, топологическая классификация, связные компоненты.  
Keywords: planar vector field, rotation group, invariance, symmetry, structural stability, topological 
classification, connected components.   

 

Введение 

Изучению дифференциальных уравнений, инвариантных относительно групп 
преобразований, посвящено большое число работ (см., например, [1–3]).  Хотя изучение 
грубости и бифуркаций динамических систем с симметрией, задаваемых векторными 
полями, инвариантными относительно группы преобразований, представляет как 
теоретический, так и практический интерес, эти вопросы мало исследованы. Отметим 
работы [4–8], в которых изучались бифуркации, связанные с потерей симметрии. В книге 
В.И. Арнольда [9, с. 267–282] рассматривались локальные бифуркации векторных полей 

на плоскости, инвариантных относительно группы поворотов на углы кратные q/2 , 

,...3,2q . В статье [10] показано, что однородные векторные поля на плоскости, грубые 

относительно пространства таких полей, типичны. 

В настоящей работе  рассматриваются 
C -векторные поля в единичном круге, 

инвариантные относительно группы вращений )2(SO . Описано множество r
0  векторных 

полей, грубых относительно банахова пространства ))2(,( SODr  всех таких полей с  

rC -нормой, 1r . Оно образует в этом пространстве открытое всюду плотное множество. 
Кроме того, дано описание классов топологической эквивалентности и связных 

компонент множества r
0 . 
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1. Векторные поля, инвариантные относительно группы )2(SO  

  Будем обозначать )(Dr  банахово пространство векторных полей класса 
C  с   

rC -нормой [11], заданных в единичном круге }1:),({: 2
2

2
1

2
21  xxxxxD R . Группа 

вращений )2(SO  действует на )(Dr  следующим образом. Линейный оператор  

)2(
cossin

sincos
SOR 







 





  переводит векторное поле )(DX r  в векторное поле 

)(1 DXRR r
 .   Обозначим  ))2(,( SODr  подмножество в  )(Dr , состоящее  из 

векторных полей, инвариантных  относительно действия )2(SO , то есть таких, что   

XXRR 


1 . Очевидно, что ))2(,( SODr  образует линейное подпространство в )(Dr . 

Теорема 1. Векторное поле  )(DX r  принадлежит ))2(,( SODr  тогда и только 

тогда, когда оно имеет в полярных координатах ,  (  sin,cos 21  xx )  вид 

  /)(/)( ,                                                          (1) 

где )(  и )(  – соответственно нечетная и четная 
C -функции на ]1,1[ . 

Доказательство. Пусть ))2(,( SODX r ,  

2212121121 /),(/),(),( xxxXxxxXxxX  .                                    (2) 

Так как   )0()0(1 XXR 
 , то 0)0( X . Для матрицы )/)0,0(( ji xXA   при 

любом    имеем  AARR 


1  и ARAR   . Поэтому 






 





A .   В полярных 

координатах     /),(/),(X , где  

 sin)sin,cos(cos)sin,cos(),( 21 XX  , 

 /]cos)sin,cos(sin)sin,cos([),( 21 XX   при 0 ,   ),0( . 

Ясно, что 
  C, . Инвариантность X  относительно действия )2(SO  влечет 

инвариантность   и   при сдвигах   , то есть независимость ),(    и 

),(   от  : )(),(    и )(),(   . Из равенства XXRR 


1  следует, что 

),(),( 2121 xxXxxX ii  , 2,1i . Поэтому )(  и )(  – соответственно нечетная и 

четная функции. При этом  )0( ,  )0( . 

Пусть теперь )(  ( )(  ) любая нечетная (четная) 
C -функции на ]1,1[ . Мы их 

можем представить в виде  

)()( 2 f , )()( 2 g  ,                                               (3) 

где f   и g   некоторые 
C -функции на ]1,1[  [12, с. 153]. Векторное поле (2), где 

)()(:),( 2
2

2
12

2
2

2
11211 xxgxxxfxxxX  , )()(:),( 2

2
2
12

2
2

2
11211 xxfxxxgxxxX  , 

принадлежит ))2(,( SODr  и  имеет в полярных координатах вид (1). 

2. Грубые векторные поля в ))2(,( SODr  

Определение 1. Векторные поля X  и Y из ))2(,( SODr  топологически 

эквивалентны, если существует гомеоморфизм DDh : , переводящий 

ориентированные траектории поля X  в ориентированные траектории поля Y .  
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Определение 2.  Векторное поле ))2(,( SODX r  называется грубым 

(относительно ))2(,( SODr ), если существует такая его окрестность V  в ))2(,( SODr

, что любое векторное поле VX 
~

 топологически эквивалентно векторному полю X . 

Обозначим ))2(,(00 SODrr   множество векторных полей из ))2(,( SODr , для 

которых  в их записи в полярных координатах )(  имеет только простые нули,  0)1(  , а 

)(  не имеет на )1,0(  нулей, общих с )( .  Это множество совпадает с пересечением 

множества векторных полей Морса–Смейла в D  [11] с ))2(,( SODr  Пусть :0N , 

},...,1{: nn N  при Nn , }1,1{: nn N  при N }0{n . Обозначим r
s n,,0  

(соответственно r
u n,,0 ) множество векторных полей из r

0 , для которых  )(  имеет 1n  

нуль:  1...0 10  n , 0)0(   (соответственно 0)0(  ), а )()(sgn ini    

при ni N , Nn . Векторное поле из r
s n,,0  ( r

u n,,0 ) имеет единственную особую точку – 

начало координат, соответственно, устойчивую (неустойчивую), а также ровно n  

гиперболических периодических траекторий – окружностей i  , ni N , положительно 

(отрицательно) ориентированных векторным полем при 0)( in  ( 0)( in ).   

Теорема 2.  1. Множество ))2(,(0 SODr  открыто и всюду плотно в ))2(,( SODr . 

2. Векторное поле ))2(,( SODX r   является грубым тогда и только тогда, когда 

оно принадлежит  ))2(,(0 SODr . 

3. Связные компоненты множества ))2(,(0 SODr  совпадают с множествами 

r
s n,,0 , r

u n,,0 , N }0{n . 

4. Классы топологической эквивалентности векторных полей из ))2(,(0 SODr  

совпадают с множествами  r
s 0,,0  , r

u 0,,0  ,  r
s

r
s nn   ,,0,,0

, r
u

r
u nn   ,,0,,0

, Nn . 

Доказательство. Векторное поле rX 0  является векторным полем Морса–Смейла 

в D . Поэтому существует такая его окрестность U  в  )(Dr , что любое векторное поле 

UX 
~

 является векторным полем Морса–Смейла в D  и топологически эквивалентно X  

[11, 13]. Векторное поле X
~

 из окрестности  ))2(,( SODUV r  поля X   в ))2(,( SODr  

принадлежит r
0   и топологически эквивалентно X . Поэтому r

0  открыто в ))2(,( SODr , 

а векторные поля из r
0   являются грубыми. 

    Докажем плотность r
0    в ))2(,( SODr . Пусть  ))2(,( SODX r  и (3) – 

компоненты X  в полярных координатах. Выберем произвольную окрестность V  поля X  в 

))2(,( SODr . По теореме Вейерштрасса о приближении [14, с. 37] найдутся многочлены 

)(
~
f  и )(~ g , сколь угодно близкие соответственно к )(f  и )(g  на [ 1,1]  в 

rC -норме.  

Поэтому их можно выбрать так, чтобы векторное поле ))2(,(
~

SODX r , имеющее в 

полярных координатах вид   /)(~/)(
~ 22 gf , принадлежало окрестности V .  

Выберем окрестность W  поля X
~

, содержащуюся в V . Рассмотрим векторное поле 

))2(,(
~ , SODX r , имеющее в полярных координатах вид 

  /))(~(/))(
~

( 22 gf . Для некоторого 0   WX  ,~
, если    , 

  . При достаточно малом ),0(   многочлен    )(
~

:)( 2fF  имеет только 
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простые нули,  а  0)0( F , 0)1( F . Фиксируем такое  . При достаточно малом 

),0(0    многочлен  0
2 )(~  g   также имеет только простые нули. При достаточно 

малом ),( 0    многочлен   )(~ 2g  не  имеет общих нулей с )(F . При выбранных 

  и   векторное поле VX r  0
,~  . Тем самым, r

0  всюду плотно в ))2(,( SODr . 

Покажем, что грубое векторное поле ))2(,( SODX r  принадлежит r
0 . 

Компоненты поля X  в полярных координатах представим в виде (3).  Пусть V –  

окрестность поля X , фигурирующая в определении грубости.  Поскольку r
0  всюду 

плотно в ))2(,( SODr , то в V  имеется векторное поле из r
0 , которому X  топологически 

эквивалентно. Поэтому X  имеет единственную особую точку (0,0) , и либо не имеет  

замкнутых траекторий, либо имеет конечное число замкнутых траекторий, задаваемых в 

полярных координатах уравнениями i  , ni ,...,1 , где 10 1  jj   при 

1,...,1  nj . При этом 0)1()1(  f , 0)( 2 f  для  10   , )( 2f   меняет знак в 

точках i  , а 0)( 2 ig  , ni ,...,1 .  Пусть  rX 0 . Тогда или а) 0)0()0(  f  или   

б) 0)()( 22  kk ff    при некотором nk ,...,1 .  

В случае а) рассмотрим векторное поле ))2(,(
~

SODX r , имеющее в полярных 

координатах компоненты ))()(()(
~ 22   f , )()(

~ 2 g , где ]1,0[]1,0[:   

такая 
C -функция, что 1)( u  при ]2/,0[ au , 0)( u  при ]1,[au , 2

10  a . При 

достаточно малых   VX 
~

.  Если 0)( af , то )(
~
  имеет больше нулей, чем )( , а 

X
~

  имеет больше замкнутых траекторий, чем  X . С другой стороны, так как  поле VX 
~

,  

то оно топологически эквивалентно X  и потому имеет столько же замкнутых траекторий. 

Полученное противоречие доказывает, что rX 0 . 

 Рассмотрим случай б).  Выберем число },min{0 22
1

2
1

2
kkkkb    ,  где следует 

считать 00   при 1k  и 11 k  при nk  . Рассмотрим поле ))2(,(
~

SODX r , 

имеющее в полярных координатах компоненты 

))()()(()(
~ 2222  kf  , )()(

~ 2 g , 

где ]1,0[]1,0[:   такая 
C -функция, что 1)( u  при ]2/,2/[ 22 bbu kk   ,  0)( u  

при ]1,[],0[ 22 bbu kk   .  При достаточно малых   VX 
~

. Если 0)2/( 2  bf k ,  

то )(
~
  имеет больше нулей, чем )( . Как и в случае а), получаем противоречие. Так 

что  rX 0  и в случае б).  

Утверждения 1) и 2) теорема доказаны. 

Покажем, что множества r
s n,,0  связны. Достаточно соединить путем произвольное 

векторное поле r
s n

X ,,0  с векторным полем r
s n

X ,,00  , имеющим в полярных 

координатах вид   /)(/)( 2
0

2
0 gf , где 

)())(()1()( 21
1

0 n
n uuuuuuuf   ,  )1/(  nkuk , nk ,...,1 , 

121 )()())(()( 1210


 nm
n

mm
n uuuuuunug  , 2/)( 1 sss uuu , 

0sm , если  )()1( ss nn    и 1sm , если  )()1( ss nn   , 1,...,1  ns . 
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Множество r
s n,,0  открыто, поэтому содержит шар 


rC

r XXSODXB
~

:))2(,(
~

{:  

достаточно малого радиуса  .  В этом шаре существует векторное  поле r
s n

X ,,0

~
  

0, , n

r

sX  , имеющее в полярных координатах вид   /)(~/)(
~ 22 gf , где )(

~
uf  и 

)(~ ug  – многочлены. Представим их в виде  

)~()~)(~)(()1()(
~

21
1

n
n uuuuuuupuf   , 

где 1~~~~~0 1210  nn uuuuu ,  0)( up  для всех 0u , 

)~()~)(~)(()()(~
21 Nn vuvuvuuqnug  , 

где  1~~~0 21  Nvvv , 0)( uq  для всех 0u .  

Поскольку X
~

 и X  можно соединить путем в B , то достаточно найти путь в r
s n,,0 , 

соединяющий X
~

 с 0X .   

Рассмотрим  векторные поля  ))2(,(
~

SODX r , ]1,0[ , имеющие в полярных 

координатах вид      /)(~/)(
~ 22 gf , где  )(~ ug  получается из )(~ ug  следующим 

образом. Если 11 1

~~~
 


sss kkk vvv  – нули )(~ ug , расположенные между  su~  и 1

~
su , 

ns ,...,1,0   ( 10 k , Nkn  11 ), то каждую группу множителей 

)~()~)(~( 11 1 


sss kkk vuvuvu , ns ,...,1,0 , 

 в )(~ ug  заменяем на  

s

sss

m
skkk uuvuvuvu ))(1()~()~)(~( 11 1


 


 , 

где 2/)~~(: 1
  sss uuu , числа sm  при  1,...,1  ns  определены выше, а 00  nmm . Если 

)(~ ug  не имеет нулей между su~  и 1
~

su , то 0sm  , и будем считать, что в выражении для 

)(~ ug  есть множитель 1)(   sm
suu . Отображение   X

~
]1,0[   является путем в 

r
s n,,0 , соединяющим поле XX

~~0   с  полем 
1~

X , имеющим в полярных координатах вид 

  /)(~/)(
~ 2

1
2 gf ,  где  

11 )())(()()(~
111




  nm
n

m
n uuuuuqnug  . 

Пусть ))2(,(
~~

SODX r , ]1,0[  – векторное поле, имеющее в полярных 

координатах вид      /)(
~~/)(

~~ 22 gf , где  

))(
~~())(

~~))((
~~]()()1[()1()(

~~
21

1  n
n uuuuuuupuf  

, 

121 )
~~())(

~~())(
~~]()()1)[(()(

~~
121



 nm
n

mm
n vuvuvuuqnug  , 

iii uuu   ~)1(:)(
~~ , ni ,...,1 , sss uuv   )1(:)(

~~ , 1,...,1  ns . 

Отображение  X
~~

]1,0[   является путем в r
s n,,0 , соединяющим поле 

1~
X  с  

полем 0X . Таким образом, множества r
s n,,0  связны, и утверждение 3) теоремы доказано.  

При изменении векторного поля  из r
s n,,0  вдоль пути в r

0  не может измениться 

ни число замкнутых траекторий, ни их ориентация, ни устойчивость  замкнутых 
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траекторий и особой точки. Поэтому связная компонента r
0 , содержащая  r

s n,,0 , 

совпадает с r
s n,,0 .   

Аналогично доказывается, что и множества r
u n,,0  – связные компоненты r

0 . 

Отображение ),(),( 2121 xxxx   переводит траектории векторного поля из r
s n,,0   

( r
u n,,0 ) в траектории векторного поля из  r

s n
 ,,0

 ( r
u n

 ,,0
).  Поэтому векторные поля из 

r
s

r
s nn   ,,0,,0

( r
u

r
u nn   ,,0,,0

) принадлежат одному классу топологической 

эквивалентности.  Поскольку в определении топологической эквивалентности содержится 

требование сохранения ориентации траекторий, то векторные поля из r
s n,,0  и векторные 

поля из  r
u l 

 ,,0
 не могут принадлежать одному классу топологической эквивалентности ни 

при каких n  и l . Векторные поля из r
s n,,0  и r

s l 
 ,,0

 ( r
u n,,0  и r

u l 
 ,,0

) при  разных n  и 

l  также не являются топологически эквивалентными, так как имеют разные схемы [15]. В 

итоге получаем утверждение 4) теоремы. 
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