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Аннотация  

В работе рассмотрены решения уравнения колебания струны в пространстве обобщенных 

функций, в пространстве квадратично суммируемых функций, а также в шкале соболевских 

пространств, и на такие решения распространяется представление Даламбера. 

 

Abstract 

In this paper we consider solutions of the string oscillation equation in the space of generalized functions, 

in the space of quadratically summable functions, and also in the scale of Sobolev spaces, and the 

D'Alembert representation is extended onto such solutions. 
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В различных исследованиях процессов, описываемых гиперболическими 

уравнениями, при рассмотрении решений иногда возникает потребность в привлечении 

обобщенных функций и их свойств, этому препятствует обычное в стандартной теории 

предположение о принадлежности решений пространствам достаточно гладких функций. 

В частности, при построении общей теории граничных задач на идеях Вишика и 

Хермандера (см. [1],[5]) необходимо рассматривать решения из пространства квадратично 

суммируемых функций. В настоящей работе будут рассмотрены решения уравнения 

колебания струны в пространстве обобщенных функций над областью, в пространстве 

2 ( )L  , а также в шкале соболевских пространств, и на такие решения мы распространим 

представление Даламбера. В работах [6–15] построены теории и приложения таких 

функций.  

Пусть в ограниченной области на плоскости 2
R  переменных 1 2,x x  нам дано 

уравнение  

     0Lu        (1) 
 

где L  дифференциальный оператор с постоянными вещественными коэффициентами, 

порожденный дифференциальной операцией  

2 2 2

2 2

1 1 2 2

,a b c
x x x x

  
 

   
    где  

2a,b,c , b 4 0.ac  R  
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Наши рассмотрения носят общий характер, но для определенности будем считать, 
что рассматриваемая область является открытым кругом K  единичного радиуса. 
 Запишем символ оператора L  в виде 
 

   1 2 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( , )( , ) ( )( )l a a a a a a           R  
 

с вещественными векторами  1 2 1 2, , 1, 1.a a a a   В координатах 
1 ,y A x  где 

1 2

1 1

1 2

2 2

a a
A

a a

 
  
 

,  уравнение (1) запишется в виде    

        

2

1 2

0.
u

y y




 
         (2) 

 Пусть  0det ,A    угол между характеристиками: 0sin .    Матрица 
1,A

 

очевидно, имеет вид  
2 2

2 1

1 1

2 1

1
.

a a
A

a a

 
  
  

 Обозначим  1 1 1 2 2 2

2 1 2 1( , ), ( , ).a a a a a a           Тогда   

2 1

1 2

( , ) ( , )
, .

a x a x
y y  

 
 Ясно, что 

1 1 2 2( , ) ( , ) 0,a a a a   так что 
1 2,a a  векторы, 

ортогональные характеристикам. Тогда в точках  
1 1, ,a a 2 2,a a семейство характеристик 

будет касаться окружности .K  После преобразования x y  векторы 
1 2,a a  перейдут в 

единичные орты координатных осей, векторы 
1 2,a a   соответственно в 0( cos ;1) / ,    

0( 1;cos ) / ,   круг K  перейдет в эллипс K , причём в силу аффинности преобразования 
1A  параллельные прямые переходят в параллельные прямые, поэтому наиболее 

удалённые от начала координат точки проекции замыкания эллипса K  на координатные 

оси 1y  и  2y  будут являться именно проекциями соответственно векторов 
1 2 1 2,A a A a   и 

векторов 
1 1 1 1, .A a A a  Таким образом, эллипс K  имеет проекцией на любую из 

координатных осей интервал [ ; ],I    где 0cosec .   Пусть [ 1;1].I    

 Обозначим через 2( ) 1t t    вес в пространстве 
, ( )pL I  с нормой 

2 2( ) | ( ) | .
I

u t u t dt   Обозначим через 
0K  квадрат в плоскости переменных y  с центром 

в начале координат: 
0 [ , ] [ , ]K         с некоторым   , а через 0K  обозначим образ 

0K  после отображения .A . Пусть 0 ( ) 1x   при 0 ,x K  0 ( ) 1x   при 0.x K Очевидно, что 
1 2

0 1 1( ) (( , )) (( , )),x a x a x   где характеристическая функция интервала I: 1( ) 1, ;x x I    

1( ) 0, .x x I    Если x K , а   обозначает угловую координату, то ( ) (cos ;sin );x     
1 1( , ) ( , ) ;a x a x 

   1 1( , ) ( , );a x a x
   2 2( , ) ( , ) ;a x a x 

   2 2( , ) ( , ).a x a x
    

 Утверждение 1. Если ( )u D K   решение уравнения (1), то 1 ( ),u D I 

2 ( ),u D I 
1 1 2 2 ,u i u i u   где 

1 2, : ( ) ( )i i D I D K      непрерывные вложения, действующие 

по правилу 
 

*

0 ( ), , lim (( , )) ( ) ,n j

j j j
n

K

C I i u u a x x dx  


      

( )

0 ( ), , 1,2.D In n

j j jn
u C I u u j




    

Доказательство.  Пусть y K   любая точка, 1 1 1 1 2 2 2 2( ; ) ( ; )Y y h y h y h y h        

открытая прямоугольная окрестность точки  y ,  с замыканием лежащая в K . Ограничение 
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0 | ( )Yu u D Y   удовлетворяет уравнению (2). Производная 02 0 2/u u y    принадлежит 

( )D Y   и удовлетворяет уравнению 02 1/ 0,u y    поэтому функция 02u  от 1y  не зависит 

([2], стр. 60) и 02 2 2 2 2(( ; )).u D y h y h     Поскольку в D  существует первообразная для 

любой функции, то мы имеем частное решение уравнения 02 0 2/u u y    , которое мы 

обозначим. Функция 0u  отличается от 2v  на функцию 1v  c нулевой производной 

1 2/ 0,v y    поэтому 1 1( )v v y  не зависит от 2y . Таким образом, 0 1 1 2 2( ) ( ),u v y v y   и 

локально мы получили искомое представление. Далее, если 
1 1 1 1(z ;z )h h    интервал, 

имеющий непустое пересечение с 1 1 1 1( ; )y h y h   такой, что прямоугольник 

1 1 1 1 2 2 2 2(z ;z ) (z ;z )h h h h      с замыканием лежит в K , то функция  1( )v y  из разложения 

0 1 1 2 2( ) ( ),u v y v y   в последнем прямоугольнике в пересечении интервалов совпадает c 

1 1( )v y  с точностью до аддитивной постоянной. Это следует из того, что в любом 

прямоугольнике из пересечения выполнено равенство 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ),v y v y v y v y    

которое можно дифференцировать. Вычитая из 1 1( )v y  постоянную, можно продолжить 

функцию 1u  с помощью новой функции 1v  на весь интервал 
1 1 1 1(z ;z )h h  , пользуясь 

теоремой о склеивании ([2], стр. 27). Таким образом, мы получим функцию 1 1( )v y , 

заданную на I . То же мы можем проделать и с функцией 2 2( ).v y . Осталось заметить, что 

функция 1 1( )v y , рассматриваемая как функция из ( )D R , действует по правилу 

 

0 1 1 1
ˆ( ), , lim ( )) ( ) ,n

n
K

C K v v y y dy  


      

где 
( )

1 1 1 0( ), ( )
D In n

n
v v D I v C I

 

 


    любая регуляризующая последовательность 

основных функций. Возвращаясь к координатам  x (обозначая функцию 1 1( / )v y   как 

2 1( )u y , а функцию 2 2( / )v y   как 1 2( ),u y получим требуемое представление. 

Утверждение 2. Функция ( ),1 ppu L K    является решением уравнения (1) 

тогда и только тогда, когда 
1 2 ,, ( ),pu u L I   1 2 2

1 2( ) (( , )) (( , )), 1 .u x u a x u a x t     

Доказательство.  Как и при доказательстве утверждения 1 рассмотрим малый 

прямоугольник 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2( ; ) ( ; ).Y I I y h y h y h y h         Докажем сначала локальную 

принадлежность слагаемых пространству .pu L  Нам дано, что сумма распределений

1 1 2 2( ) ( )v y v y  лежит в ( ),pu L K а значит и ограничение на Y лежит в ( ).pu L Y  

 Пусть 1/ 1/ 1,p q   функции 
0 2 0 1( ), ( )C I C I     любые функции  и .    

Тогда     

1 21 1 1 2, 1, 1, ( ) ( )I I Yu u y y          

 1 1 2 1 2

1

, ( ) ( ) , ( ) ( ) ,Y Y Y

u
u y y y y u

y
     


          


. 

поэтому выполнено 

  
1 1 2 1

1

1 ( ) ( ) ( ) ( )
| , | | 1, | .

p q q q
I L Y L I L I L I

u u C           
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В силу произвольности   на любом заранее выбранном подинтервале и в силу 

плотности 
0C   в 

1( )qL I получим, что 
1 1( ).pu L I  Аналогично для 2.u Доказана локальная 

суммируемость со степенью p.  

 Рассмотрим поведение функции 1( )u t в окрестности (1 ;1)  конца 1t  интервала I, 

где 0   достаточно мало. Пусть v  означает сегментную окрестность в круге K точки 
1a  

высоты  . Можно выбрать   так, чтобы v , если мы будем проектировать на ось вектора 
2a  вдоль прямых, параллельных вектору 

1a , проектировалось вовнутрь отрезка 

характеристики, порожденной вектором 
2a , заключённого в круге. Поэтому функция 

2

2(( , ))u a x  интегрируема со степенью p по множеству v. Поскольку по v интегрируема со 

степенью p сумма 1 2

1 2(( , )) (( , )),u a x u a x  то интегрируема со степенью p и функция
1

1(( , )).u a x   Таким образом, конечен интеграл 

   
( )1 1

1

1 1 1

1 ( ) 1

| (( , ))| | | 2 ( ) | | ,

t

p p p

v t

u a x dx dt u t dz t u t dt



  


  

      

где 
1 2t ( , )), ( , ).a x z a x   

Мы получили, что 
1 , ( ).pu L I  Точно так же 

2 , ( ).pu L I  Обращая доказательство, 

получим достаточность в этом утверждении. Доказательство закончено.  

Определим соболевское пространство ( )mH I  как обычно ([3]), только 

интегрирование проводится с весом .  

Утверждение 3.  Пусть  ( )mu H K    решение уравнения (1). 

1). Если mZ , тогда функции 1 2,u u  из утверждения 2 принадлежат пространству 

( )mH I ; наоборот, принадлежность  1 2, ( )mu u H I  влечёт ( )mu H K . 

2). Если , 0,m m R  то функции 1 2,u u  принадлежат 0 ( )mH I

  (определение через 

интерполяцию, см., напр.,[4]); наоборот, если 1 2, ( )mu u H I , то 0 ( ).mu H K

  

Доказательство. 1). Пусть D   любая производная порядка | | .m   Тогда 

функция D u  также является решением уравнения (1). В пространстве ( )D K   имеет 

место равенство 
1 | | 1 2 2 1 2

1 2 1 2( ) (( , )) ( ) (( , )) (( , )) (( , )),D u a D u a x a D u a x v a x v a x         

где 1 2,v v   функции из разложения Даламбера решения D u . Выбирая 
2 ,x a t  получим 

равенство 1 | |

1 1( )v a D u   с точностью до постоянной, поэтому из принадлежности 

1 2, ( )v L I  получим 1 ( ).mu H I . Аналогично для 1

2 : .u x a t  Обращая доказательство, 

получим достаточность. 

2).  Пусть (0;1).m  Тогда ( ) ( )m

pH K L K  с 2 / (1 )p m  . Поэтому предполо-

жение, что  ( )mu H K   решение, влечёт принадлежность 1 2 ,, ( ),pu u L I  что вместе с 

( )mu H K  даёт 1 2, ( ), 0.mu u H I

     Наоборот, последние включения по теореме 

вложения дают 1 2 ,, ( ), 2 / (1 m ),pu u L I p      по утверждению 2 это значит, что и 

( ),pu L K  а это вместе с гладкостью 1 2,u u   влечёт, что и 2 ( ).mu H K Поскольку 

0    любое, то утверждение доказано. 
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