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Аннотация 
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Введение 

Дифференциальные уравнения с обращающимся в нуль коэффициентом при 

старшей производной не вписываются в рамки стандартной теории обыкновенных 

дифференциальных уравнений и давно привлекали внимание широкого круга 

исследователей. Обзор литературы по уравнениям с неотрицательной характеристической 

формой, которые, в частности, включают вырождающиеся дифференциальные уравнения 

второго порядка в частных производных можно найти в [1, 2]. В этих работах уже 

рассматривались вырождающиеся эллиптические граничные задачи, содержащие 

производные с различными весовыми функциями. В отличие от указанных работ [1, 2] в 

настоящей работе в уравнение введён регулярный эллиптический оператор порядка l2 , 

что приводит к изменению в постановке граничных условий. Предложен метод 

доказательства однозначной разрешимости задачи Дирихле. Отметим, что априорная 
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оценка решения указанной задачи Дирихле доказана ранее в статье [3], а представление 

суммы регулярного эллиптического оператора и вырождающихся эллиптических 

операторов высокого порядка в виде композиции похожих по структуре операторов 

установлено в [4]. Укажем также источники [5–14], в которых исследовались близкие 

задачи или были использованы похожие методы. 

Постановка задачи 

В полосе
nRdD  ],0[  рассмотрим задачу Дирихле для дифференциального уравнения 

высокого порядка с постоянными коэффициентами 

      ),,(),(,),(,),(, 222 yxFyxUDDLyxUDDLyxUDDL yxlypym                    (1) 
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где mpl   – натуральные числа,  n ,...,1
 – мультииндекс,    
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по переменной nRy . Через )(2,2,2

, DFH lpm

  мы будем обозначать пространство образов Фурье 

по переменной nRy  функций из пространства )(2,2,2

, DH lpm

 . 

Теорема 1 [3]. Пусть выполнены условия 1, 2 и ).(),( 2 DLyxF   Тогда для функций 
lpmFHxu 2,2,2

,),(  и lpmHyxU 2,2,2

,),(  , являющихся соответственно решениями задач (4) – (6) и 

(1) – (3), выполнены априорные оценки 
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с постоянной 0c  не зависящей от  ),(),,(),,(),,( yxFyxUxfxu  . 

 Определение. Будем говорить, что оператор        ,,, 222 xlpm DLDLDL  при 0   

принадлежит классу эквивалентности         ,,, 222 xlqr DMDMDM  ,  порождённому 

композицией операторов        ,,,,, 222 xlqr DMDMDM , если для любого 00   существует 

такое )( 0 dd , что при )(0 0 dx  имеет место представление 

                     ,,,,,,,,,,,, 222222   xuxTxuDLxuDLxuDLDMDMDM lpmxlqr   
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, DFHxu lpm
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Теорема 2 [4]. Пусть выполнены условия 1–4. Тогда существуют такие операторы 

  ,2 DM r ,   ,2 DM q ,  ,2 xl DM  и число 00  , что сумма        ,,, 222 xlpm DLDLDL  при  

0  принадлежит классу эквивалентности         ,,, 222 xlqr DMDMDM  ,  

порождённому композицией этих операторов. 

Наряду с задачей (1) – (3) рассмотрим задачу 

                                       ),,(),(,),(,),(, 222   xfxuDLxuDLxuDL xlpm                            (4)

 ,0),(),(),( 1   dududu m

xx                               (5) 

  ,0),0(),0(),0( 1   uuu l

xx                                  (6) 

полученную из задачи (1) – (3) после применения преобразования Фурье  yF  по 

переменной nRy . 

 Как будет показано далее, для разрешимости задачи (4) – (6) достаточно установить 

разрешимость при 0  следующей граничной задачи: 

      ),,0(),(),,(),(, 2222 dLxfxfxuDMDMDM xlqr                               (7) 

,0),(),(),( 1   dududu m

xx                                              (8) 

.0),0(),0(),0( 1   uuu l

xx                                       (9) 

Для дальнейшего удобно ввести обозначение  

    ),,(),(),,(),(, 22   xwxvDMxvxuDM qxl  

и тогда уравнение (7) можно записать в виде системы 

  ),,(),(2  xfxwDM r                                                            (10) 

  ),(),(2  xwxvDM q .                                                           (11) 

  ).,(),(2  xvxuDM xl                                                            (12) 
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Для общего решения ),( xw  уравнения (10) справедливо представление (см. [2]) 
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где        ,,, 222 ppp MMM  – факторизация по    эллиптического многочлена  ,2 pM , 

1  – контур на комплексной плоскости, охватывающий корни многочлена   ,2 pM ,  
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 Аналогично для решения ),( xv  уравнения (11) справедливо представление 
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где       
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qM 2 ,  

  1

1

2





   k
q

k

rk  – некоторый многочлен степени 1q ,  )(tx  – функция обратная функции 

 


d

x
s

ds
t

)(
, 

   
  






 










dydyixwx
M

ti
SxwxR

yxx
q

exp),()(
)(

exp

2

1
),()(

0
)(

2

2 . 

 Уравнение (12) является обыкновенным дифференциальным уравнением порядка l2  

с постоянными коэффициентами, поэтому общее решение ),( xu  этого уравнения имеет вид 
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 Чтобы определяемое формулой (15) решение уравнения (7) удовлетворяло 

граничным условиям (8), (9), следует выбрать постоянные lmkk  ,...,2,1,   таким образом, 

чтобы выполнялись следующие соотношения 
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 Уравнения (17)  с учетом представлений (14), (13) можно переписать в виде 
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 В случае, если lm 2 , то аналогично (17) уравнения (16) записываются в виде 
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 Если lpmlm 22,12  , то для 120  lj  уравнения (16) записываются в виде (22), 

при этом 13,...,1,  llli . Чтобы граничные условия (16) выполнялись и при 1,...,2  mlj , 
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Наконец, если 122,12  lpmlm , то для 120  lj  уравнения (16) записываются 

в виде (22), при этом 13,...,1,  llli , а для 1)(22  lpmjl  уравнения (16) 

записываются в виде (24), при этом 1)(23,...,13,3  pmllli . 

 Чтобы граничные условия (16) выполнялись и при 1),...,(2  mlpmj , потребуем 

выполнения соотношений  
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Отметим, что интеграл в выражении для )(jA  сходится, так как 

lprmlplpmlm 2221223)(21  . 

 Неизвестные 11,  lmkk  будут однозначно определены из системы уравнений 
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. Заметим, что при достаточно малых 00   и 
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 отличен от нуля. 

Таким образом, мы приходим к следующей теореме. 

 Теорема 3. Пусть выполнены условия 1 – 3, 5. Тогда при любых 

  002 ,,,0),(  ddLxf  и достаточно малом 00   существует единственное решение 

),( xu  задачи (7) – (9) и справедлива оценка 

),(),(  xfcxu                                                          (28) 

с постоянной 0c , не зависящей от ),( xu  и ),( xf . 

 Доказательство. Формула (15) даёт решение рассматриваемой задачи (9), (10), 

причём постоянные  lmkk  ,...,2,1,  находятся из уравнений (27), и нам только остаётся 

установить справедливость оценки (28). 
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 Поскольку функция ),( xu  удовлетворяет уравнению (12) и условиям (8), (9), то для 

нее выполнена известная оценка 

).,0(),(,),(),(),( 2

2 dLxvxvcxuxuD l

x                                         (30) 

Применим к уравнению (12) оператор qr DD 22

  и получим 
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 Из равенства (31) и оценки ),(),( 0

22  xuxuDD qr  (см. (11)  в работе [4]) выводим 
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рассмотрим уравнение с зафиксированными в нуле коэффициентами 

),(),(),( 22

2

22

1   xwDxvDhxvDDh rrrq
.                                            (34) 

 Умножая (34) скалярно на ),(2  xvD r
, также как и при доказательстве леммы 1 

работы [3] получим 

).,0(),(,),(),( 2

222 dLxwDxwDcxvD rrr  
                                        (35) 

 Поскольку уравнение (34) является уравнением с мало изменяющимися 

коэффициентами по отношению к уравнению (33), то для решения уравнения (33) также 

справедлива оценка (35), которая вместе с (33) приводит к неравенству 

  .),(),(),( 222   xwDxwcxvDD rrr                                           (36) 

 Оценим, наконец, ),(22  xuDD l

x

r . Применяя к (12) оператор 
rD2

 , получим 

),(),(),( 222

2

22

1   xvDxuDDgxuDDDg rqrl

x

qr
,                                      (37) 

и используя представление (см. формулу (13) в [4]) 
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2
12
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222 ),()(~),()(),(),(
r

j

l

x

j

j

p

k

k

k

pl

x

r xuDDxxuDxxuDxuDD , 

где )(~ xj  и  )(xk  некоторые функции, такие что 12,...,0,0)0(~  rjj  и 12,...,0,0)0(  pkk , 

уравнение (37) запишем в виде 












 
12

0

2

1

12

0

1

22

2

2

1 ),()(~),()(),(),(),(
r

j

l

x

j

j

p

k

k

k

rrp xuDDxgxuDxgxvDxuDgxuDg .                  (38)  

 Поскольку  )()()( )/( xxx lpl    и plpr  , то в силу (38) справедлива оценка                           

  ),(),(),(),( 222   xuDxuxuDxuD кpp , 

а, следовательно, и оценка 

  ),(),(),(),( 22   xuxuxvDcxuD rr .                                     (39) 

Из уравнения (37) следует 

  ),(),(),(),( 2

1

22   xuxuxvDcxuDD rl

x

r .                                 (40) 

 Выбирая 0  достаточно малым, из (30), (32), (36), (40) окончательно выводим 

    ),(),(),(),( 2

2 xuxwxwDcxu r . 

 Таким образом, найденное решение ),( xu  при 
0  принадлежит пространству с 

конечной нормой ),( xu . Следовательно, в силу установленного в теореме работы [3] 
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неравенства (28), для решения ),( xu  задачи (7) – (9), которая в силу теоремы работы [4] 

является задачей с мало изменяющимися коэффициентами по отношению к задаче (4) – 

(6), выполнена оценка (28). Теорема 3 доказана. 

 Сформулируем, наконец, основную теорему настоящей работы. 

 Теорема 4. Пусть выполнены условия 1 – 5. Тогда найдется такое число 00 d , что 

при любых  DLyxF 2),(   и 
0dd   существует единственное решение )(),( 2,2,2

, DHyxU lpm

  

задачи (1) – (3), причём справедлива оценка 


D

dxdyyxFcyxU
22

),(),(  

с постоянной 0c , не зависящей от ),( yxU  и ),( yxF . 

 Доказательство основной теоремы вытекает из следующих трёх замечаний: 

 1) задача (4) – (6) является задачей с мало изменяющимися коэффициентами по 

отношению к задаче (7) – (9), следовательно, для неё справедливо утверждение 

аналогичное теореме 4; 

 2) из установленной в теореме 1 работы [3]  оценки и только что сделанного 

замечания 1) следует однозначная разрешимость задачи (4) – (6) при любых nR ; 

 3) если ),( xu  – единственное решение задачи (4) – (6), то  ),(),( 1  

 xuFyxU y  – 

единственное решение задачи (1) – (3). 

 Пример. Пусть в задаче (1) – (3) выбраны следующие значения параметров:  

1d , 3m , 2p ,  1l , 
3)( xx  , 

2)( xx  , 1321321321  dddbbbaaa . 

 В этом случае справедливость условий 1 – 4 легко проверяется, и мы остановимся 

подробно на проверке условия 5. При сделанных предположениях будем иметь: 
6)()( xxx  , 3)0,(,1)()( 2

2

2

22  lqr MMM . 

 Вычислим далее числа 41,30),0(  kjjk . По формуле (20) найдем )0(01 . 

Имеем 
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 Аналогично по формуле (20) с заменой 
ji )(  на 2,1,)( 1   jei ij

 находятся )0(),0( 2111  : 
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 Число )0(31  найдем из равенства (24). Получим 
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Далее формула (21) дает нам  )0(02 : 
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 Аналогично находятся )0(),0( 2212  : 
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 Число )0(32  найдем из равенства (24). Имеем   i
i

d





 



2)0(

2

32 . 

 Прежде чем определять числа 4,3,30),0(  kjjk , найдем линейно 

независимые решения уравнения 0)0,(3)0,(0)0,()0,( 2

2  xuxuDxuDM xxl . Очевидно, 

3

2

3

1 )0,(,)0,( xx exuexu  , поэтому 
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214204 3)0,1()0(,3)0,1()0(,)0,1()0(,1)0,0()0(   eueueuu xx . 

 Теперь составим определитель из условия 5 и вычислим его. Получим 
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 Отметим при этом, что полученные при нахождении чисел )0(jk  интегралы 

12110201 ,,, JJJJ вычислены приближенно с необходимой точностью. 

 Таким образом, условие 5 также выполнено, и к рассматриваемой в этом примере 

граничной задаче применима теорема 4. 
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