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Аннотация
Пусть а  -  иррациональное число, {q n} -  последовательность неполных частных, возникающих

Рп
при разложении а  в цепную дробь, {——} -  последовательность подходящих дробей к а  .

0-п
п—1 ^

Рассмотрим величину Сп(а,/)  = ^ ^ ({ а } ---- ) . Оценки для Сп(а, у) важны как сами по
i=0 2

себе, так и в связи с их приложениями в целом ряде теоретико-числовых задач, в первую очередь 
при изучении остаточного члена проблемы распределения дробных долей линейной функции и в 
теоретико-числовых методах приближенного интегрирования. Наилучшая из существующих

к
оценок для С  (а, /)  имеет вид | Сп (а , / ) |< C X  q. для 1 < i < Q  . В настоящей работе мы

i=1
представляем новое короткое доказательство данной оценки.

Abstract
Let а  be an irrational number. Denote by {q n} a sequence of partial quotients of the continued fraction

Pn
expansion of а  and by {——} a sequence of partial convergents to а  . Assume that

0-n
n—1 ^

С  ( а , у ) = X ( { а }  -  —) . Estimates for С  ( а , / )  are important both by themselves and in
n i=0 2 n

connection with their applications in a some number-theoretic problems, such that studying the remainder 
term of the distribution of the fractional parts of a linear function and in number-theoretic methods of

к
approximate integration. The best known estimate of С  ( а , / )  is 1 С п( а , у ) \ < C X q  for

i=1
1 < i < Q . In this paper, we give a new short proof of this result.
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Введение

Пусть а  -  иррациональное число, {q } -  последовательность неполных частных,

Р п
возникающих при разложении а  в цепную дробь, {——} -  последовательность

Q-n
подходящих дробей к а .  Из теоремы Вейля о равномерном распределении [1] вытекает,

n

что для суммы дробных долей 2 { а }  имеет место асимптотическая формула
i=1

n - 1

2 { а } = n + o ( n ) . (1)
i=0 2

Для изучения остаточного члена асимптотической формулы (1) рассмотрим
n—1 ^

величину С  ( а ,  У) =  2 ({a } ----) . Данная величина изучалась в частности в работах [2]-
i=0 2

[11]. Интерес к ней обусловлен в первую очередь ее теоретико-числовыми приложениями: 
распределение дробных долей линейной функции [3, 6, 10], теоретико-числовыми 
методами приближенного анализа [9], диофантовыми приближениями [2], подсчетом 
целых точек в областях [11] и т. д.

Наилучшая на данный момент оценка величины Си ( а ,  у )  была получена в работе [6]. 

ТЕОРЕМА 1. При 1 < n <  Q  имеет место неравенство

\ Cn( a ,y) \<C 2  qi
i=1

с некоторой постоянной C , не зависящей от n, а ,  у .
Доказательство теоремы 1 в работе [6] очень сложно и основано на получении 

крайне громоздкой явной формулы для С  ( а ,  у )  . Нами предлагается новое, существенно
более простое и короткое доказательство данной теоремы. В его основе лежит следующее 
утверждение, представляющее, на наш взгляд, и самостоятельный интерес.

ТЕОРЕМА 2. Имеет место неравенство

|Са  ( а ,у ) |<  3  + • 1
2  2 , k + 1

Доказательство теоремы 2

В начале временно откажемся от требования иррациональности а  и рассмотрим

_  pслучай а  — — с целыми взаимно простыми p ,  q  . В этом случае С  ( а  у )  периодична по 
q  q

1
у  с периодом —.

q



Действительно,

п  f P  1 \  ( i p  1  ̂ 1 \  \rvr( i  + 1 ) Р   ̂ 1 \
с , ( - , У +  ~ ) = Е ({ +  У +  ~ } " о ) = L ( { — — + у} " т ) =q  q ^  q  q  2 ^  q  2

=  X  ( #  + У} - 1 )  =  ! ( #  +  r }  - 1 )  =  C  (p  , у ) .
i=1 q 2  i=0 q 2  q

rn 1 \  _  mДля любого у  существует единственное J q G [0 ,—) такое, что Yq -  у = — для
q  q

Рнекоторого целого m . При этом из периодичности C  (— ,у )  вытекает, что
q q

p  pC  (— ,у )  =  C q(— , y q) . Далее заметим, что когда i  пробегает диапазон от 0 до q  - 1 ,  
q  q

p  1ip m od  q  пробегает тот же самой диапазон. Отсюда имеем C q (— , у )  =  C q ( ~ , Yq ) .
q  q

( i л i
Заметим, что при 0 < i < q  {— + у q } =  — + у q . В итоге имеем

q  q

Cq (p  ,У ) =  Cq ( 1 ,  у , ) =  £ ( { -  +  У, } -  i )  =
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q q q
q  q  i=0 q  2

1 v 1 • q  1
=  - L i +  , у,  - o =  , у, - o . q 1=0 q 2  q 2

Учитывая, что у  G [0 ;—) имеем
q

ICq ̂  , у ) |<  1  . (2)
q  2

p
Пусть теперь a  -  иррациональное число Сравним C  ( a ,  у ) и C  (  , у )  .

Q к

P  1
Из хорошо известного неравенства | a  |< -----------  вытекает что при 0 < i <  Qk

Я к  0 <к0 -к+1

, • P , 1 1| i a  |< -------< ------ . При этом из геометрических соображений можно заметить, что
Q  Q +1 Q

iP  iP  P
{ i a  +  у} -  {—-  +  у} =  ( i a  +  у )  -  (—-  +  у )  =  i ( a  — —) для всех i  таких что 0 < i <  Q ,

кроме, возможно, одного исключительного значения i  , для которого
iP  P  iP  P

{ i a  +  у} -  {—  +  у}  =  i ( a  — к ) + 1  либо { ia  +  у} -  {—  +  у }  =  i ( a  — к ) - 1 .  В итоге

имеем,
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P  2 - 1 iP
\ С в к у ) -  С & (p - , r ) \=\ X ( { а  +  у } -  к  +  у } )  \<

k  i=0 k k

2k 1 —  1 2k-  1  _  1 9
<  1  + ] Г \ / ( а - i - ) \ <  1  +  — 1— к = 1  +  И  <  1  +  2

г=0 Q k Q k Q k+1 i  1 Q k+1 0к+1

Объединяя данное неравенство с (2), получаем требуемый результат.

Доказательство теоремы 1.

Вначале заметим, что утверждение теоремы 2 может быть ослаблено до
\С а  ( а , у )  !< 2 . (3)

Хорошо известно, что любое натуральное п единственным образом может быть 
представлено в виде

п =  X  z k Q  (4)
k  ,Q k < „

где z1 < q1 - 1 , z k < qk и из z k = qk следует, что z k__ 1 = 0 [5].
Далее заметим, что

m +n -1 m -1 n -1

С m + n  ( а ,  Г )  =  X  ( { г а  +  Г }  -  Т )  = X  ( { а  +  Г }  -  ~  )  + X  ( { а  +  Г  +  т а }  -  - )  =
i=0 2  i=0 2  i=0 2

=  С т (а , r ) +  С„ „  r  +  т а ) .

Обозначая С п ( а )  =  sup \ С п ( а ,  у )  \ имеем
r

С + п  ( а )  <  С  ( а )  +  С „ ( а ) .
С учетом (4) получаем, что

С„ ( а , у )  < X  ^  С2k s  X  qk СQk .
k ,Qk „ k >2k „

Применяя (3), получаем результат теоремы 1 с С  =  2.
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