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Аннотация
Перенос энергии возбуждения атомов частично ионизованного газа (плазмы) осуществляется фо­
тонами, распределения случайных пробегов Rph которых, усреднённые по частотам спектраль­
ной линии, характеризуются не экспоненциальным, а асимптотически степенным законом 

P(R,h > x) х  x v, v  = 1/2. Упругие столкновения с другими атомами изменяют профиль спек­
тральной линии, что влечёт за собой изменение распределения пробегов фотонов. В монографии 
Лоудона показано, что экспоненциально распределённые интервалы времени между столкнове­
ниями, отвечающие стандартному пуассоновскому процессу (СПП) временной последовательно­
сти столкновений, не изменяют качественно лоренцевской формы. В настоящей статье рассмат­
ривается дробно-дифференциальная модель пуассоновского процесса (ДПП), описываются его 
основные свойства и особенности резонансного переноса возбуждений атомов в этой модели.

Abstract
The transfer of the excitation energy of atoms of a partially ionized gas (plasma) is accomplished by 
photons whose free paths distribution averaged over the frequencies of the spectral line is characterized 
not by an exponential but by an asymptotically power law. Elastic collisions with other atoms change the 
profile of the spectral line, which entails a change in the distribution of the paths of the photons. Loudon's 
monograph shows that the exponentially distributed time intervals between collisions that correspond to 
the Poisson model of the time sequence of collisions do not qualitatively change the Lorentz form. In 
this paper we consider the fractional Poisson process (FPP), describe its main properties, and pecularity 
of the radiation transport of excitations of these atoms.
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1. Введение

Известно, что интерпретация открытой системы (ОС) как подсистемы замкнутой га­
мильтоновой системы приводит к интегро-дифференциальному динамическому уравне-

mailto:vuchaikin@gmail.com


330 Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  Серия М атем атика. Физика. 2 018 . Том 50, № 3

нию, интегральный член которого описывает эффект запаздывания,  называемый ещё п о сл е ­
д ей ст вием  (Больцман), на сл ед ст венно ст ью  (Работнов), эр едит арн о ст ью  (Вольтерра) си­
стемы. Во многих случаях интеграл последействия удобно аппроксимировать оператором 
дробного порядка, появление которого в уравнении приводит к специфическому поведе­
нию его решения -  степенной асимптотике [1-5].

В задачах электродинамики эффект запаздывания (например, запаздывание потен­
циалов Лиенара-Вихерта) является прямым следствием основных принципов и обусловлен 
конечной скоростью распространения взаимодействий, но даже и в этом классе явлений 
конечная скорость не является единственной причиной этого эффекта.

Примечательной в этом отношении является монография [4] по квантовой р а д и о ­
физике, уже в самом начале которой (в п. 2.5 первой главы) выводится уравнение, описы­

вающее эволюцию матрицы плотности Pl п од си ст ем ы  замкнутой гамильтоновой системы.

В отличие от полной системы, матрица плотности которой Р  = p (t) удовлетворяет кван­
товому дифференциальному уравнению  Лиувилля

ih —  = - iL p
31 , (1)

уравнение для подсистемы с матрицей Pl  удовлетворяет более сложному инт егро-диф ф е-  
ренциальному  уравнению

^  = -iULpi -  | к ( r )p i ( t  -  r ) d r
0 , (2) 

где П -  проекционный оператор Цванцига-Мори [6]1, а ядро
K  (т) = n L  exp[- т ( 1  — n )L ](l — n )L : 

содержит информацию, необходимую для учёта влияния остальной части системы на рас­
сматриваемую подсистему. Наличие в уравнении (2) интегрального члена означает, прежде 
всего, немарковский  характер процесса.

Физическое объяснение эредитарности простое: подсистема обменивается с её 
окружением аддитивными (кинетическая энергия, импульс, момент импульса) величинами, 
сохраняющимися для всей замкнутой системы, и требуется какое-то время, чтобы осуще­
ствилась эта передача. Ситуация весьма похожа на термодинамическую. Разница лишь в 
том, что окружение не является термостатом, то есть бесконечно ёмким резервуаром, 
находящимся в стационарном состоянии безотносительно к поведению рассматриваемой 
подсистемы. Поучительным примером в этом отношении является движение твёрдого тела 
(пластины, шара) в вязкой жидкости: движущееся с переменной скоростью тело (ОС) во­
влекает в движение жидкость (резервуар), и обмен импульсом описывается диффер-инте- 
гральным оператором с запаздывающим ядром (сила Бассэ).

В столкновительном приближении, когда оператор L описывает мгновенное изме­
нение скорости частицы при взаимодействии с другой, а в промежутках между столкнове­
ниями скорости не меняются, марковское свойство проявляется в экспоненциальном рас-

Р(т, > t) = e ~м’, t > 0, Tj
пределении 3 случайных времён 3 между столкновениями, так что
последовательность

T1 = Т1, T2 = Т1 + Т2, Т3 = Т1 + Т2 + Т3, " •
т ■

с независимыми 3 образует стандартный п уа с сон ов ски й  п р оц е с с .  Примером немарков­

ского процесса может служить дробно-пуассоновский процесс (ДПП) порядка а  G (0,1]з

1 Г. Грим [7, c. 153] отмечает, что этот результат может быть получен и методом иерархических уравнений Боголюбова-Борна-Грина-
Кирквуда-Ивона



Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И Серия М атем атика. Физика. 2 018 . Том 50, № 3 331

распределение времён ожидания которого принадлежит к асимптотически степенному типу
„ P (r, > t) <х t~a , t > 0, а е  (0,1]. распределений J

Предположения о немарковском характере процесса столкновений атома (иона) в 
газе или частично ионизованной плазме высказывались давно и отчасти подкреплялись как 
аналитическими расчётами, так и численным моделированием. Обсуждение степенной мо­
дели длинных хвостов временных распределений, начатое ещё в работах полувековой дав­
ности и связанное с именами ван Хова, Пригожина, Браута, Резибуа, Цванцига, Балеску, 
Монтролла (см. литературу в [8-9]), активно продолжается и по сей день [10-12]. После­
довательность испытываемых излучаемым атомом (ионом) столкновений влияет на про­

филь излучаемой им спектральной линии s ( а ) ,  в свою очередь влияющей на процессы в 
газоразрядных лампах, световых панелях, плазменных экранах и других светотехнических 
устройствах [5-6,13], придавая распределению пробегов резонансных фотонов отличный 
от экспоненциального вид.

Целью данной работы является выяснение влияния, которое может оказать учет сте­
пенной асимптотики распределения пробега атомов плазмы на радиационный перенос воз­
буждений (РПВ). В качестве демонстрационной модели немарковской последовательности 
столкновений излучающего атома выбран пуассоновский процесс дробного порядка 
а  е  (0,1] (для краткости -  д р о бн о -п уа с с он ов ск ий  п роц е с с ,  ДПП). Выбор этого однопарамет­

рического процесса обусловлен его важным свойством: при а  Ф1 распределение времен­
ных интервалов между событиями этого процесса характеризуется степенной асимптоти­
кой, тогда как при а  = 1 оно становится экспоненциальным, превращая процесс в стандарт­
ный пуассоновский процесс (СПП). Методическое достоинство такого свойства очевидно: 
своего рода «принцип соответствия», обеспечивающий переход от одной модели к другой 
путем непрерывного изменения одного параметра.

2. Ударное уширение спектральной линии

Квантовая теория излучения в квазиклассической интерпретации [14] даёт основа­

ния считать s ( a  (при надлежащей нормировке) плотностью вероятности случайной ча­
стоты а . В модели полного  п ер ера сп р ед ел ени я  ча стот  (ППЧ) отдельный акт взаимодей­
ствия трактуется как поглощение-излучение фотона атомом (кратко, переи злучение)  со ста­

тистически независимыми частотами, а спектр переизлучённого фотона s (a ) , в силу гипо­
тезы о локальном т ермодинамическом  р а вн ов е си и  (ЛТР), полагается пропорциональным 
коэффициенту поглощения к (о ) :

к ( а )  = Cs(a>), C > 0.

При сделанных предположениях такой процесс допускает описание в рамках кор­
пускулярной теории многократного рассеяния, основанной на линеаризованном уравнении 
Больцмана. В случае монохроматического излучения с частотой а  случайный пробег фо­

тона Rph в оптически однородной среде характеризовался бы экспоненциальным распре­
делением вероятности

P (R h > x | а )  = е - к(а)x, x > 0. (3)

но в РПВ естественно пользоваться усреднённым по  спектральной линии распределением

P (R h > x) = j s ( a ) e  к(а)xd a .  (4)
0

Излучение одиночного покоящегося атома, не подверженного столкновениям, ха­
рактеризуется спектральным профилем Лоренца:

то
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s ( a )  = У~ ,--------л1 ,  У > 0’ Г/2 <<а°’ (5)2 п ( а —а 0 ) + (//2 )

усреднение по которому заменой переменной интегрирования s  = 2 (а  — а 0)/ у  в формуле (5) 

приводит её к виду
1 ж 1 ;1 ; /о С — k0x cos® , , ,

P ( R ph >  x )  e ~ 0X J e 2  d ®  =  e ~ 0X J 0 ( k 0x / 2 ) > К  =  к ( а 0 ) .
—п

Таким образом, усреднение экспоненциальной вероятности по лоренцевскому ан­
самблю частот (5) превращает её в асимптотически степенную функцию

P(Rh > x) = e~Кx /210(k0x/2) ~ (П 0)—1/2x v, К  = к ( а ), x ^  то, (6)

с показателем V = 1/2. К такому же результату приводит и модель стандартного пуассо- 
новского процесса для последовательности соударений.

3. Излучение в СПП

В квазиклассическом представлении процесс излучения атома на фоне последова­
тельности столкновений описывается следующим образом [15, с .132-133]. Основное вни­
мание уделяется паре состояний атома (основному и возбуждённому). Доплеровский и 
естественный (излучательный) вклады в уширение линии не учитываются. Игнорирование 
естественного уширения линии эквивалентно предположению, что излучательное время 
жизни т велико по сравнению с интервалом времени между столкновениями. Волновой

цуг электромагнитного излучения j  -го отрезка (пробега) траектории непрерывно испуска­

ется атомом до тех пор, пока не произойдет его столкновение с другим атомом ( + 1 -е 
столкновение), во время которого энергетические уровни излучающего атома сдвигаются, 
а по истечении времени столкновения снова восстанавливаются. При этом восстанавлива­
ются и все характеристики волны, за исключением фазы. Если длительность столкновения 
достаточно мала, то излучением, испущенным за время столкновения, можно пренебречь, 
и использовать модель, в которой возбужденный атом в промежутках между столкновени-

„ а 0ями излучает электромагнитную волну с постоянной частотой 0 , однако каждое столк­
новение сдвигает фазу волны на равномерно распределённую в [0,1] случайную величину 
Дф и эти сдвиги взаимно независимы. Наблюдаемое распределение частот (профиль ли­
нии) обусловлено тем, что волна разбивается на конечные цуги, фурье-компоненты кото­

рых содержат частоты, отличные от 0 .
Пусть N(t) -  случайное число столкновений, испытанных атомом за время излуче­

ния
t « т + т + +тt ~ Т- L-2 L-N(t),

тогда Фурье-амплитуда излучённого к моменту t поля даётся суммой

Е(а )  = Ех + Е2 + ... + EN(t), (7)

где
1 о+т

Ej ( а )  = —  J Е  ехР [ —а 01 + + ia t ] dt ■
2 п  t
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1 г  1г л , • l exP[i(® - ® o )T] ] - 1 —  Eoexp  |/0 - Юо)т ] + г?] ]-------    . (8)
2л г ( ю - ю 0)

Ссылаясь на классические работы по теории газов, Лоудон2 полагает, что интервалы
т , Т , т , • • •,времени между столкновениями 1 2 3 взаимно независимы и распределены по по­

казательному закону с плотностью
(t) = jue~Mt, — >0.

Возводя сумму (7) в квадрат (по модулю) и учитывая, что при усреднении по про-
t >>и = 1/и  .. „ „межутку времени 0 перекрёстные члены в двойной сумме исчезают, он запи­

сывает результативную интенсивность в виде (формула (5.20) цитируемой монографии, 
где то -  среднее время между столкновениями.

/> Ь  j  si" 2 К * - "0  > /2l e e-и -id.T = 1 -------- • (9)
q (о  — C0q ) 2 (о  — cOq ) + —

который и определяет степенной характер асимптотики распределения пробегов резонанс­

ных фотонов (6). Заметим, что при указанных условиях последовательность времён ^  ".
образует пуассоновский процесс с интенсивностью и  и средним числом событий за время 
t

N (t) = —t. (10)
Что же можно ожидать за пределами пуассоновской модели? Для ответа на этот 

вопрос мы выберем конкретную модель процесса со степенной асимптотикой

Р (т>  t) х  t a , t ^<х>,

называемую дробным пуассоновским процессом. Рассмотрим подробнее особенности 
этого процесса.

4. Дробно-пуассоновский процесс

4.1. Определение ДПП. Стандартный пуассоновский процесс (СПП) интенсивности 
ц есть поток (временная последовательность) мгновенных событий (импульсов), длины 
промежутков между которыми (времена ожидания) T] являются независимыми случайными 

величинами с экспоненциальной плотностью распределения

t ) = - e “u , t > 0.
Характеристическая функция Лапласа этого процесса

цгх (X) = (t)e M dt и
и +X

Дробный п уа с сон ов ский  п р о ц е с с  (ДПП) порядка а  е (0,1] интенсивности ц есть поток

импульсов с плотностью распределения времени ожидания у/а ( ), характеризуемой обра­
зом Лапласа [16-19]

Va(X) = j b '  (11)
Переписав (1 1 ) в виде

2 Развёрнутая теория уширения спектральных линий дана в монографии [15]. Заканчивая параграф 8.4, об 
уширении спектральных линий, автор пишет: «Естественно, что эта задача в общем случае является чрезвы­
чайно сложной. Успех может быть достигнут при использовании модельных интегралов столкновений» 
(с. 254.) . Именно по этой причине мы и следуем здесь квазиклассичекой интерпретации Лоудона.
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[Л а + ^ ]-^ а (^) = ^
и выполнив обратное преобразование, приходим к дробно-дифференциальному уравнению

0 Da¥ a(t )+VVa(t ) = V8(t)
При а  < 1 решение этого уравнения выражается через двухпараметрическую функ-

то Zn
цию МиттагЛеффлера Еа B{z) = V  —-----

, 1=0 Г(ап ++ р)

^ ( t  ) = 0 а-1Еа:а { -Ц а)
Используя формулу

то ^
J e- EаJXuаxУ -1du = — , 
0 1 x

легко убедиться, что плотности (10) действительно соответствует трансформанта Лапласа (9).
Функция распределения случайного времени т выражается через однопараметриче­

скую функцию Миттаг-Леффлера:
t

P(T < t ) = J Va(T)dT = 1 — Еа(- ^ а )
0

При а  = 1 «дробная экспонента» Ща ( ) превращается в обычное экспоненциальное
— Litраспределение L  , а дробный пуассоновский процесс (ДПП) -  в стандартный пуассонов- 

ский процесс (СПП).
Существует ещё одно представление плотности распределения времени ожидания,

¥а (  ) = 1  J e Хфа (И̂  / ̂  фа ($ ) = \ (----)] ,t^ п\£ +£ + 2cos(аn)]

позволяющее установить асимптотику поведения плотности при а  Ф1 на больших и малых 
временах (рис.1.):

Рис 1. Плотности распределения времени ожидания для ДПП порядка
а  = 0,1; 0 ,2; 0,3;...; 1 (М = 1).

Fig.1: Waiting time probability densities for FPP of orders а  = 0 ,1;0 ,2 ;0 ,3 ;...;1  ( l  = 1).
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W a (t)

U  t a - 1 ,
Г (а)

а —° : t ~а-1, t
Г (1 -а )

Эти и другие свойства ДПП, полезные для решения рассматриваемой в статье за­
дачи, установлены и исследованы в книге [20] и статьях [21-22].

4.2. Уравнения ДПП. Согласно теории восстановления
f  n Л f  n+1 ^

Pn (f ) ^ P(N (f ) = n )= P ^ T] > t - P  Z T] > f , n = 0 ,1 ,2 ,‘ --
V ]=1 J V ]=1

и  следующая система интегральных уравнений для p n (t)имеет место:
ад t

р п{*) = 3по j  ¥а (тут  + [l -  S„ о ] J  ц/а (t -  т )р^  ( r ) d r ,  п = 0 ,1,2 ,...
t 0

После преобразования Лапласа

(^) = - W  W  + M -1 W  + ^ » 0> п = 0 ,1 ,2 ,..., р л = 0.

Обратное преобразование приводит к системе уравнений для ДПП с дробной произ­
водной порядка а  :

t ~а
0 ̂ P n  (> )=<“ [  Pn-1 (> ) - Pn ( '  )]■

Г  ( 1 - ^ )

При а ^  1 она превращается в систему для СПП:

5 n 0 ,  0  < а ^  1 .

dP n ( t)
dt = —\Pn -1  (t) -  P n (t)] + S(tК 0 .

Здесь использовано предельное соотношение
f - а

lim —  г
а^1 Г(1 -  а ) =#(>)

Решение системы (7) имеет вид:

Pn (t) = -J +,n)^ /  ( , а)) , у  -  = Uta, 0 < а 1.n! m=0 m! Г ((m + н)а +1)
Это -  дробный аналог пуассоновского распределения (ДПР), превращающийся в 

стандартное пуассоновское при а  = 1. Моменты этого распределения
n!a”

mn(t) = w  .ч .Г(an +1)
В частности, среднее значение

(N (t )) = m1(t)

и дисперсия

и
Г (а + 1)

a 2 (t) = m2 (t) -  m 2 (t) + m  (t) = m  (t )|l + m  (t )\21-2а аВ(а,1/2) - 1J

4.3. М оделирование ДПП. Как следует из определения ДПП, для его моделирова­
ния достаточно осуществить последовательную выборку независимых реализаций случай­
ного интервала т между событиями. Докажем следующую лемму.
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Л ем м а. Р аспр ед ел ени е  времени ож и дани я  т
p ( t >  t ) =  Е  а  (—L а  ) (12)

м ож ет  быть пред ст авл ено  в эквивалентном виде
то

Р (т>  t) = Jexp(— L а / sа )g+( “)(s)ds, (13)
0

г д е  g +а ) (s) -  о дн о ст ор онн я я  ст андарт ная а  — у ст ойчивая  (в смысле Леви) плотность ве-

> t) =
0

г( а)
5 +

роят ност и .
Доказательство.
Разложив экспоненциальную функцию под интегралом (13) в ряд

то 1
exp(— L  а /s а ) = 2 - ( —L  а /s а )к

к=0 к!
и пользуясь формулой моментов отрицательных порядков -устойчивой плотности

то Ъ\
J g  (“ )(s)s “ okd s = ------ к  , к = 0 , 1 , 2 , . ,
Г  Г(1 + рк )

получим:

Р(т>  t)  = 2  Т, J (— L ' / s '  ) к “’( * к  = = 2 к к к к к к  = Е „ К ), (14)к=0 к! 0 к=0 к! 0
что и требовалось доказать.

Теорема. О пределённая выше случайная величина т р а сп р ед ел ен а  п о  тому ж е  з а ­
кону, что и

т ' ^ Г ,  (15)

г д е  S а  ) _  случайная величина с  плотностью g + )(s), а  U -  н е за ви сящ ая  от  g а  ) случай­
ная величина с  равномерным в (0, 1] ра спредел ени ем .

Следствие. Алгоритм моделирования случайной величины т , распределённой по 
закону (12) имеет вид

|ln U1| sin(аnU 2 )\sin(1 — а)П У2 ](1 а)/ а

т = ^ °  \sm(nU2 )]1/ 0 |1п U  а , ( )2 ̂

где U  ,  U  ,  и U 3 -  независимые, равномерно распределённые в (0, 1] случайные число.
Д оказательство выполняется использованием алгоритма Кантера [23] для модели­

рования случайной величины g  ̂  ) в формуле (15).

5. Свойства дробно-пуассоновского процесса

Перечислим некоторые свойства ДПП, установленные с помощью приведённого ал­
горитма в работах [18, 2 1 -2 2 , 24] и могущие иметь отношение к рассматриваемой проблеме.

5.1 Время первого достижения. Пусть т1,т2,т3, .  -  времена ожиданий между по­
следовательными событиями ДПП, а

Tn = т1 + т2 + •" + т1
-  случайный момент времени достижения процессом заданного уровня n  (в нашей задаче -  
момент времени n-го столкновения)

N (Tn ) = n

Плотность распределения Tn даётся n-кратной свёрткой Щ̂  (t). Для СПП это гамма- 
плотность
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V ? (t ) = - т Ч ,  e  , (п - 1 ) !
и по центральной предельной теореме (ЦПТ)

¥ n)(t) практически достигает предельной формы уже при n  = 10 (рис. 2-3). При этом

ф (n)(t)=(Vn/ -i'V/\n (n/ U + t y f n f/ л )^ —̂ =  e *  !2, n  ^ а д . (17)
"v 2 л

и
Г" : k 2

(Tn) = n / U

V<Tn2) - ( T„)2 = Jn/ и .

 = ^а  *

В случае ДПП

{Т)= \ ¥ а (
0

и центральная предельная теорема неприменима. Применение обобщенной предельной тео­
ремы (ОПТ), основанной на теории устойчивых законов [20], дает:

^ (t) = bn {<*№ (bn ( а ) )  ^  g f  (t), n  (18)

где bn(а )  = (nl  —У а, а g +а) (t) -  односторонняя устойчивая плотность. Важно иметь в 

виду, что в отличие от ЦПТ ОПТ становится практически применимой лишь в случае со­

тен слагаемых, число которых зависит от интересующей области значений аргумента.

5.2. Предельное дробно-пуассоновское распределение. Введем квазинепрерыв- 
ную переменную z = n/n. В случае стандартного пуассоновского процесса:

f (z;n ) = n —n  e~n ~ J n exp\ -  (z . 1  \ ^ S ( z -1 ) , n  ^ а д . (19)
T(nz +1) V 2 л  | 2/n J

В отличие от стандартного, дробный пуассоновский процесс в асимптотике больших 
времён характеризуется дробным пуассоновским распределением

\Г(а + z -И а * ____________ ( - Ц
а

\)а f  (  \ Vа  Л ад (  \к
f  (z) = \Г ( а + 1)] g (а ) [  z  | z-Vа = Z __________У- ! ) ___________  (20)
U z>  ~ g  ! Г (а  + 1)J ," k=0 к !Г(1- (k + 1)а)[Г(а + 1 ) Г  (Щ

С моментами

_ \Г(1 + а)]кГ(1 + к )( z k)
Г(1 + ka')

Распределение это получено В.В. Учайкиным и опубликовано в работе [18]. 
При z ^  0

1 з т ( а л )
L (z) Г(1 + а )Г (1 -  а )  а л

Стоит заметить также, что ( z 0  ̂= 1, [ z  ̂  = 1 и { z2  ̂= 2аВ(а,1 + а ) , так что пре­

дельные относительные флуктуации числа событий

$а = a n(t) КN) = л/2а В (а ,1+ а р 1 .



338 Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  Серия М атем атика. Физика. 2 018 . Том 50, № 3

Семейство предельных ДПП-распределений показано на рис 4.О
— 1 *  л-1

3 -2 -1 0 I 2 3
г

Рис 2. Перенормированные распределения (17) момента времени n -го 
столкновения в СПП а  = 1, n=1, 2, 3, 5, 10, 30 

Fig.2. Renormalized time-distributions (17) for nth collision in SPP а  = 1, n=1, 2, 3, 5, 10, 30

1 e -0 2  1 e-01 1 г Ч О  l e K i l  1 eJ-OZ

I
Рис 3. Перенормированные распределения (18) момента времени n -го 

столкновения в ДПП с а  = 1/2, n=1, 3, 10, 30 
Fig 3. Renormalized time-distributions (18) for nth collision in FPP with а  = 1/ 2 , n=1, 3, 10, 30

z
Рис 4. Предельные Д1II I-распределения при а  = 0 .1(0 .1)0 .9  и 0.95.
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Fig 4. Limit FPP distributions for а  = 0.1 (0.1) 0.9 and 0.95.
5.3. Перемежаемость. Особым свойств329ом ДПП является п ер ем еж аем ост ь ,  род­

нящая его с турбулентным процессом. Разобьем конечный временной интервал на некото­
рое число (скажем, 1000, как это показано на рис. 5) одинаковых ячеек и, подсчитав число 
событий в каждой из них, представим результат в виде пары верхних гистограмм. Левая 
верхняя относится к СПП. На ней видны статистические флуктуации, но изменение мас­
штаба в 100 раз (нижняя гистограмма) сглаживает гистограмму, флуктуации становятся 
малозаметны. На правой верхней гистограмме изображён ДПП: видим большие флуктуа­
ции. Часть ячеек остаётся вообще пустой. Однако процедура изменения масштаба, подоб­
ная описанной выше, не изменяет ситуации в этом случае -  сглаживания не происходит, мы 
по-прежнему видим сгущения (кластеры) и пустующие ячейки. Свойство ДПП сохранять 
высокий уровень неоднородности при изменении масштаба называют п ер ем еж а ем о ст ью . 
Моделирование ДПП с помощью приведённого выше алгоритма показало, что предел доли

пустых ячеек n0 /1 при l  ^  то (то есть при увеличении средней плотности событий на вре­
менной оси) существует и не зависит от размера ячеек, а только от порядка ДПП. В [8] 
предложено ввести коэффициент перемежаемости

Я(а ) = lim (1 /1 , (21)

монотонно убывающий от 1 до 0 при возрастании а  от 0 до 1 (рис. 6)

......................   L i ____ пл....
0 1000 0 1000

0 1000 0 1000

Рис 5. Перемежаемость: изменение масштаба разбие­
ния в 100 раз сглаживает гистограмму пуассоновского 
процесса (слева) и не сглаживает гистограмму ДПП 
( а  = 1/2, справа) [21]

Fig 5. Intermittency: the scale change in 100 times 
smoothes the SPP- histogram (left panel) but doesn’t 
smooth the FPP-histogram ( а  = 1/ 2, right panel) [21]

5.4. Иерархия времен ожидания. Возьмем теперь всю совокупность времён ожида­
ния т j , составляющих в сумме время достижения n-го уровня

Tn = т1 + т2 + + т1 ,
и расположим слагаемые в порядке убывания (вероятность совпадения независимых непре­
рывно распределённых случайных величин равна нулю):

Рис 6. Коэффициент перемежаемости (предел 
средней доли пустых ячеек) ДПП как функция 
характеристичeского показателя процесса а

Fig 6. The intermittency coefficient (the limit of 
mean proportion of empty cells) as a function of 
the process characteristic exponent а
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Tn = Т[1] + Т[2] + •" + T[n ], Т[1] < Т[2] <  • ”  <  T[n]-
Назовем последнее слагаемое в этой сумме т [n] лидирующим слагаемым , или просто 

лидером.  Его плотность распределения даётся выражением

f r yn](t ) = n №a (t ) Y l Va(tX
в котором

t

Va (t) = \ ^ а (т¥ т .

Вообще, плотность распределения к -го  по величине слагаемого имеет вид [25]

Т . ,  (< ) = П{n  ^ а  ( t)]n_k f c  ( t)]“  ¥a (‘  )T[k ] к  — 1
(22)

Va  (t) = j V a f r ^

Первый сомножитель n  означает, что на к-м месте по величине может оказаться лю­
бая из n  случайных величин т1, Т2, тъ,...тп, последний множитель дает вероятность того, 
что эта случайная величина окажется в единичном интервале около точки t, а произведение 
трёх промежуточных множителей есть вероятность такого расположения оставшихся n  -  1 
слагаемых, что к-1 окажутся справа от точки t, то есть будут больше Т[к], а остальные n-к

расположатся слева от t, то есть будут меньше Т[к ]. Для качественной оценки характерных 

значений упорядоченных времен ожидания воспользуемся их наивероятными значениями 
Тщ (n , a ) , даваемыми уравнением f  (т. ]) = 0.

В случае СПП ( а  = 1, V 1(t) = 1 — e  и , V 1(t) = e  и , щ1 = /и и ) из этого уравнения 
находим

%  ](n,1) = —ln у .
n

и  k
В случае ДПП мы ограничимся лишь асимптотической оценкой, приняв

V e (t)~ 1 — Г и г  (1 -a ) f Va (t)~  [ V r  (1 -a ) t" М 0 ~  а Ги“Г (1 - a )
— 1

—a —1

В результате получаем

ТЩ (n ’ a ) = -
и

1 + a n
Г (1 -a )(1  + a k )

Сопоставим теперь наивероятные значения лидирующих членов с наивероятными 
значениями соответствующих сумм при n ^  ж:

1
г [1](n,1) = T ln = Tn (1)и

n
и

а  = 1,

и

т [1 ]  ( n , a ) и
a n

Г (1 -a )  (1 + а )
T{n)( a )  ~ и  1n1 aS{a), а  < 1,

где S+a -  случайная величина с односторонней устойчивой плотностью g +a (х) .
Видно, что в первом случае роль отдельного интервала в траектории процесса с уве­

личением их числа быстро убывает; в больших масштабах траектория N (t) выглядит почти 
прямой с едва заметными неровностями. Во втором вклад в траекторию лидирующего ин­
тервала остается соизмеримым с величиной всего интервала достижения при любом п. С

0

1 1
t

а
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повышением уровня мы увеличиваем число интервалов ожидания, но увеличивается оно 
пропорционально n Va, то есть медленнее, чем растет п. Замедление это объясняется вовле­
чением в процесс все более долгих времён ожидания, среди которых появляется новый ли­
дер, сменяющий прежнего и вновь несущий на себе основную «тяжесть» времени достиже­
ния.

При к  >> у  a  т^  (n ,a )  убывает по степенному закону n  , отражающему суще­

ствующую в ДПП иерархию. В двойном логарифмическом масштабе зависимость

\к  ]( n ,a )
1 1 + a n
j  Г ( l - a ) a k

от к  выглядит прямой с наклоном -1/а. Если мы имеем траекторию процесса восстановле­
ния, записанную в терминах времен ожидания, том можно упорядочить эти времена и изоб­
разить результат в двойном логарифмическом масштабе. Если экспериментальные точки 
расположатся вдоль прямой, это будет указанием на наличие степенного хвоста в распре­
делении времени ожидания. Именно к такому типу процессов и принадлежит ДПП.

6. Относительный вклад лидера

Мы рассматривали наивероятные значения для характеристики соотношений между 
пробегами (временами ожиданий) не только потому, что они легче вычисляются, чем сред­
ние значения, но главным образом потому, что средние вообще бесконечны при a  < 1. По­
следнее препятствие исчезнет, если характеризовать роль лидера в сумме относительным 
вкладом.

Мы последуем здесь Феллеру [26], использовавшему для этой цели обратную вели­
чину,

G = T 1тn nj \n]
обладающую конечным математическим ожиданием. Трансформанта Лапласа её плотности 
вероятности запишется в виде

к  Л )  = {e  mn) = 1  d t1 ...j d tn exp f i l max it, }\Va (t1 ).Wa (tn )

W t
n e  ~Aj d t Wa(t) j  exp {-Лт I

n-1 (23)

Заменой переменной x = т/1 во внутреннем интеграле и s  = t]bn во внешнем уравне­
ние (23) приводится к виду

I w 1
к  (Л) = n e  -  \bn j  d s  Va (bns ) bns  j  e “V a  (bnsx)dx

Содержимое квадратных скобок удобно преобразовать следующим образом: 

1 ” 1 г 1
bns  j  e “ V a  (bnsx)dx = 1 - jWa (r)dT -  bns  j\l -  e ̂  Va (bnSx)dx.

0 b„s
Используя асимптотическую формулу для Wa (t) ,  получим

1
bns  j e ~ f̂  (bnsx)dx ~ 1 -  (bns)-a Л(Л\

(24)

(25)

(26)

где

W oo

0 0

0 0

n-1

0 0

0

0
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A = \jar (1 -  a)] 1, л(Л) = 1 + a j  (1 -  e  ^ )x a ldx .
0

Подставляя найденные выражения в (24), мы имеем
w  Г - a л

f Gn (Л) ~ n '+Vae^  j d s Wa {nyaS) 1 -  S—̂ ~  ч (Л)
n-1

~ n1+1/ae~Л jdswa(n1as)exp{-s~aA'q(X), n ^  w.
0

Принимая во внимание, как это было сделано при выводе (26), что

Wa(nVaS) ~ a4(nVas)-a-1, 

мы приходим к предельному выражению для (27):
W

f  g„ = lim f  к  (Л) = e  Xa A jd s s a  exp {- s -aA т?(л)}.
n n^w n »

Заменой переменных

7  = s  ~a Arj(X)
оно преобразуется к виду

e  Л

Sg = 2 -
2 a  a

1 + -
2 -  a

(2 7 )

f  o„ (Л) = lim f G„ (л) = = ------- 1----------------------- . (28)
n{X) 1 a  (1 -  e Л  )x a-1dx

0
Формула (27) позволяет найти среднее значение предельного отношения R

G )  = - f G ( 0 )

и средний квадрат его относительных флуктуаций:

G2) - G 1 и "(0) ,
(G)2 [fo (0)l2

После несложных вычислений получаем:

П(1 - a ) 2 -1  = a
1 -  a  2 -  a

Максимального значения флуктуации G достигают при a  = 1, когда вклад отдель­
ного слагаемого в сумму становится бесконечно малым (а отношение G, соответственно, 
бесконечно большим). При a  ^  0 G почти полностью определяется наибольшим слагае­
мым, его значение близко к единице и флуктуации, соответственно, малы.

7. Заключение

Вернёмся теперь к обсуждению вопроса, поставленного в начале статьи: каких из­
менений можно ожидать при замене СПП в рассматриваемой модели на ДПП? Из формулы

(9) следует, что полная энергия Q (c, t ) = I  ( c ) t  , излучаемая на частоте с  за время t
' e  V

(с точностью до множителя | —-  | , пропущенного Лоудоном) даётся выражением
п

Q C )~  t j Sin2\( c - C Т /2]e
0 ( с - с 0) 2 (29)

0

W

Л
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следующим из его формулы (5.20). В модели СПП j  = (N(t)^ и j j e  и  = l^1(t), так что пра­

вую часть формулы (29) можно представить в виде:

(30)

где

(31)

В предположении же о дробном порядке пуассоновского процесса

Следующие соображения, однако, заставляют отказаться от столь прямого распро­

странения формул (30)-(31) на Д1111-модель.

1. В СПП -модели

и выбор конкретной подстановки здесь сказывается т олько на значении постоянного 

сомножителя, тогда как в случае ДПП вопрос о выборе между Ща ( t ) и V a (t) становится 
более проблематичным.

предполагает, что усреднение ведётся по целому отрезку траектории, тогда как усреднение 

с использованием вероятности V a (t) предполагает частичное пересечение этого послед­
него отрезка с интервалом излучения (0, t ).

3. То обстоятельство, что в формуле (30) вместо усреднённого произведения мы ви­
дим произведение средних, тоже настораживает. По существу, это означает пренебреже­
нием корреляций вдоль траектории, с чем можно согласиться, если пробеги (и времена ожи­
дания) более или менее однородны по величине, их много, а роль каждого относительно 
мала, но как мы видели выше, ДПП в отличие от СПП такими свойствами не обладает. 
Напротив, свойство перемежаемости вносит далёкие корреляции, высокую хаотичность 
процесса и расходимость моментов времени ожидания, в том числе и его среднего значения.

4. Ввиду этого свойства возникают длинные временные периоды бесстолкновитель- 
ного движения атома. Периоды эти сопровождаются узкими спектральными линиями. В то 
же время, они разделены промежутками с высокой частотой столкновений, что суще­
ственно уширяет спектральные линии. Таким образом, можно ожидать наложение узких 
пиков на вершины уширенных многократными соударениями спектральных линий. Под­
черкнём, что речь идёт не о свёртках распределений, как пишет Лоудон на с. 138 своей 
книги, а именно о наложении. Свертки уширяют распределения, наложения же дают им 
сложную структуру.

5. В связи с рассмотрением в рамках данной модели деталей, которые в стандартной 
модели привычно опускаются, нельзя не упомянуть о пренебрежении перекрёстными чле­
нами при усреднении квадрата суммы вкладов волн, создаваемых разными отрезками тра­
ектории.

можно было бы ожидать

и е  =¥1(t) = и Щ  X

2. Дело ещё и в том, что использование плотности l^a (t) при усреднении молчаливо
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6. Разработанная и описанная в настоящей работе модель основана на теории устой­
чивых законов Леви. В силу её специфики (отсутствие простых выражений плотностей 
через элементарные функции, расходимость моментов, неприменимость стандартного кор­
реляционного анализа) основным средством анализа выбран метод Монте-Карло. Прове­
дённые расчёты методом Монте-Карло с использованием описанного выше алгоритма и 
представленные на рис. 7 -8  результаты подтверждают высказанные здесь соображения.

х
Рис 7. Спектр излучения атома в СПП ( а  = 1 )  и ДПП Рис 8- Распределение вероятностей для свободных

пробегов фотона в поле излучения атомов, выпол- 
моделях, A q  = Q —@0 няющих СПП и ДПП-движения

Fig 7. The radiation spectrum o f atom in SPP ( a  = 1 )  and Fig. 8  Ph° ton free path Probability distributions in the
radiation field o f atoms performing SPP- and FPP-mo- 

FPPmodels, Aq  = Q —Q0 tion

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты 16-01-00556, 18­
51-53018).
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