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Аннотация
Рассмотрены вопросы существования поверхностных колебательных состояний в полуограни- 
ченных ангармонических кристаллах с различными знаками нелинейности. Предложена мо­
дель, математическая формулировка которой представляет собой одномерную краевую задачу 
для нелинейного уравнения Шредингера на полуоси. В рассматриваемой системе в зависимости 
от значения частоты получены несколько типов стационарных колебательных состояний, опи­
сывающих локальные возбуждения вблизи поверхности. Получены дисперсионные соотноше­
ния, определяющие значения частот таких состояний. В предельных случаях получены выра­
жения для частоты стационарных колебательных состояний в явном виде.

Abstract
The problems of the existence of surface vibrational states in semibounded anharmonic crystals with 
different signs of nonlinearity are considered. A model is proposed whose mathematical formulation 
is a one-dimensional boundary-value problem for the nonlinear Schrodinger equation on the half-axis.
In the system under consideration, depending on the frequency value, several types of stationary vi­
brational states are obtained that describe local excitations near the surface. Dispersion relations that 
determine the frequencies of such states are obtained. In limiting cases, expressions for the frequency 
of stationary vibrational states are obtained in explicit form.

Ключевые слова: нелинейное уравнение Шредингера, поверхность, солитон, локализованные 
состояния.
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Введение

Изучение различных поверхностных состояний в кристаллах, в том числе в ангармо­
нических, проводится достаточно давно [1-8]. Нелинейные свойства, которые демонстри­
руют поверхностные волны, наблюдались во многих экспериментах [9, 10]. Интерес к ис­
следованию нелинейных поверхностных состояний возрастает в связи с интенсивным раз­
витием физики нелинейных явлений и их применением в технических приложениях. Для

mailto:savotchenkose@mail.ru


48 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ 1 4  Серия Математика. Физика. 2018. Том 50, № 1

технических приложений нелинейных поверхностных состояний важна возможность рас­
пространения устойчивых слабозатухающих импульсов или волновых пакетов [11].

При теоретическом изучении нелинейных поверхностных волн звуковой природы в 
упругих средах, как правило, используются уравнения Буссинеска и различные его обоб­
щения [4-6]. В тоже время, нелинейные волны электромагнитной природы в оптических 
средах с показателем преломления, зависящим квадратично от модуля амплитуды напря­
женности электрического поля, описываются нелинейным уравнением Шредингера (НУШ) 
[2, 11-13].

НУШ широко используется при формулировке математических моделей описания 
локализованных вблизи дефектов малоамплитудных нелинейных колебаний в ангармони­
ческих кристаллах [14]. Решения НУШ описывают локализованные колебательные состоя­
ния с частотами вне зоны сплошного спектра, зависящими от амплитуды колебаний, в ан­
гармоническом кристалле с точечным дефектом [15].

Для описания возбуждений в средах с пространственной дисперсией и коллективных 
возбуждений молекулярных цепочках используются обобщения НУШ с производными чет­
вертого порядка [16-22]. В [23-25] было предложено модифицировать потенциал взаимо­
действия возбуждения в нелинейной среде с дефектом, обладающего внутренней структу­
рой, при учете дальнодействующих сил межатомного взаимодействия. В [26] на основе 
НУШ были проанализированные особенности взаимодействия локализованных состояний 
вблизи границы раздела нелинейных сред.

В данной работе предлагается описать различные виды стационарных колебатель­
ных состояний, которые возникают вблизи поверхности нелинейной среды. Для этого пред­
лагается простая модель, использующая НУШ. В рамках данной модели предполагается, 
что возбуждение свободно распространяется вдоль поверхности кристалла, а неличные 
свойства среды существенны в направлении, перпендикулярном поверхности. Тогда задача 
сводится к одномерной. В результате появляется возможность аналитически описать лока­
лизацию возбуждений вблизи поверхности солитонными решениями НУШ, форма которых 
зависит от знака параметра нелинейности, а амплитуда и частота определяются характери­
стиками среды и поверхности как плоского дефекта.

1. Формулировка математической модели

Рассмотрим ангармонический полубесконечный кристалл в дальнейшем который бу­
дем называть нелинейной средой. Плоская поверхность кристалла лежит в плоскости yOz  и 
проходит через начало координат перпендикулярно оси Ox. Кристалл занимает полупро­
странство в области x > 0 .

Будем предполагать, что возмущение параметров кристалла, создаваемое его поверх­
ностью как плоским дефектом, сосредоточено на расстояниях, существенно меньших раз­
меров изучаемых возбуждений, и поэтому считается локальным. Будем рассматривать про­
цессы локализации возбуждений вблизи поверхности на основе НУШ (принято й=1):

т д у  = ^ : ^  а у — y | h |  2 у , (1)dt 2 m

где А = -д— + -д— + -д— -  трехмерный оператор Лапласа, m -  эффективная масса возбужде-
дх ду dz

ний, y -  параметр нелинейности среды (может иметь различные знаки), характеризующий 
ангармонизм взаимодействия элементарных возбуждений в кристалле.

Если считать, что возбуждение в форме волны свободно может распространяться 
вдоль поверхности, то задача нахождения стационарных состояний с энергией Е  сводится 
к одномерной с помощью подстановки в НУШ

у ( х, у, z, t) = u( х) ехр(^у + kzz  — iEt)



Поскольку нас будут интересовать стационарные колебательные состояния, то удобно 
ввести обозначения: ю2 = E -  квадрат частоты колебаний, s2 = 1/ 2m -  скорость распростра­
нения возбуждения. В результате НУШ (1) становится одномерным и принимает вид:

s 1u"(x)  + (ю2 -  ю2)и(x) + у|u (x )2u(x)  = 0 , (2)
где ю2 = (к2 + к  2)s2 -  значение уровня дна энергетической зоны в сечении изоэнергетиче-
ской поверхности.

Поскольку НУШ (2) рассматривается на полуоси х > 0, то для определения поверх­
ностных стационарных состояний следует задать граничные условия, которые целесооб­
разно выбрать в виде:

u(+0) = u«; (3)

u " (+0) = Q , (4)

где параметры U0 и Q описывают возмущение характеристик кристалла вблизи поверхно­
сти. В частности, они характеризуют изменение массы атомов поверхностного слоя и сило­
вого взаимодействия между атомами поверхностного и приповерхностного слоев. В силу 
локальности такого возмущения характеристик кристалла вблизи поверхности данные ве­
личины можно считать постоянными.

Таким образом, математическая формулировка нахождения стационарных колеба­
тельных состояний в рамках предложенной модели сводится к решению краевой задачи на 
полуоси для НУШ (2) с граничными условиями (3), (4). Искомое решение данной краевой 
задачи должно быть ограничено: |u(x)| < const V хе(0; ю).

В линейном бесконечном одномерном кристалле без дефектов распространяются 
свободные волны с квадратичным законом дисперсии. В ангармоническом кристалле без 
дефектов могут распространяться локализованные возбуждения -  солитоны, и нелинейные 
волны, описываемые периодическими решениями НУШ, которые выражаются через эллип­
тические функции, называемые кноидальными волнами. В зависимости от знака параметра 
нелинейности существуют различные типы решений. В данной работе рассматриваются 
только локализованные состояния НУШ.

2. Поверхностные состояния в кристалле с отрицательным ангармонизмом

Сначала рассмотрим случай отрицательного ангармонизма, когда у < 0. Для удобства обо­
значим параметр нелинейности g  = -у  > 0. В рассматриваемой модели существует несколько 
типов локализованных колебательных состояний в различных частотных диапазонах.

2.1. Поверхностное состояние первого типа
В области частот ю > Ю0 уравнение (2), имеет решение вида:

u(x) = Atth^t(x -  xo) , (5)
параметры которого получаются после подстановки (5) в уравнение (2). Волновое число 
имеет вид:

qf = (ю2 -ra2) / 2s2, (6)
а амплитуда решения (5):

A  = 2s 2q2 /  g  . (7)

Такое решение справедливо и ограничено всюду на всей числовой оси при -ю  < х < ю 
и описывает свободно распространяющееся возбуждение в форме ступени. Для такого слу­
чая бесконечного кристалла частота ю и положение «центра» возбуждения Х0 являются сво­
бодными параметрами. Если A>0, то решение (5) называют кинком, а если At<0, то -  анти- 
кинком. Именно антикинк удовлетворяет требованию \u\ — 0 при х — +ю.
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Для случая полуограниченного кристалла функция (5) является решением уравнения
(2) на полуоси x > 0 , но ее параметры теперь должны определяться из граничных условий
(3) и (4). Волновое число и амплитуда определяются такими же выражениями (6) и (7).

Подстановка (5) в граничные условия (3) и (4) позволяет получить в явном виде ча­
стоту колебаний данного стационарного состояния:

ю2 = + ю |, (8)

где ю1 = y[g (QsV2  + u0 y[g ) , а также выражение, определяющее параметр Х0:
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s
х0 = ---------Arth| J  —

юb

g  u 0

V  s юЬ у
(9)

Подстановка (8) в (6) и (7) позволяет выразить волновое число и амплитуду через 
параметры полуограниченного кристалла:

qt = ю2 /2 s2, ( 10)

A2 = ю 2 / g  . (11)
Из (8) и (9) следует, что поверхностное состояние рассматриваемого вида, которое 

описывается функцией (5), существует при Q  > 0 .
Из (9) следует, что при U0 < 0 положение центра возбуждения Х0 > 0, то есть будет 

находиться в области, занимаемой полуограниченным кристаллом. В противоположной си­
туации при U0 > 0, приводящей к Х0 < 0, решение (5) будет удовлетворять требованию ис­
чезновения возбуждения при удалении от поверхности кристалла на бесконечности.

Для ненагруженной, то есть свободной от примесей поверхности, параметр U0 = 0,
тогда из (9) следует, что x0 = 0. В этом случае из (8) получается частота локализованного
вблизи свободной поверхности состояния:

ю2 = ® 2 + Qs(2 g  ) 1 2 . (12)
При этом волновое число и амплитуда выражаются через характеристики среды и 

дефекта и примут вид:
q2 = ( g /2 )1/2 Q / s , (13)
A f = sQ(2 / g ) 1/2 . (14)

Таким образом, решение вида (5), удовлетворяющее граничным условиям (3) и (4), 
является поверхностным состоянием с полностью определяемыми через характеристики 
кристалла параметрами.

2.2. Поверхностное состояние второго типа
В области частот ю < ю0 уравнение (2) имеет решение вида:

и(х) = As / s h q ^  -  х0 ) , (15)
Параметры решения (15) имеют вид:

q = (©о —ю ) / s , (16)

As2 = 2s 2q2 / g . (17)
Для бесконечного кристалла решение (15) будет всюду ограничено при выполнении 

требования: Х0 ^ 0. Как и для решения (5) на всей числовой оси, частота ю и положение 
«центра» возбуждения Х0 являются свободными параметрами решения (15). В силу такого 
требования обычно при построении физических моделей в безграничных кристаллах реше­
ние вида (15) не используется. Однако оно находит применение для описания эффектов ло­
кализации возбуждений вблизи дефектов [15].

В случае полубесконечного кристалла для ограниченности решения (15) должно вы­
полняться требование: Х0 < 0. Тогда решение (15) ограничено на полуоси x > 0 и удовлетво­
ряет условию на бесконечности: |и| ^  0 при x ^  +го.
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(18)

(19)

Выражение (18) представляет собой дисперсионное соотношение, определяющее ча­
стоту поверхностных колебательных состояний с функцией вида (15), а выражение (19) 
определяет параметр Х0.

В предельном случае малых значений qx0 << 1 из (19) можно получить параметр Х0 в 
явном виде: x0 = (2 / g)12s / u0. Поверхностное состояние данного типа реализуется при 
U0 < 0.

Таким образом, решение вида (15), удовлетворяющее граничным условиям (3) и (4), 
является поверхностным состоянием с полностью определяемыми через характеристики 
кристалла параметрами в отличие от свободно распространяющих возбуждений в беско­
нечном кристалле.

3. Поверхностные состояния в кристалле с положительным ангармонизмом
Рассмотрим теперь случай положительного ангармонизма, когда у > 0. Для такого 

знака параметра нелинейности НУШ (2) имеет решение солитонного типа в диапазоне ча­
стот ю < ю0:

Решение (20) без наложения дополнительных требований всюду ограничено и удо­
влетворяет условию на бесконечности: |u| — 0 при х — ю.

Для случая полуограниченного кристалла функция (20) является решением уравне­
ния (2) на полуоси х  > 0 , но ее параметры теперь должны определяться из граничных усло­
вий (3) и (4).

Подстановка (20) в граничные условия (3) и (4) приводит к соотношениям:

Выражение (22) представляет собой дисперсионное соотношение, определяющее ча­
стоту поверхностных колебательных состояний с функцией вида (20), а выражение (23) 
определяет параметр Х0.

Из (22) следует, что максимальная частота такого колебательного состояния ниже 
значения ю0, и она определяется выражением ю^, =ю2 -  u2у /2 . Другими словами, локали­
зованные поверхностные состояния в среде с положительной нелинейностью существуют 
в диапазоне частот ю < Qmax. Получается, что в полуограниченном кристалле допустимый 
диапазон существования стационарных состояний НУШ с положительной нелинейностью 
ограничивается более низкой частотой, чем в бесконечном кристалле.

В предельном случае малых значений qx0 << 1 из (23) вытекает, что частота поверх­
ностного колебательного состояния (20) приближается к наибольшему возможному значе­
нию ю = ю max.

u( x) = A  / сЬ q( x -  x0).

Волновое число q в (20) определяется выражением (16), а амплитуда имеет вид:

A2 = 2s 2q2 / у .

(20)

(21)

(22)

(23)
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Заключение

На основе модели полуограниченного ангармонического кристалла, возбуждения в 
котором описываются НУШ, рассмотрены вопросы существования различных видов ста­
ционарных локализованных вдоль поверхности состояний в широком интервале частот. 
Рассмотрены случаи как положительной, так и отрицательной нелинейности сред.

Математическая формулировка модели представляет собой краевую задачу для 
НУШ на полуоси. Получены решения сформулированной краевой задачи, описывающие 
локализацию возбуждений вблизи поверхности.

Параметры модели можно разделить на две группы. Первая -  это параметры, харак­
теризующие свойства среды, в которой распространяется возбуждение. К ним относятся 
скорость распространения возбуждения s, параметр нелинейности у, граничная частота ю0. 
Вторая группа -  это характеристики поверхности как плоского дефекта, описывающие из­
менение вблизи поверхности таких свойств кристаллической решетки как массы атомов по­
верхностного слоя U0 и константы силового взаимодействия между атомами поверхност­
ного и приповерхностного слоев Q .

В случае бесконечного кристалла без дефектов в нелинейных средах, возбуждения в 
которых описываются НУШ, могут распространяться свободные солитоны, форма которых 
определяется знаком нелинейности и частотой. Такие солитоны являются двухпараметри­
ческими в том смысле, что соответствующее решение НУШ содержит два свободных пара­
метра, как правило, в качестве которых выступают частота ю и положение максимума Х0. 
Остальные параметры солитоны выражаются через них, а также через характеристики 
среды, то есть параметры первой группы. Если же рассматривать полуограниченный кри­
сталл, то за счет наличия поверхности как плоского дефекта параметры поверхностных со­
стояний будут определяться полностью все через параметры первой и второй группы. Дру­
гими словами, поверхностные состояния описываются солитонными решениями НУШ, не 
имеющими свободных параметров.

Показано, что в зависимости от частоты в среде с отрицательным ангармонизмом 
могут существовать два вида стационарных колебательных поверхностных состояний, а в 
среде с положительным ангармонизмом -  одного вида. При частотах, ниже граничного зна­
чения ю0 могут существовать поверхностные колебательные состояния как в средах с отри­
цательным ангармонизмом, так и в средах с положительным ангармонизмом. При частотах, 
выше граничного значения ю0 поверхностные колебательные состояния могут существо­
вать только в средах с отрицательным ангармонизмом.

В среде с положительным ангармонизмом меняется диапазон существования стаци­
онарных состояний НУШ. В полубесконечном кристалле он ограничивается сверху более 
низкой частотой, чем в бесконечном кристалле.

Полученные в данной работе теоретические результаты дополняют исследования 
поверхностных упругих нелинейных волн, распространяющихся вблизи свободной поверх­
ности [3], а также поверхностных магнитных поляритонов в ферромагнитной полуограни- 
ченной среде [27], поскольку в них приведены решения НУШ на полуоси одного типа 
только для самофокусирующией среды с кубической нелинейностью для нулевых гранич­
ных условий на поверхности.
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