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Аннотация
В работе исследована смешанная задача с производными второго порядка в граничных условиях 
для уравнения параболо-гиперболического типа третьего порядка с оператором Бицадзе-Лыкова в 
области гиперболичности. Доказаны теоремы о существовании и единственности решения иссле­
дуемой задачи. Для доказательства единственности решения применяется метод Трикоми. Реше­
ние выписано в явном виде.

Abstract
A mixed problem with second-order derivatives in the boundary conditions for the third-order parabolic- 
hyperbolic equation with the Bitsadze-Lykov operator in the hyperbolicity region is investigated. Theo­
rems on the existence and uniqueness of the solution of the problem are proved. The Tricomi method is 
used to prove the uniqueness of the solution. The solution is written out in an explicit form.

Ключевые слова: Вырождающееся гиперболическое уравнение, задача Коши, уравнение третьего 
с кратными характеристиками, смешанная задача, оператор дробного интегро-дифференцирования 
в смысле Римана-Лиувилля.
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Введение

В конечной односвязной области Q  евклидовой плоскости точек (х, у)  рассмотрим 
уравнение

О = \y2llxx~ 11 уу + а 11 х ’ у < 0 ’ ( |)
\ u x x x ~ u y + b u x ’ У >  °»

где и = и (х ,у ) -  искомая функция, а , b = const -  заданные числа, причем |а| < 1 .

При у  > 0 область Q  ограничена прямоугольником с вершинами в точках 

А = (0,0), 4 )  = (0 ,h ), В0 = (r,h), А  = (г,0) (h, r= const, h>  0, г > О), а при у  < 0 граница­

ми области Q  являются характеристики АС  :у2 = 2х и СВ : у 2 = 2(r - х )  ( с  = (W 2.-V F)) 
уравнения (1) вместе с отрезком J  = АВ  прямой у  = 0 . Обозначим через Qj = Q  о  (у < 0} -
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гиперболическую часть области Q , а через Q 2 = f i n { v > о} обозначим ее параболиче­
скую часть; Q = Qj ĵ Q 2 J  .

Уравнение (1) при >*<0 совпадает с вырождающимся гиперболическим уравнени­
ем первого рода [4]

У2г1хх-И у у + а и х =0,  (2)

а при у  > 0 уравнение (1) является уравнением третьего порядка с кратными характери­
стиками [5]

ихас- и у +Ьих =0.  (3)

Уравнение (2) в работах [4], [3] было рассмотрено как пример вырождающегося 
гиперболического уравнения, для которого при |а| < 1 корректно поставлена задача Коши
с начальными данными на линии вырождения у  = 0, несмотря на то, что нарушено усло­
вие Геллерстедта. А.В. Лыков [11] при исследовании потока влаги в коллоидном капил- 
лярно-пористом теле поликапиллярной структуры пришел к уравнению вида (2). К этому 
же уравнению можно прийти и с помощью линеаризации реактивно-диффузионного 
уравнения, которое широко используется в популяционной биологии [15]. В работе [14] 
показано, что однородная вторая Дарбу для уравнения (2) при |а| = ±1 имеет бесчисленное

множество линеино независимых решении, а характеристики АС  :у = 2х и

СВ : у 2 = 2{r- х )  уравнения (2) являются неравноправными как носители граничных усло­
вий второй задачи Дарбу.

По классификации, приведенной в монографии [15], уравнение (3) относится к 
уравнению параболического типа. В [5] такие уравнения названы уравнениями третьего 
порядка с кратными характеристиками. В [20] впервые была изучена краевая задача Кат- 
табрига для уравнения (3). В работе [5] построена функция Грина задачи Каттабрига для 
уравнения и с помощью нее выписано решение задачи Каттабрига в замкнутом виде. Раз­
личные локальные и нелокальные краевые задачи, в том числе краевые задачи с инте­
гральными граничными условиями для общих уравнений третьего порядка с кратными 
характеристиками исследованы в работах [1], [6], [7], [8], [10]. Отметим также, что к урав­
нению вида (3) можно прийти в процессе линеаризации уравнения Кортевега-Де Фриза 
[21], имеющим важные применения в вопросах распространения нелинейных волн в сла- 
бодиспергирующих средах [9].

Уравнение (1) является уравнением параболо-гиперболического типа третьего по­
рядка с вырождением типа и порядка на линии у  = 0. В работах [17], [18] были исследова­
ны нелокальные краевые задачи для уравнений смешанного параболо-гиперболического 
типа второго порядка с характеристической и нехарактеристической линиями изменения 
типа и с оператором Бицадзе-Лыкова в области гиперболичности. Решение нелокальной 
краевой задачи для модельного уравнения параболо-гиперболического типа третьего по­
рядка с оператором Бицадзе-Лыкова в явном виде было выписано в работе [2].

В данной работе исследуется смешанная краевая задача для уравнения параболо- 
гиперболического типа третьего порядка вида (1).

Постановка задачи

Определение. Регулярным в области Q  решением уравнения (1) назовем всякую 
функцию и = и(х, у )  из класса k (i, у ) ё  c ( f i ) п  С 1 (q )  п  С 2 (Ц  ), иххх (л% у), и ,, (х, у )  е  ( (Q2 ), 

мг.(х,о),му(х,о)е Zjfo,/'], при подстановке которой уравнение (1) обращается в тождество.
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Задача 1. Найти регулярное в области Q решение уравнения (1) из класса 
c ( q 2 и  АА() и  КК{)) , удовлетворяющее краевым условиям

UV .(О, у)+ а {у )и (0, y ) = q\ (>’), uxx(r, у)+  t fy )u (r ,  у )  = ср2 (>’),

их & у )  = <Ръ{у)> 0 < У < к ,

u\a c = v (x ) ’ 0 < x < r ,

где а(у), р(у),  ^-(у)е С[0,/г], /=1,3 , f ( i ) e C 2[o,/-/2] -  заданные функции.

Теорема единственности решения задачи 1

Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть коэффициенты ос(у), р{у), Ь задами 1 таковы, что 

2 а (у )< Ь < 2 р (у ) ,  V ye[0 ,h],

(4)

(5)

(  2жпЛ
n e N .

(6)

(?)

Тогда решение задачи 1 единственно в классе регулярных функций. 

Действительно, пусть

lim и(х, у ) = lim и(х, у ) = г ( л' ) ,  0  < х < г ,
v-»+0 v-»-0

lim u v (x ,y )=  lim u v (x ,y ) = v (x \  0 < x  < r .
v-»+0 y - > - 0

(8)

(9)

Решение задачи Коши (8) -  (9) для уравнения (2) найдено в работе [4] и в зависи­
мости от значения параметра а оно имеет вид:

и{х>у)= ЛГ (« )г (/? )0

4ж у 1
J*'2 r ( l - a ) r ( l - / ? ) 0

( l - t ) a t p dt, \a \< \,

- 1/2

( l - t ) l /2dt, a  =  - 1 ,

( 10)

( 11)

(12)

1 - a  1 + a 
где a  = —— , p  = — — 

4 4
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Удовлетворяя формулы (10), (11), (12) условию (5), после некоторых преобразова­
ний, находим следующие фундаментальные соотношения между введенными выше иско­
мыми функциями г(х) и v (x ):

К *) = У\ D0x2 К О -  г 2 Ха DlxP Й  -  ] >

^ W = - 7 =
Ы7Г

\а < 1.

а - 1,

а - - 1,

(13)

(14)

(15)

г д е  7 1 = ^ Г ’  7 2  =

_ -Г (]—а )  ^ _  -  Г(1 а )   ̂ i)fx(p{i) _ оператор дробного (в смысле Римана-
У17Г

Лиувилля) интегродифференцирования порядка \S\ с началом в точке с . Определение и по­

дробное исследование свойств оператора D^x(p(t) приведены в монографиях [15], [12], [19].

Справедлива

Лемма 1. Для однородной задачи, соответствующей задаче 1 (i//(x) = 0), из фун­
даментальных соотношений (13), (14) следует, что интеграл

г

J  = \  r(x)v(x)dx > 0 , (16)

а из соотношения (15) вытекает равенство: J  = 0 .

Справедливость леммы 1 вытекает из свойства положительности оператора D̂ ,x(p{t) 
дробного (в смысле Римана-Лиувилля) интегродифференцирования порядка 8  е [0Д[, ко­
торое формулируется следующим образом [12]:

Лемма 2. Для любого 5  е [0Д[ и любой функции (р = (р(х)еА%\а,Ь\, где А ^ [ а Д  -  
это множество всех функгщй (р{х), имеющих абсолютно непрерывный на сегменте \a,b\ 
дробный ннтеграл порядка 1 -  5 , который обрагцается в нуль при х = а, скалярное произ­
ведение

(р, iyjx(p(/j)() = j  (p{x)iy(ix<p{l)dx > 0,

причем (up, DcX(p(t)\} = 0  тогда и только тогда, когда <р(х) = 0.
Далее, переходя в уравнении (1) к пределу при _у—»+0, с учетом условий (4), найдем 
фундаментальное соотношение между функциями т(х) и v(x), принесенное из параболи­
ческой части Q 2 области Q  на линию у  = 0:

v(x)= г"'(х)+6г'(х), 0 < х < г ,  (17)

т"(0)+а(0)т(0)=р1(0), т' ' (г)+ /?(о) г(г) = ср2 (о), г'(о) = ^ 3(о). (18)
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Лемма 3. Для соответствующей задаче 1 однородной задачи (ср1(у) = 0, / = 1,з), 
при условиях теоремы 1, имеет место неравенство

Г

J  = J r{x)v{x)dx < 0 . (19)
о

Действительно, умножая обе части соотношения (17) на функцию г(х), а затем ин­
тегрируя полученное равенство по переменной х  в пределах от 0 до г, с учетом одно­
родных краевых условий (4) {̂>1{у) = 0, / = 1,з), находим:

Г  Г

J  = J r(x)v(x)dx  = J г(х)[г''' (х)+ b т' (х)]с/х =
о о

Ъ
f - r f o ) < ф ) - - т Щ - \ т Н г ) < 0

Из неравенств (16) и (19) вытекает, что при — 1 < а < 1  интеграл J  = 0 , а из заклю­
чения леммы 2 следует, что равенство

Г  Г

J  = \  r{x)v{x)dx = у\ j r{x)DQl2T{t)dx = 0
о о

может иметь место в том и только в том случае, когда г(х) = 0 . При этом из соотношений 
(13) и (14) следует, что и v (x )= 0 , и, стало быть, и(х,у) = 0 в области Qj как решение за­
дачи Коши для уравнения (2) (формулы (8), (9)). Если же а = -1 , то при выполнении усло­
вия (7) решение однородной задачи

z-'"(x)+&z-'(x) = 0 , 0 < х < г ,

г" (о) + ог(о) г(о) = 0, г" (г) + /?(о) г (г) = 0, г' (о) = О 
не может отличаться от тривиального. При этом из (15) (при ///(х) = 0) и формулы (10) 
следует, что и в этом случае и{х,у)= 0 в области f i [ .

Покажем далее, что и задача нахождения регулярного в области f l 2 решения урав­
нения (3), удовлетворяющего однородным граничным условиям, соответствующим усло­
виям (4) и однородному начальному условию w(x,0) = 0 при условиях теоремы 1 не может 
иметь решений, отличных от тривиального. В области f l 2 рассмотрим однородную зада­
чу: найти регулярное в области Г12 решение и = и(х,у)  уравнения (3) из класса 
и хх (х, у) е  ( '(Г2| и Л А 0 и В В 0), удовлетворяющее начальному условию

и(х, 0) = 0, 0 < х < г (20)
и граничным условиям

ихх{^у)+ а( ,у ) г̂ у )  = ®, «xx(r ,y )+p(y) i f ( r ,y )  = 0, ux (0,y) = 0, 0 < y < h ,  (21)

где а ( у \  Д(у)  -  заданные функции из класса С[о,/г].

Допустим, что задача (3), (20), (21) имеет нетривиальное решение и = и ( х , у ) ^ 0 . 
Следуя работам [8], [13], [14] положим

и(х,у) = о(х,у)еяр(/лу).  (22)
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При этом относительно функции v  = v(x, у ) получаем уравнение

LMV = »ххх ~ ° у  +Ьох - / л о  = 0 (23)

с начальным и краевыми условиями:

и(х,0) = 0, их (0,у)=  0,

^ .«(°5>’)+«(> ’М 05>’) = 05 (24)
vxx(r >y)+fi(y)v(r,y)=0.

Так как, по предположению, функция и = и(х,у)  является нетривиальным решени­
ем однородной задачи (3), (20), (21), то как следует из (22), задача (23), (24) тоже будет
иметь нетривиальное решение о = и(х, у )  -ф- 0.

Пусть О. , -  это область, определенная неравенствами Q 2g = {(х, y )  :s < х  < г — е, 

£ < у  < h — £, Е > о}. В области 0,2е рассмотрим тождество:

2(°’Ljuv )0 = j 2 v L jUv d x d y =  j 2v[vxxx - vy + b v x - / / v \dxdy =

= J \ —  [2uuTT- v 2 + b u 2 — —  [u2]L /x t/y -2 // j o 2 dxdy = 0. (25)л  I ЛЛ Л
n 2, By J  n 2i

Применяя к равенству (25) формулу Грина, получим

2(l>,Z l̂>)0 = - и 2 + b v 2\dy + [u2Jc/xj-2// j u 2 dxdy  = 0 , (26)
^2 s

где Г£ -  это граница области С12е ■ Переходя в равенстве (26) к пределу при s  —» 0, с уче­
том однородных начально-краевых условий (24), приходим к равенству:

2 (и, L ^ v )= \ [2 а (у )  -  b]u2 (о, y)dy + \ [ b - 2  fi{y)]v2 (г, y)dy -
о о

г h
- j  и 2(х,h)dx- J и 2(г,y )d y - 2 /л J и 2(х,y)dxdy  = 0. (27)

0 0 q 2

Выбирая положительное значение параметра / и , и, пользуясь условием (6) теоре­
мы 1, замечаем, что левая часть равенства (27) становится строго отрицательной, что не­
возможно, если и{х,у)ф 0 хотя бы в одной точке области Г12 . Тогда согласно (22) 

и(х, у) = 0 всюду в Г12 .

Теорема о существовании решения задачи 1 

Теорема 2. При условиях (6), (7) решение задачи 1 существует.
Действительно, из соотношений (13) и (17) при |flf| <1 приходим к следующей си­

стеме уравнений относительно г(х) и v (x ):
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v ( x ) = y x D l0/x2r ( t ) - y 2 х а 

у{х)=т"'{х)+Ьт'  (х),

откуда относительно функции т{х) приходим к задаче нахождения регулярного решения 
уравнения

г"'1(х)+Ът'(х)-п  D l i2r(t) = —у2 х а D l0xPy/[^-j, 0 < х < г. (28)

удовлетворяющего условиям (18).

Из постановки задачи 1 следует, условия (18) эквивалентны следующим условиям
Коши

г(°) = 1/ ( 0 ), г'(о) = 0?3 (о), г"(0 ) = ^ ( 0 )-ог(0 )^ ( 0 ).

Общее решение уравнения (28) выписывается по формуле [16]:

T(x)= ) G l ( x - t ;  -b ,Y i ,  2 ,5 / 2)/(f)<# + q  G] (х; 2 ,5 /2 )-

(29)

+ c2 G2 (x; —b,Yi, 2 ,5 /2 )+ c 3G2(x; — b,yi,  2 ,5 /2 ), (30)

где f ( x )  = - y 2 x a J ; сь  c2 ’ сз -  пока неизвестные произвольные постоянные;

00

= *h2 (ф* s f e )  = ] <p(x ~ ~ свертка Лапласа

функций <p(x) и g(x), hj = ^ ( х )  = х м’ l(f>[ph iih Zj x^'J, ф(£,Г1;г )=  X  '  . г -  функ-
j=o у!Г(£ J + 7l)

ция Райта [22].
Удовлетворяя (30) начальным условиям (29), находим:

с2 = % (°), с3 =у/(0).

Подставляя найденные значения Cj, с2 , с3 находим решение задачи (28)-(29) по 
формуле:

г(х) = ) G l ( x - t ;  - b , n ;  2 ,5 /2 ) f ( t ) d t+  i//(6)Gl2(x; - Ь , у г; 2 ,5 /2 )+  
о

+ ^ 3(°)G22(x; - /> ,/,; 2 ,5 /2 )+ [^ (0 )-a (0 )^ (0 )]G |(x ; - Ь , у г; 2 ,5 /2).

По такой же формуле дается представление искомой функции г(х) и в случае, ко-

1 Л
а  = 0, /3 = —, / j  = / 2 = -^=  . А когда а = -1 , из соотношений (15) и (17) прихо- 

2 л/л- У
гда а  = 1 

дим к задаче (29) для уравнения
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т"'{х)+Ьт'{х) = - х 112 цг'{х/2), 

решение которого, в зависимости от знака числа Ъ выписывается по формуле:

т(х) = -^-|л///(о)+ \<рх (о) -  cr(o)///(o)] [l -  cos 4 b х  +

+ 4b (o)sin 4b x —J [l — cos 4b (x - t ^ t112 y/'(tl2)d t\,  b >  0;
о J

r(x) = ^(o) + >̂3 (o)x + —ос(о)у/(о) ̂ 2 _ _j_ j  l̂ / 2 ̂  ̂  b = 0;
2 2 0

r M = \ { b '/7(°) + (°) -  « (° У (° )] [i

-4 —b (z>3(o) sh 4 ~ b x -  -  chyj- b(x — t^t112 y/' (t / 2)dt L b < 0 .

Теперь, после того как функция т = т{х) найдена, функцию v  =v{x)  можно легко 
найти из фундаментальных соотношений (13), (14), (15) или (17). Тогда решение задачи 1 
в области Q, выписывается как решение задачи Коши для уравнения (2) по соответству­
ющим формулам (10), (11) или (12). А в области f l 2 приходим к задаче регулярного ре­
шения и = и{х,у)  уравнения (3), удовлетворяющего начальному условию и(х,0) = г(х) и 
граничным условиям (4), которая исследована в работе [1].
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