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Аннотация
Рассматриваются линейные непрерывные операторы конечного ранга, действующие в комплексном 
банаховом пространстве. Доказана теорема о том, что такой оператор аннулирует многочлен. Она 
позволяет использовать алгебраические методы для исследования свойств оператора. Получены 
оценки Гельфанда-Шилова для нормы экспоненты оператора конечного ранга. Доказательство ос
новных утверждений не использует теорию компактных (вполне непрерывных) операторов.

Abstract
Linear continuous finite rank operators, which are defined in the complex banach space, are considered. 
Theorem, that such operators are annihilated by polynomial, is proved. It allows to use algebraical meth
ods to study the properties of the operator. We get Gelfand-Shilov evaluations for exponent of finite rank 
operator norm. Proof of main statements do not use theory of compact (completely-continuous) operators.
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Пусть X -  комплексное бесконечномерное банахово пространство и End X -  бана
хова алгебра линейных ограниченных операторов. Рассмотрим оператор конечного ранга 
A G End X, т.е. dim Im А =  N, где Im А -  образ оператора А.

Отметим следующие простые утверждения.
Лемма 1. Оператор А представим в виде

Ах =  ^ ( х ^  +  ^2 (х)а 2 +  -  +  ^N(x)aN, (1)
где а 1( а2, ..., aN -  линейно независимые векторы из X, а ^2< ■■■ X -» С -  линейно неза
висимые непрерывные линейные функционалы из сопряжённого к X банахова простран
ства X*.

Лемма 2. Ядро оператора Кег А -  замкнутое подпространство из X, допускающее 
представление вида

Кег А =  П?=1КегЬ,  (2)

Далее, исходя из того, что Im А -  инвариантное подпространство оператора А раз
мерности dim Im А =  N, рассмотрим сужение В =  А | Im А оператора А на Im А. Из опре
деления оператора конечного ранга следует
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Лемма 3. Все ненулевые собственные значения оператора А лежат в спектре сг(В)
оператора В =  А | Im A G End (Im А). При этом, их число не превосходит dim Im А =  N.

Для доказательства достаточно заметить, что если х0 -  собственный вектор опера- 
~ 1 тора А, отвечающий ненулевому собственному значению А0, то из равенства х0 =  — Ах0А0

следует, что х0 G Im А.
Следовательно, множество а  (А) представимо в виде:

ст(А) =  {А1.......Am}u{0}, (3)
где Ак Ф 0, k =  1 ,..., т ,  т  <  N.

Такое представление спектра а  (А) оператора А позволяет воспользоваться общей 
теоремой (см. [1, гл.VII]). Из представления (3) спектра оператора А следует существова
ние разложения единицы:

I =  Р0 +  Pi Л 1- Рт , (4)

где I -  тождественный оператор в X, а проекторы Рк, 0 <  k <  т ,  допускают представление 
вида

P k=  - ^ / Tk(A - AI)" ldA’° S k < m .  (5)
где у к -  контур, окружающий одноточечное множество {А̂ } (см. [2]).

Из сформулированных лемм следует
Теорема 1. Банахово пространство X есть прямая сумма X = Х0 ®  Хх ®  ... ®  Хт  

инвариантных подпространств Xk =  Im Pk, 0 <  к <  т .  В свою очередь, Хк с  1 т  А, к Ф 0, 
dim Im А =  dim ImA0 +  dim ImAx +  — I- dim 1тАт  и А =  А0 ®  Ах ®  ... ®  Ат , где
Ак =  А | Хк, 0 <  к <  т .  Кроме того, ст(А0) =  {0}, а ст(Ак) =  {Ак}, 1 <  к <  т .

Теперь отдельно рассмотрим оператор А0:Х -> X со спектром ст(А0) =  {0}. Также 
рассмотрим две последовательные цепочки включений

{0} с  Кег А0 с  Кег Aq <= ••• с  Кег Aq <= КегАд+1 <= ••• (6)
Im А з  ImAg => ••• => ImAg => ImAg+1 => ••• (7)

Лемма 4. В цепочке включений (7), при некотором s £ N, Im Ад = {0}, причём, 
Im Ад-1 Ф {0}.

Доказательство.
Пусть s £ N такое, что Im Ад-1 Im Ад = Im Ag+1 . Поскольку оператор А0 -  опе

ратор конечного ранга, сужение А0| ImAg : Im Ад: -> Im Ад является сюръективным опера
тором и, следовательно, обратимым. Но так как ст(А0|1 т  Ад) =  {0}, то ImAg =  {0}.

Лемма доказана.
Осталось показать, что равенство ядер степеней оператора А0 также будет начи

наться с числа s, т.е. Кег Ад-1 с  KerAg =  Кег Ад+1. Включение Кег Ад с  Кег Ад+1 очевид
но. Покажем теперь, что Кег Ад з  Кег Ag+1. Для любого x £ K e rA g +1 получаем, что 
Ад+1х =  0. Но в силу того, что ImAg =  {0}, уже для Ад имеем АдХ =  0, и, значит, х £ 
КегАд. Равенство Кег Ад =  KerAg+1 доказано. Аналогично можно показать, что KerAg = 
KerAg+1 для любого 1 £ N.

Цепочка включений (6) теперь записывается в виде

{0} с  KerAg с  KerAg с  ••• с  KerAg =  KerAg+1 =  ••• =  Х0. (8)

Полученные результаты приводят нас к следующим утверждениям 
Лемма 5. Оператор А0 является нильпотентным с индексом нильпотентности 

s =  s (А0) , а характеристический многочлен оператора А0 совпадает с его минимальным 
аннулирующим многочленом и имеет вид pg(A) =  XŜ A°\
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Теорема 2. Характеристический многочлен оператора А будет представлять собой 
произведение характеристических многочленов операторов, входящих в его спектральное 
разложение, т. е. р(А) =  As(-a °) • Pi(A) • ... • pm(A), где Pk(^) -  характеристический много
член оператора Ак.

Теорема 3. Минимальный аннулирующий многочлен оператора А будет представ
лять собой произведение минимальных аннулирующих многочленов операторов, входя
щих в его спектральное разложение, т. е. pmin(X) =  As(-A°) • р^(А) • ... • р^(А), где Pk(A) -  
минимальный аннулирующий многочлен оператора А^.

Данные утверждения позволяют получить оценки Гельфанда-Шилова (см.[3]) для 
нормы операторной экспоненты оператора конечного ранга. Следуя методу доказатель
ства оценки из монографии [4], получаем, что имеет место

Теорема 4. Для оператора конечного ранга имеет место следующая оценка нормы 
операторной экспоненты

m + s -l

| | е " | |  = е "  £  ^ (2 С ||Л ||)* , (9)
к = 0

где t  >  0, v =  max{ReA|A £ ст(А)}.
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