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Аннотация. С помощью теоремы о расщеплении получена оценка собственных значений матрицы 
при условии, что собственное значение невозмущенной матрицы сильно отделено от остальных. В основе ис
следований лежит метод подобных операторов. При исследовании спектральных свойств матрицы матрица 
представляется в виде суммы хорошо изученной матрицы и возмущения. Получены условия малости возму
щения, при котором данная матрица является блочно-диагональной.

Resume. The estimates of matrix eigenvalues in case if eigenvalue of unperturbed matrix is strongly separat
ed from others are obtained using a theorem on splitting. The investigation is based on the similar operator method. 
While investigation of matrix spectral properties matrix is represented as sum of a well-studied matrix and perturba
tion. Smallness conditions of perturbation for which this matrix is block-diagonal are obtained.
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Введение

Пусть имеется линейный оператор А  е L((Cri), заданный матрицей U = (aLj),  внедиаго- 
нальные элементы которой малы по сравнению с диагональными, и элемент а , , ф aLL, где i = 
2,..., п. Представим оператор А  в виде разности А = А — В двух линейных операторов А, В е L(Cn), 
заданных матрицами А и В соответственно:

Л  =

Оператор А будем называть невозмущенным оператором, оператор В -  возмущением опе
ратора А, а исходный оператор А -  возмущенным линейным оператором.

Требуется получить оценку одного определенного собственного значения возмущенного 
оператора А.

Разложим пространство С™ в прямую сумму Х1 ® Х 2, двух инвариантных относительно опе
ратора А подпространств X, и Х 2, где X, = С,Х2 = С™-1 . Будем искать оценку одного собственного 
значения, поэтому пусть Х х = £(е,), а Х2 = £(е2, ..., еп).

В соответствии с заданным разложением пространства С™ рассмотрим трансформаторы 
J  : L (С") -» Д С п) и Г  : 1 (С") -» L(C n) [1-2], такие что:

1. Для любого X е L(Cn) матрица оператора ОХ имеет вид:
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2. Оператор ТХ определяется как решение уравнения

АТХ -  ТХА =  X - J X .V X  е  L (  С” ) . ( 1)
Можно показать, что матрица оператора ТХ имеет вид:
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Будем искать такой оператор Хп Е L((Cn), для которого выполнено равенство

( А - В )(1 + ТХ0) = (1 + ТХ0)(А -Т Х 0). (2)
Если || ГХ(| ||< 1, то оператор / + 1Т 0 обратим, и равенство (2) означает подобие операторов А -  В и 
А — ДХ0. Таким образом, задача оценки первого собственного значения возмущенного оператора
А — В сводится к задаче оценки первого собственного значения оператора А — ОХ0, которое равно
аи  ~ xii- Необходимо получить оценку элемента xj1, матрицы оператора Х0.

О сн о вн ы е р езул ьтаты  

Т ео р ем а 1. Пусть выполнено неравенство
У II В ||<±,

1 «_> 
где у = --------------,ft = {(i,y): i = 1 и у = 2 ...п, или j  = 1 и i = 2 ...п}. Тогда нелинейное уравнение

m i n n \a i i ~ a jj\

X = ВТХ-T X J(B T X )-T X JB  + В = Ф(Х), (з)
рассматриваемое в алгебре L((Cri), имеет единственное решение Х0 в шаре с центром в нуле и ради
усом 4 || В ||, на котором достигается равенство

( А - В )0  + ТХ0) = (1 + ТХ0)(А -Т Х 0).
Оператор Х0 можно найти методом простых итераций, если в качестве первого приближения взять 
X = 0.

Пусть Р1 и Р2 -  проекторы [3], ассоциированные с указанным разложением пространства 
С™. Заметим, что для любого X е L(Cn) выполнены следующие равенства:

1. J X  = Р1ХР1 + Р2ХР2;
2. Р1(ТХ)Р] = Т{Р,ХР}), i,j = 1,2 и P.irXjPj = 0 ,i = 1,2 .
Через XLj будем обозначать оператор PiXPj, i,j = 1,2 . Тогда

х  =  (Pi + Р2)Х(Рг +  р2) = х 1± + х 12 +  х 21 + х 22,х  е и  С").
Применим операторы Р1 иР2 к обеим частям уравнения (3).

1. Вначале осуществим умножение на проектор Р1 слева и справа:
РгХРг = Р1ВТХР1 -  Р1ТХ0 (ВТХ)Р1 -  P1T X JB P 1 + PjCP,;

= (Вг1 + В12)(ТХг1 + ТХ21) -  (ТХ1± + TX12)J((B1± + В12)(ТХг1 + ТХ21)) -  (ТХ1± + ТХ12)(ЗВг1 + J в 21) 
+ £ц-

Учитывая, что J X 12 = J X 21 = 0 и ТХгг = ТХ22 = 0 , получим
Хц  =  ( 5 ц  +  В12)ТХ21 — TX12J ( ( B 11 +  В 12)ТХ21) — TX12J B 1± +  В ц )

Хц = В12ТХ21 + В11. (4)
2. Применим справа проектор Р,, а слева Р2:

Р2ХРг = Р2ВТХРг -  Р2ТХ0 (ВТХ)Р1 -  Р2ТХ0ВР1 + Р2ВРг)
Х2± =  (.Вц  +  В 22)Г Т 21 — TX21J ( B 12TX21) — TX21B 1:i +  B 2i',

Х21 = В22ТХ21 -  (ТХ21)В12ТХ21 -  (ГХгОВц + В21. (5)
Из равенства (4) ясно, что искомую оценку элемента xj1, оператора Х0, являющегося реше

нием нелинейного уравнения (3), найдем, получив оценку || Аг1(|1 ||, а для оценки || Аг1(|1 || в свою оче
редь требуется оценка II Х21 || и разрешимость уравнения (5).

Т ео р ем а 2. Пусть выполнено условие теоремы 1. Тогда нелинейное уравнение (5) имеет 
единственное решение Х21. Это решение можно найти методом простых итераций, если в качестве 
первого приближения взять Х21 = 0 . Имеют место следующие оценки:

_ 1 -  yb22 -  q 1 -  yb22 -  q
II ХЬ ||< Г 22 Н, II Х°г ||< /  22 н ,

2 у 2 у2Ь12
где q = <fyb22 -  l ) 2 -  4y2b2ib12)1/2 и || й;, ||= by, i,j = 1,2, и Х°г определяется из равенства

*i°i = в 12тх°21.
Непосредственно из теоремы 2 следует
Т ео р ем а 3. Пусть выполнено условие теоремы 1. Тогда возмущенный оператор А, задан

ный матрицей U = (ay), имеет собственное значение Я'1, представимое в виде
Я? = Я, 1 — X,0, ,



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ 1 I Серия Математика. Физика. 2017. №6 (255). Выпуск 46

где число удовлетворяет оценке
о 1  ~  У Ь 22 -  д
и1 —

i

q = (ОЬ22 -  1 у  -  4Y2b2ib12)1/2,bij = || Ви II, i j  = 1,2.

где y = ---------------№ = I (h i)-- i = 1 и / = 2 ...n, или / = 1 и i = 2 ...n).т т п|ак-а77|
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