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А н н о та ц и я
Для вырождающегося дифференциального уравнения дробного порядка в зависимости от коэффициента при 
дробной производной выделено два случая. Случай, когда все решения имеют непрерывную дробную произ
водную и случай, когда лишь часть решений обладает этим свойством. Получены представления указанных 
решений и установлены их оценки.

A b stra c t
For degenerate differential equations of fractional order, depending on the coefficient of the fractional derivative se
lected two cases. The case when all decisions are continuous fractional derivative to the case when only a part of the 
solution has this property. The representations of these solutions and their evaluation.

К л ю ч е в ы е  сл о ва : производная дробного порядка, вырождающееся дифференциальное уравнение, поста
новка граничной задачи.
K eyw o rd s: a derivative of fractional order degenerate differential equation formulation of boundary value problems. 

На отрезке действительной оси [0,c/] рассматриваются два уравнения:

a(x)(lDj г/(.г ) )  +  b ( x ) D j :_г/(х) + с(х )г /(х )  = f  (.г) , (l)

a{x){p^_ii{x)) +b{x)D^_n{x) + c{.х )и (х )  = f ( x ) ,  ( 2 )

где IУ' и = -----   — f 11(1 )(i -  x) " dr и и = ----------— f 11(1 )(x -  tya dr -  соответственно правосто-
Г(1 -  a) dx' 0+ Г(1 -  a) dx\

ронняя и левосторонняя производные Римана-Лиувилля порядка сс, 0 < a  < 1, г(-) -  гамма- 
функция Эйлера.

Условие 1. Пусть Ь(х), с(х) и /(х) непрерывны на [о. с/], а{х) е С1 [о, d\, а(0) = 0 , а(х) > 0 
при х>0.

Таким образом, условие 1 означает, что уравнения (l) и (2) порядка 1 + а  при х = 0 вырож
даются в уравнения низшего порядка a  .

Вырождающиеся линейные уравнения целого порядка, т. е. случай, когдаа = 1, ранее де
тально изучались в работах [l — 3]. В этих работах при исследовании гладкости решений было вы
делено два существенно различных случая: случай, когда все решения однородного уравнения не
прерывны вплоть до границы вырождения х = 0 и случай, когда лишь часть этих решений непре
рывна вплоть до точки х = 0.

В настоящей работе уже для уравнений дробного порядка также рассмотрено два случая: 
случай, когда все решения уравнения (l) имеют непрерывную на [о.с/] дробную производную 
Dj_u{x) и случай, когда лишь часть уравнения (2) имеет непрерывную дробную производную 
Dq+u{x) . Само же решение и в том и в другом случае имеет интегрируемую особенность.

1. Случай Ъ{0) < 0 . Тогда уравнение (l) путем обращения оператора а(х) — + Ь(х) может
dx

быть сведено к интегральному уравнению
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dt (3)

где ц -  произвольная постоянная, 14 х ) = | ——̂ dv.
д а{У)

Применяя формулу дробного интегрирования по частям [4, с. 51], преобразуем интеграл

здесь /0> (v )  = -^— \n{y)(}>-t)^ldt.
T(a)J

(4 )

Используя обозначения

v(x) = D l u ,  0 (x,») = e « 4 » - ] £ § - e - ™ d X  P (x ) = ] ^ - d y ,  k 0 { x j )  =
У , ait.) ) Ja(v) ‘ {a(t) )

и равенство (4), интегральное уравнение (3) запишем в виде
d

v(x) = 0(х, ц) + J  к0 (х, t)v(t) dt. (5)

Чтобы воспользоваться известными результатами о разрешимости интегрального уравне
ния Вольтерра (5), достаточно, чтобы функция 0(х.ц) была непрерывной, а ядро k0(xj)~  ограни
ченным.

Непрерывность функции 0 (х, ц) вытекает из леммы 1.1 и теоремы 1.1 работы [l], а ограни
ченность k(l (х. I) мы просто потребуем.

Условие 2. Функция k0(xj) ограничена.
Отметим, что достаточным условием ограниченности функции k0(xj) является следующее 

условие.

Условие 3. Пусть существуют такие числа с0> 0 и р > —, что выполнено неравенство
a

|ср(х)|< рс0ар̂ (х).

Покажем, что если выполнено условие 3, то функция k0(xj) ограничена. Для этого запишем ее как
аРЫ I

k ^ — J i t - y r ^ e - ^ d t .  
I (a) '  а(у)

Применяя в функции (6) неравенство Гельдера, получим:

(6)

\1 'Р

Vт / ^т у
1 1  1 1 '

где — I— = 1. Поскольку р > —, то q < ----- и f {t -  v)?(a_1) dv < со.
p q a 1 -  a J '

Далее, в силу условия 3 имеем

| М _ {,(№ ад1л  < p \ j _ ep(nX)-Piy))dV'
•[ ар(у) ' ' а{у)

Ограниченность же последнего интеграла доказана в лемме 1.2 в работе [1]. Таким образом, 
ограниченность функции k0(xj) установлена.

Решим уравнение (5) методом последовательных приближений, получим:
vo(x) =  0 ( x ,n ) ,

d
V, (X) = Q{x, ц) + J Q{t, n)A-0 (х, t) dt,

d ( d  ̂
v2 (x) = 0(x, M-) + J  Q(t, M-) + J Q(s~ М-У-о (t. s) ds k0 (x, t) dt =

Л  t )
d d d

= Q(x, M-) + j  Q(t, i-i)k0 (x, t) dr + j  k0 (x, t) J  Q(s, id)k0 (t, s) dsdt =



26 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ | ' | Серия Математика. Физика. 2017 № 13(262). Выпуск 47

= Q{x, М-) + 1 Q{t, ц)А'0 {х, t) dt + 1 Q{s, ц) J к0 (х, t)k0 {t, s) dtds =

d d d i

= Q(x, ц) + 1 Q(t, id)k0 (x, t) d t +   ̂Q(s, ц) A' (x, s) ds = Q(x, M-) + 1 Q(t, kt (x, t) d t ,
X X  X  i= 0

d 2
V3 (X )  = Q(x, Ц ) + J Q(t, A-,, (x, t) d t .

В результате получим:
d

v(x) = v(x, ц) = Q(x, M-) + 1 Q(t, |л)¥(x , t) d t ,

со t

где V(x,t) = ^  kf (x, t ) , и A';. (x, t) = J k 0 (x, s)kl_ 1 (s, t) ds для i > 1 .
/=0 x

При этом из общей теории интегральных уравнений Вольтерра следует оценка
| | у ( х ,ц ) | |< С 1| | 0 ( х , ц ) | | ,  Cj >  1 ,

где I • I -  норма в Ф А  , которая, с учетом лемм 1.1 и 1.2 работы [l], приводит к неравенству

(7)

с, > 0 .
(8)

Теперь, для нахождения функции ы(х) из равенства v(.v) = и , используем формулу
1

I l D l u  = н(х) -  — A M d )  (d -  х Г  , 
Г(сс)

где

Таким образом, мы доказали следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1 , 2 и Ъ{0 )  < 0  . Тогда любое решение уравнения (l) 

имеет непрерывную на [СЫ] дробную производную /.// и и при некоторых ц и р представимо в ви-

и(х) =  I j  V(x, ц) + Р(d — х)а 1 ,

где v’(x. ц) определяется формулой (7). При этом для него справедлива оценка

(х -  d ) l~a а(х){р°! it) + + ||(х _  -  сз | / | | + И  + |Р|)

(9 )

(ю)

с некоторой постоянной с} > 0 , зависящая от коэффициентов уравнения (l).
Отметим лишь, что оценка (ю) вытекает из неравенства (8), представления (9) и ограни

ченности оператора дробного интегрирования [4, с. 58].
Для выделения единственного решения из множества, определяемого формулой (9), при 

с(х) > 0 можно задать два условия, например, вида

0 ) = м0, I la-U{d) = Ud •

2. Случай Ъ(0) > 0 . Тогда уравнение (2) путем обращения оператора а{х) vb(x) может
dx

быть сведено к интегральному уравнению

£>" и = еР(х) (П)

где и -  произвольная постоянная.
Применяя формулу дробного интегрирования по частям [4, с. 51], преобразуем интеграл

г c{t)u{t) e_PW dr = J Da r  ( £if)_e -pW\ l{r)dr = f jo. (£ (0  e-pw W  u{r)d

I a(f) { J I l«(0 J
( 12)

здесь / > (v )  = - j — ju iy K v -ty - 'd t . 
Г (a) Jx

Используя обозначения
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Vi'(x) = D"+n , R(x, (J.) = ePix)
V о

и равенство (12), интегральное уравнение (и) запишем в виде

Ц+( ^ ± е - р{,)А  l0(x,t)=ePMr f ^ - e - pw)
I <t) j  'ia(r) J

w(x) = R(x, |j.) + |/0(x,f)w’(f) dt. (13)
0

В замечании l.i работы [l] установлено, что если Ъ{х) > 0 , то lim = +со, поэтому, если
л:—>+0

мы хотим найти непрерывное на [СЫ] решение уравнения (13), то необходимо положить ц = 0 .
Далее функция R(x.O), как доказано в лемме 2.1 работы [2], непрерывна. Потребуем, нако

нец, чтобы выполнялось следующее условие.
Условие 4. Функция /0(х,/) ограничена.
Отметим, что, используя лемму 2.1 [2], легко установить, что условие 3 является также дос

таточным условием ограниченности и функции l0(xj) .
Решая интегральное уравнение (13) методом последовательных приближений, аналогично 

тому как это было сделано в п. 1, получим

И’(х) = R(x,0) + J R(x,0)W(x, t) dt, (14)
0

00 x

где W(х,t) = (х.t) , и /. (х, г) = [ /0 (х, s')/,._1 (s, t) ds для у > 1.
1=0 t

При этом в силу леммы 2.1 работы [2] справедлива оценка
||>Кх)||<ф(хЛ))||<сУ/1.

Теперь для нахождения решения и(х) из равенства w(x) = /)'' и используем формулу:

C JD0> = « ( x ) - - i - O < 0 ) x “-1.
Г(а)

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1, 4 и Ъ{0) >  0 . Тогда любое решение уравнения (2), 
имеющее непрерывную на [СЫ] производную Д“ и , при некотором р представимо в виде

и(х) = /0“ vi<x) + рх»-1, (15)
где w(x) определяется формулой (14). При этом для него справедлива оценка

лг1_“а (х )(о 0“ г<) J + |-D0+“ || + | x ’ -  сз( ||/ || + |Р|) » (1б)

где с, > 0 -  некоторая постоянная, зависящая от коэффициентов уравнения (2).
Укажем, что оценка (16) вытекает из представления (14) и ограниченности оператора дроб

ного интегрирования [4, с. 58].
Для выделения единственного решения из множества, определяемого формулой (15), те

перь следует задать только одно условие, например, вида
u(d) = ud.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис
следований, грант №  16-29-12911. 
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