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Аннотация
Известно, что колебания упругих мембран в пространстве моделируются уравнениями в частных 
производных. Если прогиб мембраны считать функцией u(x j ) , x  = (хt xm)j n>  2,то по принципу
Гамильтона приходим к многомерным гиперболическим уравнениям. Полагая, что в положении 
изгиба мембрана находиться в равновесии,из принципа Гамильтона также получаем многомерные 
эллиптические уравнения. Следовательно, колебания упругих мембран в пространстве можно мо­
делировать в качестве многомерных гиперболо-эллиптических уравнений. Проблема корректности 
задачи Дирихле для уравнений смешанного типа в специальных областях была объектом исследо­
ваний многих авторов на плоскости и пространстве.В работе используется метод, предположен­
ный в работах автора, показано однозначная разрешимость и получен явный вид классического 
решения задачи Дирихле в многомерной области для уравнения Лаврентьева-Бицадзе.

Abstract
It is known that the vibrations of elastic membranes in space are modeled by partial differential equations. 
If the deflection of the membrane is considered a function u (x j ) , x  = (x, xm)jn  > 2, then by the Hamilton
principle we arrive at multidimensional hyperbolic equations. Assuming that the membrane is in equili­
brium in the bending position, the Hamiltonian principle also yields multidimensional elliptic equations. 
Consequently, the vibrations of elastic membranes in space can be modeled as multidimensional hyperbo- 
la-elliptic equations. The problem of the well-posedness of the Dirichlet problem for mixed-type equa­
tions in special domains was the subject of research by many authors on the plane and space. The method 
used in the author's papers is used to demonstrate unambiguous solvability and obtain an explicit form of 
the classical solution of the Dirichlet problem in the multidimensional region for the Lavrent'ev-Bitsadze 
equation .

Ключевые слова: многомерная область, задача Дирихле, однозначная разрешимость, сфериче­
ские функций, ортогональность.
Keywords: multidimensional domain, Dirichlet problem, unique solvability, spherical functions, orthogo­
nality.

1. Постановка задачи и результат

Проблема корректности задачи Дирихле для уравнений смешанного типа в специ­
альных областях была объектом исследований многих авторов на плоскости [1-5] и в  
пространстве [6-9].

В данной работе найден многомерный область в которой, задача Дирихле однознач­
на разрешима для уравнения Лаврентьева-Бицадзе.
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Пусть Q - конечная область евклидова пространства Ет+1 точек ограни­

ченная при t  >  0 сферической поверхностью Г ! Г + 1 — 1, а при t < 0 конической поверх­
ностью К :t = -ср ( г ) ,

? ( ° )  = <?(!) = °> <р{г) е С 1 ( [ 0 , l ] ) n C 2 ((0 ,1 )) , |^ '(г ) |  < 1, ^ 0,

где Г = \ х \ — длина вектора х = (хх,...,хт).

Обозначим через Q+ и Q части области Q, лежащие в полупространствах t > 0 и
t  < 0 .

Пусть далее S  — общая часть границ областей Q+, Q представляющее множество 
{V = 0,0 < |х| < l |  в Ет.

В области D  рассмотрим многомерные уравнение Лаврентьева-Бицадзе

(sgnf)A xK+Ka = 0  W

где Ау -  оператор Лапласа по переменным = (*! ,--,хт ), т >  2.

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых к о о р д и н а т - ^ , . к  сфериче­
ским
г , вх,...,впА, t, г > 0 ,0  < 6 t <7t,i = \,2,.. . ,m-2, 0 < в  <2ж,в = (в1,...,вт_1).

Задача 1(Дирихле). Найти решение уравнения (1) в области Q  при t Ф 0 из класса 

C ^D jniV 1 (D u,S,) n C 2(Z)), удовлетворяющее краевым условиям

и \ Т= ф ( г , в ) ,  (2)

и\к=\1/(г,в), (з)
при этом (р {\,в) = у/ (\,в).

Пусть {Г;;А;л(#)}система линейно независимых сферических функций порядка

п,\ < k < кп, (т-2) \п\кп =(п + т-Зу.(2п + т - 2 ) ,  Wl{S£\ l  = 0,1,■■■- пространства Соболе-

Имеет место ([10])
Лемма 1. Пусть / ( г ,  в )  е  Wl, (S ) . Если / > т - 1, то ряд

сю кп

A > - , e ) = T L f » ( r Y L M .  (4)
п=О к=1

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка р  < 1 - т  + \ ,  сходятся 
абсолютно и равномерно.

Лемма 2. Для того, чтобы / ( г ,# ) е  PV' (,V), необходимо и достаточно, чтобы коэффи­
циенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам

к„
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| л ‘( ф с „
=1 А-=1

<  с п , с х, с 2 =  c o n s t . .

Через, (р1п (V) обозначим коэффициенты ряда (4), соответственно функций (р{г,в).
'Xvyf

Пусть ^ (г, 6*) g W l2 (S) ,у/(г , в)  = гъу/* (г ,в )  ,у/* (г ,в )  eW^ (S), !  > -^- + 4.

Тогда справедлива
Теорема . Задача D однозначно разрешима.



2. Доказательство теоремы

В сферических координатах уравнения (1) в области Q+ имеет вид
т ~ 1 1 г л /счи гг +  иг — -8 и  + ип =0, (5)

г г
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8  . - У ----------- ---------------- — ( s i n ' "  1 g j  = 1 ,  = ( s i n 6 )1. . . s i n 6 )м )2 , у > 1 .
^ g y. s i n ' " -7 в ;  д в ; 1 ;  V ; 17g sin" ' ' 0 . Г0 . 50

Известно ([10]), что спектр оператора £ состоит из собственных Я п ~ п ( п  + т -  2), 

и = ОД,...,каждому из которых соответствует кп ортонормированных собственных функ­

ций Y^m(e).

Так как искомое решение задачи D в области Q+ принадлежит классу

С  ( о + п С 2(СУ), то его можно искать в виде

оо к**

и { r , e , t ) = Y j T j iin (гА  ¥>1* (в )>
п-  0 к=1

где и к {r j ) ~  функции, подлежащие определению.

Подставляя (6) в (5), используя ортогональность сферических функций 
([10]), будем иметь

—к щ  — ̂  —к  —к Д, —к -----
Ыпгг н Unr “Ь и ntt —и п — 0 ,  k  — 1, fcn , Yl — 0 , 1 , . . ( 7 )

Г г
при этом краевое условие (2), с учетом леммы 1 запишется в виде

—г  |  = ^ „ ( г ) Д  = и и,я = 0,1,...,0 < г < 1. (8)
—к , 
tin

l-m

vk +—vk + — vk + ------ -— * / = 0  (9)npp np  2  nqxp 2 ~  2 П ’  ’  V /

В (7), (8) произведя замену nn(r,t) = r 2 nkn (r,t},  а затем полагая

г  = p c o s c p , t  = p s i n p  > 0 ,0 <  (p <71  ПОЛуЧИМ

1 *- 1 a- Л
p  p  p  m s  q)

vk„(l<p) = g k„(<p), ( 10)
где

i / 4 i / ч — Г(W 7 — 1) (3 — /7 7) — 4 А П
v n ( p ,< p )  = u n ( /3  c o s  cp, p  s i n  <p), Л п =J=---------------- -----------------

(m -l) ^

g kn (<p) = (m s< p )~  <p„ (cos <p).

Решение задачи (9), (10) будем искать в виде

о„(р, <р)  = Я(р) ф( <р) .  (11)

Подставляя (11) в (9) будем иметь

p 2RPP+ p R P - ^ R  = ^ (12)
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<рч>

(  Л„ >
м + — ;—V COS' (Р J

=  0 ,  jil = c o n s t . (13)

Если решение уравнение Эйлера (12) будем искать в виде R ( p )  = р"

0 < s  = c o n s t ,  то получим5 = //.
Далее уравнение (13) запишем следующим образом

Ф дхр
К ' - О

Л
ф, I = —п —

[т - 3 )

v  COS <Р J

В уравнений (14) произведя замену Е, = sin2 (р приходим к уравнению

(Р + у + l ) f - I g4 + p y g  = 0,

(14)

(15)

p = < k £ t r J - ’ )
cos' (p 2 2

Общее решение уравнение (15) представимо по формуле ([11])

g №  = c , A l ) , r . \ . ( \ c , A l ) + \ . r + \ .  \ л (16)

которая периодическая по ф если 5 = 0,1,..., где f\s,c2s -произвольные независимое 

постоянные, а гипергеометрическая функция Гаусса.
Таким образом, из (11), (16) вытекает, что общее решение уравнения (9) запишется в

виде

'(р >р ) = 'Е р * cosV
п 1 • -> +  с 2х s in  (pF ( п 1 1 3 . ,  ^

сър Р + ~ , Г + ~ — ;s in “ (р
1 2 { 2 2 2  ).

(17)

Так как к (  п Л
V п Р ’ ~ ^

v
< оо, то из (17) будем иметь

с F'-'Is1

или

1 ) (  1 1 3  1
Р'У-2'1) +С^ [ Р + 1 ' У + 2 ' 2 ' 1)  = 0'

(18)

где r ( z )  — гамма-функция
Подставляя (18) в (17) получим

ОО

^ ( a p ) = I X ^ cos?^5=0
F / ‘’. ' ф з п г я

2 Г (1 - /9 )Г (1 - /)  .

Г 1 ^ f  1 ^Г
U  J U  J

(  1 1 3  т ^sin q>F Р + —,у  —;sin2 ср
у  Z  А, А, у

1

(19)

Известно ([12]), что система функций \ —,ms2s(p,sm.2s(p,s = \ ,2 , . . \  полна, ортого­

нальна в N(0,  Я"), следовательно и замкнута.
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Отсюда следует, что если g kn (ср) е  С разложим в ряд

оо
S kn {(Р) = < „  + X  « „  co s  2 scp + bkn s in  2 scp) , (20)

где
Ji Jl

aL  = j g k„ (<v)dq>, < „  = j g k„ (<p)cos2s<pd<p,
0 0
71

Kn = \ g kn {(p)^2s(pd(p, s = 1, 2,...,

(21)

Далее, удовлетворяя функцию (19) условию (10), учитывая разложение (20) и пола­
гая ср = 0 получим

ci , = f l l ^  = (U -  (22)

Таким образом, из (6), (19), (22) следует, что решением задачи (5), (8) в области Q+ 
является функция

f ( r , 0 , t )  =
ОО ОО

cik г п~'
п-О к- 1 s-p

s п (т-3)

( r + t 2f ~ - +~

с
F

2п 3 -т  s п 3 -т  5 l t
 ь -

2 4
-_1— ------------1__

2 2 4

2Г 1 + я + ^ 3 _ £  г 
2 4 2J

, п т -3  s
1 +  -  + ------- +  -

v 2 4 2 У
f l и т -3 .v' f  1 и m - з .01 -  + + 1 — +1+ +
u 2 4 2 у u 2 4 2 )

( r + t 2)

F
2п 5 -т  s п 5 -т  s 3 t~

 h ■
2 4

ч — , ------ь-
2 2 4 I ' l ’ r + t 2

Yk (в).п,т \  /

Из (23) при t —» +0 будет иметь
оо кп оо 

п-О к- 1 s-p

т + 5 к 
где р > —- — ,а  a s n определяются из (21).

2 Yk (в)п,т V /  5

Известно, что если g kn {(р) е С 1 ((°  , то имеет место оценка ([12])
с,

< — g = 0,1,..., а также справедливы формулы ([14])

(23)

(24)

d q (а ) (&)
F(a ,b ,c; z )  = — f - — ^-F(a + q,b + q,c + q;z),

dz
W .

(a)  r ( a  + g) r ( z + g ) _--g
Г »  T ( z  + /?)

и оценки ([10])

т-2 d q

Щ
■Yk (в)п,т \  /

 1+q -------------------
< с2п 2 , j  = 1, т - 1. (25)



—\ тн
xS'J, если / >q +— .

Из выше изложенного и учитывая лемму 2, а также граничное условие 

<р(г,6) е Ж! (S'),I > ^ -  + 4, получим, что решение (23) и ( r , 9 , t ) e C ^ D  j n C 2 (-D+), а также

из (24) вытекает, что т(г,в} = г~'т ( г , в ) ,т ( г , е  Ж,7 (£).
Таким образом, учитывая краевые условия (3) и (24) приходим к задаче Дирихле в 

области Q для многомерного волнового уравнения

А м -  и,, = 0о  tt

с данными и |т=(р(г,в'), и |А,= у/ (г ,в},  которое имеет единственное решение ([16]).
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Теорема доказана.
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