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Аннотация
В статье исследуется задача с разрывными условиями сопряжения и нелокальными 
внутреннекраевыми условиями смещения в гиперболической части области для модельного 
уравнения гиперболо-параболического типа с оператором дробной диффузии. Доказана теорема 
существования и единственности решения исследуемой задачи, решение выписано в явном виде.

Abstract
In this paper we investigate a problem with non-continues conjugation condition and with a non-local 
inner-boundary shift in the hyperbolic part of the mixed domain for a model hyperbolic-parabolic 
equation with a fractional diffusion operator. The existence and uniqueness of the solution for the 
problem is proved. The solution is written out in explicit form.
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Интенсивное исследование краевых задач со смещением для гиперболического и 
смешанного типов уравнений началось с работы [ 1 ]. Краевые задачи как с локальным, так 
и нелокальным смещением для гиперболического и смешанного типов уравнений были 
объектом исследования многих авторов. В работе [2] были изучены нелокальные задачи 
для нагруженного гиперболического уравнения и для уравнения Фурье. В работе [3] 
исследована внутреннекраевая задача с локальным смещением для гиперболического 
уравнения общего вида. В [4] рассмотрена нелокальная задача для уравнения 
Лаврентьева-Бицадзе. Весьма широкий обзор результатов исследований задач со 
смещением приводится в монографии [5].

Задачи с нелокальными условиями продолжают активно изучаться. В [6] 
рассмотрены различные внутреннекраевые задачи со смещением для уравнения колебания 
струны. В [7] для дифференциального уравнения, содержащего уравнение диффузии 
дробного порядка, исследована в бесконечной области нелокальная задача с разрывными 
условиями сопряжения. В [8] для уравнения с частной дробной производной Римана— 
Лиувилля исследована однозначная разрешимость задачи с обобщенным оператором 
дробного интегро-дифференцирования в краевом условии. В [9] для нагруженного
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уравнения гииерболо-иараболического типа исследована нелокальная задача с 
интегральным условием в гиперболической части.

Рассмотрим модельное уравнение смешанного гиперболо-параболического типа с 
оператором дробной диффузии

0 = \ u x x ~ D t) у « , У > 0 ,

, " x v  " . V V -  У < °

в объединении областей Q = Q + и  Q , где С1+ = {(х , у ) : 0 < х < 1, у  > О}, Q - область, ог­
раниченная характеристиками А С \х + у  = 0, ВС : х - у  = 1 уравнения (1) и отрезком [ОД]

прямой у  = 0 , 0 < or < 1, D^x<p(t) - оператор дробного интегро-дифференцирования Рима- 
на-Лиувилля порядка а с началом в точке а и с концом в точке х [10, с. 14]:
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D ax<P(t) = <

s i e n ( x - a )  xr (p(t)dt
— ----------   т-> a  < 0,

П - a )  i\ x - t \ a+l 
<p(x), a  = 0,

s ig n "  (x -  a )^ — D „;n(p(t), a  > 0, 
dx

где n -1  < a  < л, n e N .
Для уравнения (1) в [11, с. 55] был изучен аналог задачи Трикоми как в области Q , 

так и в областях, где гиперболическая часть также характеристический треугольник, а 
параболическая часть - верхняя полуплоскость [11, с. 42] и половина верхней 
полуплоскости [11, с. 51]. В [12] рассматриваются смешанные краевые задачи для 
нагруженного диффузионно-волнового уравнения с дробной производной. В данной 
работе для уравнения (1) будем исследовать задачу с нелокальными внутреннекраевыми 
условиями смещения в гиперболической части.

Обозначим через J  интервал 0 < х < 1 прямой у  = 0 .
Под регулярным решением уравнения (1) будем понимать функцию и = и(х,у)  из

класса y l~au e C ( Q +), y l- a (y l~au )v е C(Q + и  У ), wxxe C (Q +), и е С ф Г ) с л С 2(ОГ),

удовлетворяющую уравнению ( 1) в Q + ^ Q - .
Для уравнения (1) исследуется следующая
Задача. Найти в Q регулярное решение и(х,у) уравнения (1), удовлетворяюгцее ус ­

ловиям
и(0,У) = Фо(У\ и( 1 у ) = М у 1 У> °> (2)

и[в0(х)] = X  а ’„ч и[в (х)] + y/n_ j (х), (3)
1=1

j  = 0,1,...,и - 1, < x„_j, х0 = 0, хп = 1, (р0(у), q\ ( v), w » - j M  - заданные функции,

9Х (<̂ ) - точка пересечения характеристики х  -  >■ = с; с характеристикой x + y  = xjt

вх (х) = 9q(x) , a lk - заданные действительные числа, а \  = 0 при i - k .  На интервале J  

выполняются условия сопряжения:

lim у Х~аи(х , у )=  Нш ч(х,у),  (4)
v-»0+ v->0-

lim y X~a [yX~au(x,y) \v = lim u v(x,y) .  (5)
v->0+ ' v->0-



Отметим, что задача с условиями (3) в гиперболической части области для уравне­
ния Лаврентьева-Бицадзе исследовалась в [4].

Справедлива следующая

Теорема. Если заданные функции у 1 а(Ро(у\у^ а(f>\iy) е С(£1+),
1 2  1 ^ . ( x ) e C  [0 ,1 ]п С  ]0,1[, к = 1,2,..л , примем щ (0 ) =  Цщ y ~ a(Po(.y), и выполняются ус-

у-> 0+
ловия

у  d V k ( x ) _  r  dysk+l(x)
im  / d x  im  / d x  ’■T_KT/i k x^ xk A+1

к
где lk = 1 -  Y.a k ^  0> к = 1,2,.. л , то задача (1) - (3) имеет, и притом единственное решение.

/=1
Доказательство. Пусть существует решение задачи (1)-(3). Обозначим

через:
г(х )=  Нш y l~au(x,y),  х е  J ,  (7)
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v-»0+

п .
v-»0+

v(x)=  l im  у 1 a {yl au(x ,y) )v, x g J  .

а из условия (2) задачи получим

г ( 0 )  =  ^ ( 0 ) ,  r ( l ) =  l i m  У  a <p[( y )  = <p[ . ( 8 )
v-»0+

Функциональное соотношение между г(х) и v(x) для уравнения (1), принесенное 
из параболической области в работе [11, с. 48] было выписано в виде

'•(X)-— Ц -  (9)Г(а  + 1)
Решение задачи Коши для уравнения (1) с учетом введенных обозначений и

условий сопряжения (4)-(5) в Q- можно представить в виде
, ч т(х + у)  + т(х -  у )  \ х~/ 

и(х,у)  = ------- -------------£— -  J у { Ж .  (10)
^  ^  х + у

Удовлетворяя (10) условию задачи (3), получим

T(x) + T(0)-]v(£)d£ = X oc’„-j[r(x) + Т(х,-)- Jv(£)</£] + 2^„_y(x), (11)
0 г-1 Xj

< X < X „ _ j ,  j  =  0 , 1 , . . . , / 7 - 1 .

Дифференцируя тождество (11), получим функциональное соотношение, 
принесенное из гиперболической области

r ' ( x ) - v ( x )  = Z « » -y [T'(x )-v (x )]  + 2v/;;_y(x). (12)
1 = 1

к
Учитывая условие (6) теоремы и используя то, что /^  =  1 -  2 /* ! ^  0 Дд я  всех

/=1
к = 1,2,.../7, перепишем ( 12) в виде

r \ x ) - v ( x )  = - f ( x ) ,  (13)

где / ( х )  = - ^ ^ — хк_х < х < х к , к = \,...,п , причем f ( x )  е Q O J J n C ^ O J f . Здесь надо
h

отметить, что условие (6) теоремы обеспечивает непрерывность первых производных 
решения задачи и(х , у)  на характеристиках x - y  = xt , i = \ , 2 , . . л - \ .



Из (13) и (9) получим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка

— — -т"(х) -т' (х)  = / ( х ) .  (14)
Г (а  + 1)

Задача Дирихле (8) для уравнения (14) имеет единственное решение, которое 
можно записать в виде

г (х) = j  G(x,  + G,  (х, 1 )щ -  G,  (х,0)щ (0),
о

где G(x,^)  -  функция Грина:
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G(x,{)  =
о < 4 < х,

е * - \  '

е ^ - \
fJ X  Л jUX (Л

G '( x , l ) = 6- — , Ge(x,0) = 6 ~ е , /л = Г(ог + 1).
- е ц - \  - е ц - \

После нахождения функции г(х) функция v(x) легко определяется из (13), причем 

т(х) е C ( J ) n C 2( J ) , v ( x ) e C l (J) .

Далее задача в области Q” решается как задача Коши по формуле (10). В области
же Q+ решение первой краевой задачи (2), (7) для уравнения (1) задается формулой [13]

У Я П  У Я П  1

и(х,У) = \ ^ г  k=0 (Po(n)dn- \ — z-\^=i <Р\in )d  1  + \G \(х,У',£ ,0)т (£ Щ , 
о ^  ■ 0 ^  - о

г г ,  ^ Л Г ( а ) ,  s - 1  v r i  -8, \ х - £  + 2п\  г 1,(5. \ х + 4 + 2п\Gl =Gl ( x , y - ^ t 1) = — — ( y - t 1) X  [ei s (  ------ ^ - ) ] - [ e i:<y(--------------^ - ) ] ,
2 и = _ х  ( у - r / )  (у - п )

и  00 Z k
8 = a l l ,  ecab = X  —-------------  - функция Райта, а > Ъ [10, с. 23].

k=QT(c + k a ) T( d - bk )
Теорема доказана.
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