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Аннотация. В данной работе приводится описание одного приближенного метода решения нело
кальной краевой задачи для уравнения Аллера, основанный на редукции к нагруженному уравнению.

Abstract. In this paper we provide a description of one approximate method of solving o f nonlocal boundary 
value problem for the Hallaire equation. This method is based on a reduction to the loaded equation.
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Введение

В прямоугольной области Q = {(х, v): 0 < х < г,0 < у < г} рассматривается уравнение

ди д 2и , З3г/ ,  .
—  = а— -+Ъ— -— , (1)
ду дх~ дх'дv

где а, b - заданные положительные числа; и = и(х.у) - значение искомой функции в точке х в 
момент времени у .

Известно [l, с. 73], что при определенных физических допущениях уравнение (l) описывает 
одномерное движение почвенной влаги. В работе [2] уравнение такого вида называется модифи
цированным уравнением влагопереноса.

Уравнение (l) является уравнением в частных производных третьего порядка гиперболиче
ского типа, хотя по определению R. Е. Showalter, Т. W. Ting [3] его принято называть уравнением
псевдопараболического типа. Краевые задачи для различных уравнений третьего порядка псевдо- 
параболического типа исследовались в работах [2] - [6], в частности для уравнения влагопереноса
[7] - [91-

В данной работе приводится описание одного приближенного метода решения нелокаль
ной краевой задачи для уравнения Аллера (l), основанный на редукции к нагруженному уравне
нию [ю].

Постановка задачи и полученные результаты

Регулярным в области Q. решением уравнения (1) назовем функцию и = и(х,у) такую, что 
и е ( '((}), , uxxveC(fl), удовлетворяющую уравнению (l).

Исследуется следующая
Задача. Найти регулярное в области О. решение ii = ii(x.y) уравнения (1) из класса

и е С1 (QU {х = О}), удовлетворяющее следующим условиям:
г/(х,о)=ср(х), 0< х < г  , (2)
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где ср (х )е С 1[о,/•], v(v)eC[oj], а =const >0 . 
Обозначим через

Mr((Xv) = v(v), 0<у<Т, 
ii(0,y)=aii(r\v), 0 <у<Т,

8(у) = и = —[n{x,y)dx
у j• л

(3)
(4)

(5)

- интегральное среднее значение m(x, v) попеременной х на сегменте [о./-].

„ ди
В левой части уравнения (1) произведем замену производной —  его средним значением

ду
J Г

8'(y)=—\u(x,y)dx. Тогда уравнение (l) заменяется аппроксимирующим уравнениему J

аи(х.у)+Ь да(х,у)
ду

(6)

Функцию и=и(х,у) назовем приближенным решением задачи (2) - (4) для уравнения (1),
если оно будет точным решением задачи (2) - (4) для аппроксимирующего уравнения (6). 

Перепишем уравнение (6) в виде

«V(^.v)+-»(^..v)=-8,(v)+rf11(v)+c2(v),
о  2 d

где Q(v), C2(v) - пока неизвестные, непрерывные для всех ve[o,r], функции.
Решение уравнения (7), удовлетворяющее начальному условию (2), представимо в виде

2 ЪS' (п)+ (ii) + С2 (л) с/г|+ф(х)е 4 .

Удовлетворяя (8) условию (3) и соотношению (5), будем иметь

Je 4> ’1C1(ri)<Ai = v(y)-cp'(o)e

Je 4<> Л*С2 (n)cfr| = { е il>
2 У а (v-Л),

v(v)—ср'(о)е -<ре

(7)

(8)

(9)

(10)

С учетом (9) и (ю), представление (8) перепишется в следующей форме

/(х, v ) =  1+

-  1+

6 b

З х 2 - г 2 

(>Ь

5(v)-
(зх2 -г2)а 

бй2
е 4 б(г|)с/г|-

сре ° + х— у(у)-ф'(0)е -ф(х)е (П)

_  1
где ф = - J//(x.Ojdr.

Удовлетворяя (и) нелокальному условию (4), получаем

Д.8(у)-5 а/е *(> ’,,8(л Ц  = /а(у) ( 12)

где

Л = а - 1  + ( 2 а + 1 ) ^ - ,  В а = ( 2 а + 1 ) ^ ; > 0 ,  
6 о  Ь Ь

/а(у)=Д.Ф« А>-(а  + 1)^ -[ф(0)-окр(г)]е

При Аа ф 0, уравнение (12) относительно функции 8(v) представляет собой интегральное

уравнение Вольтерра второго рода с разностным ядром к(у-ч\)=е 4< л>, единственное решение 
которого выписывается в виде



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия Математика. Физика. 2016 № 27 (248). Выпуск 45

(13)
о

Если Аа =0, то уравнение (12) является интегральным уравнением Вольтерра первого рода

(14)

Дифференцируя обе части по у , из (14) переходим к интегральному уравнению Вольтерра второго

С учетом (13) и (15), из формулы (и) получаем точное решение задачи (2) - (4) для аппрок
симирующего уравнения (6).
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