
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ | '3  Серия Математика. Физика. 2016. № 20 (241). Выпуск 44 149

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА, МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ

У Д К  517-958 [550.3 + 551-5]

М ОДЕЛ И РО ВАН И Е ВО ЗН И КН ОВЕН И Я  
Ф РАКТАЛ ЬН Ы Х  СТРУКТУР «БАБСТОН ОВ» В АТМ ОСФ ЕРЕ

M O D ELIN G  TH E OCCURRENCE OF FRACTAL STRUCTURES  
"BUBSTONS" IN  TH E ATM OSPH ER E

T.C. Кумы ков  
T.S. K um ykov

Федеральное государственное бюджетное научное учреждение 
«Институт прикладной мат емат ики и автоматизации»

360004, Россия, КБР, г. Нальчик, ул. Ш ортанова 8д "

Federal state scientific institution «Institution o f  Applied M athematics and Automation» 
8ga Shortanova St., Nalchik,360004, Russia

E-m ail:macist20@mail.ru;

Аннотация. Предложена упрощенная математическая модель возникновения фрактальных структур 
«бабстонно-кластерной» фазы в облачной среде. Выявлен порог смены броуновской коагуляции на более мощ­
ный механизм - гравитационной коагуляции, которая сопровождается бурным выделением крупных «бабсто- 
нов» из капель.

Resume. The paper proposed a simplified mathematical model of the emergence of fractal structures 
"bubbston-cluster phase in the cloud. The revealed threshold shifts of Brownian coagulation on a more powerful mech­
anism - gravitational coagulation, which is accompanied by rapid evolution of a large "bubston" from the drops.
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Введение

Известно, что с одной стороны агрегация частиц дисперсной фазы с образованием кластеров 

разнообразной пространственной структуры существенно влияет на физические свойства дисперс­

ных систем [l], с другой стороны эти частицы могут образовывать структуры, называемые фрак­

тальными кластерами (ФК) [2, 3]. Интерес к ФК обусловлен тем, что они являются весьма распро­

страненными природными объектами. Поэтому изучение процессов кластеризации дисперсных ча­

стиц, определяющих степень участия в атмосферных процессах, является актуальной проблемой.

В [4] была впервые предложена и теоретически обоснована модель, представляющая долго­

живущие микронеоднородности в водных ионных растворах как бабстонные кластеры. Там же был 

введен термин «бабстон» (аббревиатура от англ. bubble, stabilized by ions) для обозначения стабиль­

ных нанопузырьков, спонтанно возникающих при нормальных условиях в жидкостях, насыщенных 

растворенным газом и содержащих ионную компоненту. Присутствие бабстонов и их кластеров в
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водных средах существенно влияет на их физические свойства, снижая пороговые значения разного 

рода явлений [5]. Например в области давлений, несколько превышающих давление насыщения, 

реологические и релаксационные свойства газожидкостных систем во многом определяются нали­

чием «зародышей» - мельчайших газовых «пузырьков»-«бабстонов».

Наличие большого количества «бабстонов» присутствующие в водных растворах, могут иг­

рать существенную роль в геофизических процессах, связанные с возникновением больших разно­

стей потенциалов при кристаллизации капель.

В данной работе рассматривается формирование фрактальной структуры бабстонно- 

кластерной фазы в облачной среде.

Постановка и решение задачи

В работе [6] было отмечено, что поскольку бабстонные кластеры формируются вследствие 

диффузионно-контролируемой агрегации, можно заключить, что образующиеся в таком процессе 

кластеры являются фракталами - объектами нецелой размерности.

Полагая, что такие кластеры могут формироваться в облачных структурах, которые имеют 

фрактальную природу, рассмотрим коагуляцию «бабстонов», когда первоначально дисперсная си­

стема (облачная капля) содержит газовые зародыши одинакового размера с концентрацией и0.

Первичные «бабстоны», сталкиваясь, дают двойные частицы, которые, в свою очередь, со­

прикасаясь друг с другом или с оставшимися в системе одиночными пузырьками, образуют тройные 

и четверные «бабстоны», а затем появляются пятерные, шестерные и т.д..

Обозначим число одиночных «бабстонов» в единице объема через пх, а число двойных,

тройных и т.д. через п2, пъ , и т.д. В начальный момент времени //, = //„.//, = пъ =... = 0 . Через некото­

рое время в системе появляются двойные, тройные и т.д. «бабстоны».

Если рассматривать столкновение между «бабстонами» i -ой и j  -ой кратности, то число со­

прикосновений между ними в единице объема за 1 сек будет равно

X 4,тЛ../). .п.п. . (1)

кТ
где Д ,  = /), + /), =

1 1 Л

г гV ' J J

,R f , = rt +r, а г, и г. - радиусы «бабстонов», состоящих из i и из
4ят7

j  первоначальных «бабстонов», соответственно. При столкновении i -го пузырька с j  -м образуют­

ся «бабстоны» категории к ( к = I + /').

Эти k-ые «бабстоны» получаются только при столкновении «бабстонов» категории 7 -1 с 

j  + 1, 7 -2  с 7  +  2 и т.д. до 7 =  1 и j  =  к - 1 . Таким образом, прирост числа «бабстонов» к -ой катего­

рии в одиночном объеме за 1 сек за счет столкновения «бабстонов» составляет:

= -  X  4 nRvDt ж о "  у ъ. . п . п .
rlt J 9 13 3 3

/ 1  i+ j= ki=l,2, ..к-l 
j = I 2 , . . k - l
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Здесь множитель ^ поставлен из-за того, что при суммировании каждое слагаемое учитыва­

ется дважды.

Далее, все к -ые «бабстоны», сталкиваясь с любым другим «бабстоном», покидают свою ка­

тегорию, т.е. образуются «бабстоны» более высокой категории. Уменьшение числа «бабстонов» к - 

ой категории за счет таких столкновений равно

dnt
dt J2 i=1

Таким образом, изменение числа «бабстонов» k-ой категории равно

dn, I
= -  X  471 Ru 1}.1п.п 1 -  X  /Хж11-к ]).кп.пкdt 2

(2)
i+ j=k
i=\,2,..k-\
j=\,2,..k-\

Интегрирование системы уравнений (2) в общем виде не представляется возможным. Одна­

ко, если «бабстоны» имеют близкие размеры, то задача существенно упрощается. Представив Д  в

виде Д  = /.), — , можно записать [7]
к

v'i 0.
(';+'}) = Diri

Если rt а г; , то в этом равенстве разность 

ложить, что произведение

г. у ,;
мала по сравнению с 4. Поэтому, можно предпо-

DijRu =  4 / V i  =  2RlDl ,

где Д  и Rt - коэффициент диффузии и диаметр первичных «бабстонов», соответственно. 

Уравнение (2) при этом принимает вид:

dnk
dt

■ = 4я-ДД Z  ninr ln^ L ni
i+ j= k

(3)

Мы получаем, таким образом, бесконечную цепочку уравнений относительно i\,n2 и т.д. Просум­

мировав все эти уравнения, получим

dYank
dt

■ = 4тт Д Д
ОО ОО

Z Z 'V '/
V 1=1 7=1 1=1 к=\

При Х /7' = Х Я* ’ X X п>пк = ( X пк) ’ отсюДа получаем

(4)

Учитывая, что при t = = /70, п2 = 0, и3 = 0 и т.д., а ^ п к = п0, его решение можно записать в виде
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=■ (5)
1 +  -

где 6» =
4 nDlRln0

время коагуляции, т.е. время, в течение которого число «бабстонов» в системе

уменьшается вдвое.

В таблице представлены значения вх при различных пересыщениях и Т  = 300 " К . Значения и0 

взяты из таблицы з работы [8].

Таблица

Table

Значения времени коагуляции при различных пересыщениях раствора  

The values o f the coagulation tim e at different supersaturated solution

(р 30 25 20 15 10

, С 1
1.8 х 1СН 1.5 х Ю"3 3 х ю 2 4-3 1.7 X 105

3 х ю з 1.8 х ю-4 2.4 х ю-з 0.13 6 х 102

Верхняя строка относится к случаю, когда рост частиц подсчитывался на основе свободно -  

молекулярного течения, нижняя строка -  когда частицы растут за счет диффузионного механизма.

При к = 1 сумма слева в уравнении (з) равна нулю, 'У/иг/ = 0 , (при соприкосновении оди­

ночные «бабстоны» не образуются); пк = щ , и оно принимает вид

* . = -8*о д  
л  \ + ,

в,

Интегрируя это уравнение, получаем

(6)
1 +  -

В правой части равенства (5) стоит сумма бесконечно убывающей геометрической прогрес­

сии, первый член которого определяется равенством (6):

/7, /7„

l - я  1+L ’

t

где q - знаменатель прогрессии. Отсюда получаем, что q = — -—  .
1+ —

Далее, зная пх и q находим:
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1 +  -

т- «2 =«0

Г Р
2

U J
1+ -

... nt =;?„

1 +  -

(7)

Формулы (6) и (7) дают изменение со временем числа «бабстонов», состоящих из одного, 

двух, трех и т.д. первоначальных «бабстонов». Радиус «бабстона», принадлежащего i -ой градации, 

(т.е. состоящего из i первоначальных микропузырьков), определяется уравнением:

#-.3 +— #-.2 -/ г3+ — г2 1 = 0, 7=2,3,  
Р  Р

2 а

(8)

При пересыщениях, ср > 20, радиус «бабстона» г «  —  . Тогда из (8) получаем
0̂

Г, .

Из таблицы видно, что при ср> 20 по истечении времени / ~ 10 2с отношение —  значитель
а

но превосходит единицу, следовательно, можем записать:

вЛ ( е лкг ’ 77, = 770 — ... & II а о т11 ) 1 t V t )

Т.е. 77, =  77, =  ... =  Пк =  77„ | - у

Таким образом, концентрация «бабстонов», принадлежащих различным градациям, по ис­

течении небольшого промежутка времени порядка 10 2 -10  'с становятся одинаковыми.

Если обозначить через i число первоначальных одиночных «бабстонов», содержащихся в 

самом большом пузырьке, то общее число одиночных «бабстонов», сосредоточенных во всех пу­

зырьках, будет равняться

77q + 2 +... + /)

Приравняв последнее к общему числу «бабстонов» п0, содержавшихся в системе в началь­

ный момент времени, получаем:

Ч г 1 - ь
Максимальный радиус кластера «бабстонов» при этом будет равняться

Г Р 2 /+1Г Р— п,0 2 U J

гж = г1'И = г1 J 2f - ]V  U  J 3
т.е. гшах растет пропорционально времени, как и в случае диффузионного режима роста «бабсто­

нов». Однако такой рост «бабстонов» не может продолжаться сколь угодно долго.
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Заключение

В заключении отметим, что крупные «бабстоны» достигающие размеров порядка 

К ) - 10 4л/, начинают всплывать» быстрее, чем мелкие, захватывая на своем пути последние. Бро­

уновская коагуляция сменяется более мощным механизмом гравитационной коагуляцией, которая 

сопровождается бурным выделением крупных «бабстонов» из жидкости. Смена механизма проис­

ходит после достижения порогового радиуса гтах «бабстоном». Эта стадия процесса требует специ­

ального исследования и в будущем представления о бабстонных кластерах в облачных структурах 

позволят развить новый взгляд на физическую природу разного рода явлений в конвективных об­

лаках.
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