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Аннот ация. Исследовано многомерное параболическое уравнение второго порядка со степенными не
линейностями по первым производным и нелинейностью произвольного вида по искомой функции. С помо
щью метода функционального разделения переменных найден ряд точных решений этого уравнения. Отдельно 
исследованы решения уравнения со степенной и экспоненциальной нелинейностями по неизвестной функции, 
а также решения, существующие при некоторых условиях на параметры уравнения.

Resume. There is investigated multi-dimensional parabolic equation of second order with power-law non- 
linearities on the first derivatives and with arbitrary type non-linearity on unknown function. The series o f exact solu
tions o f this equation have been founded with the help o f method of functional separation of variables. There are sepa
rately investigated the solutions o f equation with power-law and exponential non-linearities on unknown function, and 
also the solutions which exist under some conditions on the parameters of the equation.
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Введение

Дифференциальные уравнения в частных производных со степенными нелинейностями со

ставляют важный класс уравнений, исследуемых в современной математической физике. Исследо

ванию таких уравнений посвящено большое число работ [ l-б] ввиду их важности как с точки зрения 

теории, так и практических приложений. Кроме того, уравнения с однородными и мультиоднород- 

ными функциями от производных для определенных классов решений [7-9] также сводятся к урав

нениям со степенными нелинейностями. Данная работа посвящена исследованию решений много

мерного параболического уравнения со степенными нелинейностями по первым производным и 

нелинейностью произвольного вида от искомой функции. Отдельно рассматриваются случаи, когда 

уравнение содержит нелинейности степенного и экспоненциального типов по искомой функции.

Постановка задачи. Решения, зависящие от линейной комбинации 
пространственных переменных

Рассмотрим уравнение в частных производных второго порядка относительно неизвестной 

функции и(Х, Т ) :

mailto:igor-kitpd@yandex.ru
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N  ____

= £(“ )]“ [7Т  дх, ,=1
м  f  A, ^он

v d t ,  JV J J

(1.1)

где g(u) -  некоторая заданная функция, X  = {xx, . . . ,x N\ T  = {

Данный параграф посвящен нахождению решений уравнения (l.i), зависящих от линейной 

комбинации пространственных переменных xl,...,xN. Эти решения определяются следующими 

ниже теоремами 1.1,1.2.

Теорема 1.1

Решения уравнения (1.1) в неявной форме, аддитивно зависящие от линейной комбинации

^ с пх „ , имеют вид:
П=\

z - 2 n =  А j R ( U ) d U ,

R(U) = J + ^)ps-2 Pv ^ 2
1е х р { -  Ф 0 G(U)} РЕ =2

где z0, А, В, Ф 0-  произвольные постоянные; z определяется выражением:

(1.2)

(1-3)

2 = ^ с пх „ + у (Т )
п -

причем V (Т ) -  любое решение уравнения

м

п

(1.4)
п - 1

у = 1

где

|а = С Ф 0, С  = ]Г а с 2 .п  п

(1-5)

(1-5а)

Доказательство.

Решение уравнения (1.1) ищем в виде

u = U(z), (1.6)

где z определяется выражением (1.4). Подставляя решение (1.6) в уравнение (1.1) с учетом (1.4), по

сле элементарных преобразований находим:

CO(z) = ]“ [
j=1 d t,\  ̂J

где С  выражается с помощью (1.5а);

Ф(г) = -
U"(z)

( U (z ) ) [U \ z ) f

(1-7)

(1.8)



Продифференцируем соотношение (1.7) по xf при произвольно выбранном /, тогда с учетом 

(1.4) получаем Ф'(г)  = 0 , т.е. Ф(г) = Ф 0 = const. Отсюда, с учетом (1.8) следует, что функция U(z) 

удовлетворяет следующему обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ):

U \ z )  = O 0g ( U ( z ) ) [ U '( z ) f  (1.9)

Уравнение (1.9) можно переписать в виде:

И г ) ] н - У ( г ) = Ф  / 0 (^ (г)) , (1л0)dz
где G{U) = j"g{U)dLJ. Рассмотрим уравнение (1.10) для двух возможных случаев.

1) Ps *  2 . Тогда, в результате интегрирования (1.10) сводится к уравнению первого порядка:

\U'(z) 12~р-
 Ф 0 G(U(z)) =В0 (1.И)

^ Р е

где В0 -  произвольная постоянная. Нетрудно получить решение уравнения (l.n ) в неявном виде:
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1

^ { щ + в у ^ 2 d u  (1.12)z -  z0 = А

где А = [(2 - p s )O 0]p3 i  , В = В0/Ф 0 -  новые произвольные постоянные.

2) Ps = 2 . Тогда уравнение (1.10) сводится к следующему:

l n U ' ( z ) - O 0G (U (z))=B 0 (1.13)

Решение уравнения (1.13) в неявном виде запишется так:

z - z 0 = A j  ехр{- Ф 0 G(U)}dU  (1.14)

где А  = е х р (-5 0) -  новая произвольная постоянная.

Далее, в силу рассуждений, приведенных после уравнения (1.8), обе части уравнения (1.7) 

должны быть равны постоянной, поэтому функция V(T)  должна удовлетворять уравнению (1.5). 

Теорема доказана.

Уравнения вида (1.5), содержащие произведение степеней первых производных, рассматри

вались в [6]. Приведем решения этого уравнения, которые могут быть получены методом разделе

ния переменных в предположении Ps Ф 0 :

м

l) Аддитивное разделение переменных: V{T) = ^  Vj (t j).
j=1

Тогда решением уравнения (1.3) является линейная функция:

м

= (1.15)
}=1

где коэффициенты d, должны удовлетворять условию:
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П<л u
Из (1.4) и (1.15) следует, что в данном случае имеет место решение типа бегущей волны.

м
2) Мультипликативное разделение переменных: V (Т ) = n w -  

Тогда решение уравнения (1.5) имеет вид:

(1-15а)

У=1

V(T) = \
ц1 п

j=1
Ь ( 0 - 0 » )

Pj/Ps

V0 exp
м \

Pv Ф 0

Pv=0

(1.16)

\J=1 У

3) Комбинированное разделение переменных:

к

k=1 iyigJ  к
(1-17)

При записи выражения (1.17) предполагается, что множество J  = {1, . . . ,  /W j значений индек

са, нумерующего переменные tx, . . ,,tM , представлено в виде объединения К  непересекающихся 

подмножеств J k (к = 1,. . . , К )  . Подставляя (1.17) в уравнение (1.3), приводим это уравнение к виду:

n n t w № ,M
З̂ -Р/

JLL

где

t=1 ,/еЛ

Pea- = ‘
ĵ Jk

Разделяя переменные в уравнении (1.18), находим:

“ Pj/Psi

(1.18)

(l.l8a)

Vj0 exp(djtj),

(1.19)

где постоянные d должны удовлетворять условию (1.15а). Подставляя (1.19) в (1.17), получаем:

г < г ) = 2 > и п
А-е=+ ,/eJj J

Py/Psi / Л

+  X  ex p
V е-7* /

(1.20)

где S +, S 0 -  множества значений k, для которых Psi. ^ 0 , Psi. = 0 соответственно; Vk0 -  новые про

извольные постоянные.

Приведенные выше выражения (1.15), (1.16), (1.20) определяют конкретный вид левой части 

формулы (1.2) для разных семейств решений уравнения (1.1), описываемых теоремой 1.1.
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Теорема 1.2.

Уравнение (l.i) имеет решение и = U (z), мультипликативно зависящее от линейной ком

бинации ^  спхп, причем z определяется выражением:
П = \

N

■ = V ( T j £ c
п - 1

а функции U(z), VC Г) являются решениями следующих уравнений:

U"(z) = W0g (U (z))[zU X z)f-

(1.21)

(1.22)

п
j=1 v d t ,\ j J

(1-23)

где

Ц = . (1.24)

Доказательство.

Решение уравнения (l.i) ищем в виде (1.4), где z определяется выражением (1.21). Подстав

ляя решение (1.4) в уравнение (1.1) с учетом (1.21), после элементарных преобразований находим:

(  N м  (  Я Т ^ '
СФ(2) = [Г(Т)]-2\ ^ слхл \ f j

V j  J
(1-25)

V п=1 у ]=1

где С, Ф (г), как и выше, определяются выражениями (1.5а), (1.8) соответственно. Поскольку из 

(1.21) следует, что

N

И п Г | 2 > а )
V П=1 у

= И  r)]~(Ps+2)z Ps

поэтому уравнение (1.25) может быть переписано в виде:

м
0 ¥ {z)  = [ j- T T )]^ 2’ ]"^

м  (

j =1 v d t ,  JV J J

где

'¥(z) = -
U"{z)

(1.26)

(1.26a)
(U (z))[zU '(z ) f

Аналогично доказательству теоремы l.i, продифференцируем соотношение (1.26) по х{ при 

произвольно выбранном i , тогда с учетом (1.21) получаем T 'fz) = 0 , т.е. 'P(z) = = const. Отсюда,

с учетом (1.26а) следует, что функция U(z) удовлетворяет уравнению (1.22). Далее, поскольку обе 

части уравнения (1.26) равны постоянной ( Т|~И(|, то функция V(T)  должна удовлетворять уравнению 

(1.23), где ц определяется выражением (1.24). Теорема доказана.

Для простейшего случая g(u) = g0 = const, когда уравнение (l.i) явно не содержит искомую 

функцию, решение уравнения (1.22) можно записать в виде:
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U{z) = \

J (,40z 1+fe + в0 }/а ) dz рV ^ 1

5 0|ех р dz ps = 1

Решения, зависяище от квадратичных и экспоненциальных функций 

пространственных переменных

В данном параграфе рассматриваются решения уравнения (l.i), зависящие от квадратичных 

и экспоненциальных функций переменных xx,...,xN.

Теорема 2.1.

Уравнение (l.i) имеет решение и = U (z), зависящее от квадратичной функции переменных 

xl ,...,xN, причем z определяется выражением:

N>xt
z = V(T)£-*■

а функции U(z), V(Z') являются решениями следующих уравнений:

2zU"(z) + N U '( z ) - £ g ( U ( z ) )  [zU'{z)f-  = 0 ,

п
J=1

-  ..T/Ps+1= liV

Доказательство.

Решение уравнения (l.i) ищем в виде (1.6), где z определяется выражением:

N

■ = Г ( Т ) ^ СпХп

(2 .1)

(2 .2)

(2-3)

(2-4)

где сп -  некоторые пока неизвестные коэффициенты.

Подставив (2.4) в уравнение (1.1), получаем:

Г N  N  Л f  N  Л 13-  М  (

2V ( T ) \ u l( z ) ^ a ici + 2i r ( z ) V ( T ) ^ a ic fXf \  = g{U (z)\U \z)f-  2 > x ?  П  Т Г
[  /■=1 7=1 J V ;=l J  j =1 ly j  )

Нетрудно видеть, что из уравнения (2.5) могут быть получены ОДУ относительно функций 

U (z ), V (T ) , если положить с; = 1/а; для всех i = 1, ..., N . Тогда это уравнение приводится к виду:

NU'(z)  + 2 = ^ Р Ь ) Г - ( Ъ , Л  ~ ^ П <  дУ  
2 V k  )  V (T )\ =\. 1 . dt,

J= I V  j  У

(2 .6)

Из (2.4) следует, что

(  N  1

2 > Ч  Р ( 7 Г И г ) 1 "
(Pl+Dz Pv (2.7)

V *'=i J

Используя (2.7), уравнение (2.6) приводим к виду:
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g p ( z j )

М
[zU '(z)Y z {NU'(z) + 2zU"(z)} = [F(7,)]_(fe+1)]_[

' а г ' ь

. i I dt,
i = H  J J

(2 .8)

Продифференцировав (2.8) по произвольно выбранному x. , используя (2.4), и проводя рас

суждения, аналогичные выполненным при анализе уравнений (1.7) и (1.26), получаем, что функции 

U (z) , V(T)  должны удовлетворять уравнениям (2.2), (2.3). Теорема доказана.

Замечание. С помощью метода разделения переменных нетрудно найти частные решения

( м - м ( ^
Y d  t/ j т пуравнения (2.3): V (Т ) =

\т=1 J

откуда находим соответствующие частные решения уравнения (1.1):

и = 4Ь.тт
т=1 J „ 77=1 а П J ■ "=И;П -ffr--'-)т=1 Ут

“ I N  х 2 \

у 73=1 77 J

где функция U(z) должна удовлетворять уравнению (2.2).

Теорема 2.2.

Уравнение (1.1) имеет решение и = U (z), зависящее от экспоненциальной функции пере

менных X,. . . ,.хЛ , причем z определяется выражением:

(  N  \

Z C7X,z = V(T) exp
V /=1

а функции U(z), V(I') являются решениями следующих уравнений: 

C(zU"(z) + UXz))-ixg  (C/(z))zp- 1 [U \z)f- = 0 ,

M  f  d v \V>

п■ i dt ij=i v J J

(2.9)

(2.10)

(2.11)

причем С  определяется выражением (1.5а).

Доказательство.

Решение уравнения (1.1) ищем в виде (1.6), где z определяется выражением

z = W (X )V (T ),

Подставив (2.12) в уравнение (1.1), преобразуем его к виду:

7=1 V w ах..

N м f  d V ^

8xf j=1

где

O x(z) =

(2 .12)

(2.13)

(2.13a)

f ^
В соответствии с условием теоремы положим W(X ) = ехр ^  с;х;

V /=1 J
, тогда:
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N

2 >
/=1

1 8W

w ах,.
d 2W  

dxf
(2.14)

С учетом (2.14) уравнение (2.13) приводится к виду:

С ( Ф 1(г ) + Ф 2(г ) ) = И Г ) ] ^ ] _ [

3=1

м  (

(2.15)

Продифференцировав (2.15) по произвольно выбранному х. , используя (2.9) и (2.13а), и 

проводя рассуждения, аналогичные выполненным при анализе уравнений (1.7) и (1.26), получаем, 

что функции U(z), V(T) должны удовлетворять уравнениям (2.10), (2.11). Теорема доказана.

Анализ специальных случаев

Данный параграф посвящен анализу решений уравнения (1.1) для случаев степенной и экс

поненциальной нелинейностей по неизвестной функции, а также случая, когда уравнение явно не 

содержит неизвестную функцию.

Теорема я.1.

Пусть в уравнении (1.1) имеет место степенная зависимость от искомой функции, т.е. 

g(u) = g0uJ . Тогда уравнение (1.1) имеет решение вида:

u(X ,T) = W (X )V (T),  (3.1)

причем функции W(X), V(l') удовлетворяют следующим уравнениям:

d2W

дх2
(3-2)

/=1 L j=1

где (х -  некоторая постоянная, Д, = |j,g0.

Доказательство.

Подставляя решение, определяемое выражением (3.1), в уравнение (1.1), приводим это урав

нение к виду:

d2W
—  = g 0 [W (X )V (T )] [W (X )fY \

i=1 c lx i j =1

или

d2W

8x2
И л ] 7 1П

3= 1 v d t ,  J\ J J
(3-3)

Левая часть уравнения (3.3) зависит только от множества переменных X , а правая часть -  

только от множества переменных Т  . Поэтому обе части этого уравнения должны быть равны неко

торой постоянной ц , откуда следуют уравнения (3.2). Теорема доказана.

Теорема я.2.

Пусть в уравнении (1.1) имеет место экспоненциальная зависимость от искомой функ

ции, т.е. g(ii) = g0 exp (у»). Тогда уравнение (1.1) имеет решение вида:
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u{X,T) = W{X) + V{T), 

причем функции W(X), V(l') удовлетворяют следующим уравнениям:

(3-4)

N d2W
S а, — г  =  А  ехр(у W ) , ]"“[
t t  дх, Г

м (
= ц е х р (-у Г ), (3-5)

где ц -  некоторая постоянная, Д, = |j,g0.

Доказательство.

Подставляя решение, определяемое выражением (3.4), в уравнение (1.1) и проводя рассуж

дения, аналогичные доказательству теоремы 3.1, приходим к уравнениям (3.5). Теорема доказана.

Теорема я.я.

Пусть уравнение (1.1) явно не содержит неизвестную функцию, т.е. g(u) = g0. Пусть

также множества I  = {l,. . TV}, J  = { 1, . .  . ,М )  значений индексов /, j , нумерующих независимые

к
переменные х ,, I ; представлены в виде объединения непересекающихся подмножеств I  = |̂ J I k.

k - 0

К

J  = J k , причем при всех к > \ , к Ф к] выполнены дополнительные условия рз . = 0 . Тогда урав-
к=0

нение (1.1) имеет следующее семейство решений:

и(Х ,Т) = W0(X 0) + V0(T0) + ^ W k(X k)Vk(Tk),
к=1

где функции Wk(Xk),Vk(Tk) удовлетворяют уравнениям:

2 / ' '
'e/i дх

K L = v  
2 * 0

r dVu ^

. т \ dt,-
V Л /

-  M'i-j (Та- j )

V " d2Wk Л |—1
2 > ^ f  = 0’ П

UXi

f  ~ , j r  ^3K

v d t ,  J\ J J
= \ik (кФкх)

(3-6)

(3-7)

(3-8)

Здесь kx > 1 -  некоторое произвольно выбранное значение к ; -некоторые произвольные посто

янные; g 0 = g0 ГГ \x,k ; X k = {x; }.c/ , Tk = {f } - подмножества независимых переменных.
A  A  k  k
k=0

Доказательство.

Подставим функцию (3.6) в уравнение ( l . i ) , которое в этом случае принимает вид:

iG l() u x i  k = l к

52Wk

дх} 0

(  Л Т Г
dVn

x d t ,  J\ J J

j  К

П
k=1

Кда]РаП
№i

(  лтг ЛЬdl,.
(3-9)

Так как правая часть (3.9) не зависит от переменных Х 0, а левая часть не зависит от пере

менных Т0, то функции W0(X0),V0(T0) должны удовлетворять уравнениям:
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d2Wf

Sxf
^  = v О’ П  

0

6V,
= ( V (3 -Ю)

где v 0, |0,0 -  некоторые постоянные.

Учитывая (з.ю ), уравнение (3.9) перепишем в виде:

2  Vk (Тк ) £  а, +  v o = Я0Ц0 П
Г 7  l i

(ЗК

V 7V J J
(3-И)

Пусть выбраны некоторые значения j \, А", индексов j ,  к , причем /, е ./А. . Продифференци

руем уравнение (3.11) по tj  , тогда получим следующее:

5 F,

dt -  Y u a ,
г г11

СЛ; k = h k * k l
К № ) Г ” П

J^Jk

Г ~ Т/Г Лр7 

^  у
К  № ,  > f!

dt.. П
J-J к1 V ■ 1 У

(3 -12)

Левая часть уравнения (3.12) не зависит от переменных Х к (к Ф кх) , поэтому правая часть 

также не должна зависеть от этих переменных. Это возможно только в том случае, если при всех 

к Ф к] выполняется хотя бы одно из условий Wk (X  к ) = const либо Ра . = 0 . Предполагаем, что ищут

ся решения, существенно зависящие от всех переменных, т.е. для всех к Wk(X к) Ф const, поэтому 

для того чтобы удовлетворить уравнение (3-12), должно выполняться условие Ра . = 0 . Также левая 

часть (3.12) не зависит от переменных Тк (к Ф кх) , поэтому функции Vk(Tk) должны удовлетворять 

уравнению (3.8). Из приведенных рассуждений следует, что уравнение (3.11) запишется в виде:

+ v« = *0 п« • к )f“ п
к =1 ze/7, k = 0,k^ kx igJj^

'8 T t *

J*Jh К. dt-h )
(3-13)

Так как правая часть (3.13) не зависит от переменных Х к , Т к {к Ф кх) , то при всех к ф к х 

функции Wk(X k) должны удовлетворять уравнению (3.8). Поэтому дальнейшее упрощение уравне

ния (3.13) дает:

d2wk
^ t + v " = g "

| | л  I» ' V  i| I I
dV,

d t ,V J1 J
(3-14)

к— j  gJfcY

Уравнение (3.14) допускает разделение переменных только при выполнении условия v 0 = 0 , 

тогда из этого уравнения находим, что функции Wk ( X k̂ ), Vk (Tk ) должны удовлетворять уравне

ниям (3.7). Теорема доказана.

Заключение

Таким образом, в данной работе получены частные решения многомерного параболического 

уравнения второго порядка, содержащего степенные нелинейности по первым производным и не

линейность произвольного вида от неизвестной функции. С помощью метода разделения перемен-
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ных найдены решения, зависящие от линейной, квадратичной и экспоненциальной функции про

странственных переменных. Отдельно рассмотрены решения, существующие для конкретных типов 

нелинейности по искомой функции, в том числе для степенной и экспоненциальной нелинейностей. 

Также найдены решения, существующие при выполнении некоторых дополнительных условий для 

параметров уравнения. Результаты, полученные в работе, могут быть обобщены для уравнений с 

более сложными нелинейными операторами.
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