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Аннотация. В банаховом пространстве рассмотрена задача Коши для уравнения Бесселя-Струве с огра
ниченным оператором. Указан явный вид разрешающего оператора, который записывается с помощью опе
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В в е д е н и е

Пусть А  -  замкнутый оператор в банаховом пространстве Е  с плотной в Е  областью опреде

ления D(A). При k > 0 рассмотрим абстрактное уравнение Эйлера-Пуассона-Дарбу (ЭПД)

u" (t) + —u'(t) = Au(t), t > 0. (1)

Как следует из результатов работ [1, 2, 3], корректная постановка начальных условий для 

уравнения ЭПД (1) состоит в задании в точке t = 0 начальных условий

u(0) = u0, u' (0) = 0, (2)

при этом, если k > 1, то начальное условие u'(0) = 0 снимается, что характерно для ряда уравнений с

особенностью в коэффициентах при t = 0.

В работах [1, 2] приводятся также и условия на оператор A, обеспечивающие корректную 

разрешимость задачи (1) , (2). В [2] они сформулированы в терминах оценки нормы резольвенты 

R(X, A) оператора A  и ее весовых производных, а в [1] -  в терминах дробной степени резольвенты 

и ее обычных производных.
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Множество операторов A, с которыми задача (l) , (2) равномерно корректна, обозначим че

рез G , а разрешающий оператор этой задачи обозначим через Y  (t) и назовем операторной функ

цией Бесселя (ОФБ).

Если 0 < k < 1, то корректна более общая постановка начальных условий. Рассмотрим 

начальные условия вида

u(0) = щ , limtku ' (t) = u . (3)
t̂ 0

ОФБ Y  (t) может быть использована и при решении весовой задачи Коши (1) , (3) для урав

нения ЭПД. При u , u  е D(A) и A е Gk с  G2_k единственное решение задачи Коши (1), (3) имеет вид 

(см. [3])

которое, в отличие от уравнения (1), содержит значение производной неизвестной функции в точ

ке t = 0 . Скалярное уравнение вида (4) называется уравнением Бесселя-Струве и встречалось ра

нее в работах [4, 5]. Уравнение (4), следуя [6, 7, 8], можно также назвать слабо нагруженным урав

нением ЭПД. Растущий интерес к изучению нагруженных дифференциальных уравнений объяс

няется расширяющимся объемом их приложений и тем фактом, что нагруженные уравнения со

ставляют особый класс функционально-дифференциальных уравнений со своими специфически

ми задачами. Обзор публикаций по нагруженным дифференциальным уравнениям можно найти в 

монографиях [6, 7, 8].

Важно отметить, что наличие в уравнении (4) заданной при t = 0 нагрузки меняет поста

новку начальной задачи. В отличие от весовой задачи (1), (3) при k > 0 мы установим корректность 

задачи Коши

для уравнения Бесселя-Струве (4) и, предполагая ограниченность оператора A , укажем явный вид 

разрешающего оператора этой задачи, а также формулы связи разрешающего оператора с С0 - 

полугруппами.

Заметим (см. [3]), что если A е Gt и k > 1, то задача (1), (3) корректной не является. 

В настоящей работе мы рассмотрим уравнение

(4)

u(0) = u0, u' (0) = u (5)

О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

Для ограниченного оператора A  определены операторная функция

где /v (z) -  модифицированная функция Бесселя, и операторная функция



где L  (z) -  модифицированная функция Струве (см. [9], с. 655). Операторная функция Yk (t) была 

названа ОФБ, а операторную функцию Lk(t) мы будем называть операторной функцией Струве 

(ОФС).

Отметим непосредственно проверяемые формулы связи между ОФБ и ОФС

_ 5
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Lk (t) = . ^ Т 2 %  Y  (5) <«,
0 V? - 5

Lk(t)= ~П/Гп7 277\ j 2F1
^  k  , ,  -  И '  

2 , 2 ”  52
Yk (5) - 5,

r (k /2 +1/2)

где 2 F  (a, b; c; z ) -  гипергеометрическая функция Гаусса, а также при k = 2а > 2 , вытекающее из 

теоремы 17 [10] обратное соответствие

Yk <„ = f  Са  ( ,) - j  Са  (t5) -5
•4% t V 0 -5  ,

где Pa(t) -  сферическая функция Лежандра (см. [11], с. 205),

t'
Са (t) =

a W  " d P ^ )  „-а
2а-1г(а)

4 . 2(0 - j  - P^  ̂ -а L2а-2(t / S) ds 
J ds

В частности, справедливы равенства

'Jt 9 t ”3 ”3 t
L0(t) = tY2(t) , L2(t) = —  Y4(0 + —  f SY4 (s) -s, Y4(t) = —  L2(t) -  — f SL2 (s) -s,

3 3t J0 2t 2t JQ

8t о t 4 t / ч
L4(t) = — Y6(t) + —  j sY6(s) - s -  —  js(t2 -  s2)Y6(s) - s. 

^  5t0 5t 0

Для построенных ОФБ Yk (t) и ОФС Lt (t) справедливы формулы сдвига по параметру. Если 

A е G  и Y (t) -  ОФБ задачи (1), (2), то в [1, 2] доказано, что в этом случае также A е Gm и для 

m > k  > 0 , при этом соответствующая ОФБ Ym (t) имеет вид

1

Y- (t) = B k / 2  +1/2, m /2 -  k /2) j  s‘'(1 -  s ’ ̂  ’ '” Y iK )  - s  

где B(a, b) -  бета-функция Эйлера.

Аналогично устанавливается и формула сдвига по параметру для ОФС Lt (t) . При m > k  > 0 

имеет место равенство

Lm (t) = —7---------2------------ t f s k (1 -  s2 f m k) 2 1 Lk (ts) -s.
m B (k / 2  + 1,m / 2  - k /2) . V '  k

ОФБ Y(t) и ОФС L(t) позволяют записать явный вид разрешающего оператора задачи (4),

(5).

Т е о р е м а  1. Пусть k > 0 , u0, щ е  E  и оператор A  является ограниченным. Тогда функция

u(t) = Y  (t)^ + L  (Ou является единственным решением задачи Коши (4), (5).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Тот факт, что функция u(t) = Yk(t)u0 + Lk(t)u является решением задачи

(4), (5) проверяется непосредственно, а единственность решения этой задачи фактически установ

лена в [1, 2].

7



Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  | J  Серия М атем атика. Физика. 2 01 6  № 13 (234 ). Выпуск 43

Приведем далее еще легко проверяемые свойства ОФБ % (t) и ОФС L  (t) • Для u0, u  е  E  

справедливы соотношения

—Yk (t)u0 t

dt k +1 

dLk (t)u t

Y k+2 ( t )  A u 0 >
. d  %  (t )u  1

dt2 k +1
Au

-Li+2 (t)Aut + u , lim■ d 2 L k  ( t ) u i = 0.
dt k + 2 k+2' '  1 "  t̂ 0 dt2

Укажем далее формулы, позволяющие выразить полугруппу т(t) = etA, порожденную огра

ниченным оператором A  через операторные функции Бесселя и Струве. При этом мы будем ис

пользовать следующие обозначения: T (a , b; z) -  вырожденная гипергеометрическая функция

Трикоми (см. [9], с. 365, [11], с. 309) и D  u(t) = — 7-— г—  \ и(Т{а dc -  левосторонняя дробная произ-
0+ ( )  г(1 -р )  dt J (t- с ) р

водная Римана-Лиувилля порядка р е (0,1) .

Т е о р е м а  2. Пусть k > 0 и оператор A  ограничен. Тогда справедливы представления

т (t) =
2k r ( k /2 + 1/2) tk

J sk exp| -  , Yk (s) ds.

T (t) =
1

T (t) =

2k 4% r ( k /2 + 1)

 1______
l k4% r(k  /2 + l)tk/2+1

D 1Dr t-/2-1/2 I skJ sk e x p  L  (s) —s

С k  I s I s exp

V 4t У

1 k +1 s
, T  -  • -4t J 1 2 2 4t L k  ( s )  d s .

(6)

(7)

(8)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представление (6) установлено в [1, 2]. Покажем, что для этой полу

группы справедливы также и представления (7), (8).

Отметим вначале, что d 1/2 t 12 = 0 и найдем следующую дробную производную

DD
, - k  /2-1/2t exp

V 4t yy Г Щ  —  I  c k/2-1/2 (t- с)
с) exp

V 4с у

—с =

1 d ( V 1 J e x p f - ^  —5 = —г(1/2) d t ,

= t

4
—
dt

(
t k/2 exp

( s 2 V / 1 k +1 s2 Y |

V 4t У V2 2 4t УУ

> I _ s ! W _  1  k + 1  s !
exp( 4t J ( 2 ’ 2 ; 4t

(9)

при этом мы использовали интеграл 2.3.6.6 [12] и формулу 7.2.2.41 [9] для дифференцирования 

вырожденной гипергеометрической функции Трикоми.

Асимптотика вырожденной гипергеометрической функции Трикоми (см. [11], § 9.12) и ра

венство (9) позволяют внести производную d 1/2 под знак интеграла в равенстве (7), поэтому пред

ставление (8) является непосредственным следствием равенства (7), к доказательству которого мы 

и переходим.

Используя тот факт, что при x  е  E  функция L  (t)x удовлетворяет задаче (4), (5), убедимся, 

что правая часть равенства (7) является решением задачи Коши

v (t) = Av(t), v(0) = x. (10)

Действительно, после элементарных преобразований получим

8
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AT (t)x =
1

2kV % r(k/2 +1)

(  »

D t-12лп\ S'j  sk exp
V 4t J

ALk (s)xds

2k 4n  r ( k /2 +1)
DD(\. t-/2A/2\ s

2kV % r(k/2 +1)
DD (\. t kn 1/21 s

j  sk exp
0

да
j  sk exp

 ̂ s2 1 f  - 2 Lk (s) x k -Lk (s) x k  ̂  ̂
+-------------------x

4tV J V -s s -s

\

s
-s

J J

f  s 2 1 f  - 2L  (s)x k - L k (s)x 

( 4t J V -s 2 s -s
-s  -  2r(k /2 + 1)t-

. - k /2-1

' k^ f% г(k / 2  +1) Js exp
4t

t i  -
1 k +1 s 2 - 2 L  (s) x k -Lk (s) x

-s s -s
-s  =

,-k/ 2-2

,-k/ 2-2

2k+l4% r(k  /2 +1)

2k+14 % r(k/2 +1) 0

да

j

да k+1 f  s2 Y l f  1 k +1 s2 1 f  1 k +1 s2 11
f sk e x p  T  — ,----- ;-------T '

V 4t J
T

V (

S—  k - 1 exp
s

T
. 2t . 4t

2 2 4tJ V 2 2 4t J J

-Lk(s)x

-s
-s  =

2 2 4t
-  sk

s
-  k - 1 exp

s
T '

J t . 4t ,
f  1  k + 1 . s i  1

' , 2 ’ 4t

+ exp
2t

s T''
, - ~4t

T '(t)x =
t-

exp
( 4t J

sk
V V2^V%r(k/2 +1) 0

Вычитая (11) из (12), будем иметь

k / 2 - 2

4t 2t

f  1 k +1 s21 ^
•—,------;—  L  (s)x - s
2 2 4t , k

f  1 k +1 s21 sk+2 (  1 k +1 s'

(11)

4t2
-T '

V 2 2 4t JJ
Lk (s)x-s. (12)

AT (t )x -  T' (t) x =
t-

2k+l4% r(k /2 +1) J k
s exp

f  S21 f  s2 .,,f 1 k +1 s21

V 4t J
- _ T  '' 

2t

( s2 k + 0

2t t
T '

f  1 k +1 s21 (  1 k +1 s 211
- T

2 2 4t

L  (s) x-s. (13)
JJ

Вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми T (a , b; z) является решением диф

ференциального уравнения ([11], с. 312) zw"(t) + (b -  z)w'z?) - aw(z) = 0, следовательно, функция

1 k +1 s 2
T| - удовлетворяет равенству

S‘ I  1 k +1 s 21 f  s2 k +11 /  1 k +1 s21 J  1 k +1 s211
- _ T "  

2t 2 2 4t 2t t
T '

2 2 4tj v 2 2 4t J V
- T

2 2 4t
= 0. (14)

JJ

Из соотношений (13), (14) вытекает справедливость равенства T ' (t) x  = A T  (t) x.

Проверим теперь, что T(t)x  удовлетворяет условию T (0)x = x. Для этого вычислим предел

( да (  2 Л А
limT (t)x = lim----- 1=— 1------- -
t—0 t—0 2 W % r(k  /2 +1)

D 1-Dci t kn 1/2 J s k e x p  L  (s) -s
V 4t J

^ v%r(k‘ /2+1) ‘ ™  D0+ ( J T" -‘,/VT(2'/t” ^ )) x -T )

2 1 • Гч1/2 ^  1/2 f k/2 -x t I 2—j=— ---------- -lim D n, | t It e x -x  1= —
V % r(k/2 +1) t—0 f  J J

2 1/2 1/2lim Dn, t x = x.t—0 0+

0

1

1

0

2s

0

+
0

S

k /2-1 я

+
0

+

+

0



Отсюда, в силу теоремы единственности для решения задачи (10), и следует представление 

(7). Теорема доказана.

В заключение приведем еще одну формулу, связывающую полугруппу etA° ограниченного 

оператора A и операторные функции %k (t; A 2) и Lt (t; A2).

Т е о р е м а  3. Пусть k > 0 и оператор A0 ограничен. Тогда справедливо представление

J (i -  s2 у ^  —  = - r | _ i + J _  %k (t; A )+__ A0Lk (t; A°)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая частные значения гипергеометрической функции (см. фор

мулы 7.13.1.1, 7.14.1.11 в [7]) и определение функций % (t; а2), Lk(t;X2), требуемое представление вы

текает из равенства (см. формулу 2.3.7.1 [9]). Действительно,
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= V%r ( k /2) %k (t; X! )+ X  Lk (t; X ), (15)
2r ( k /2 + 1/2) kV ’  k kV ’

откуда, в силу соответствия между аналитическими функциями из равенства (15) и операторными 

функциями еА , % (t; A 2), L (t;A02), получаем требуемое утверждение. Теорема доказана.

С л е д с тв и е . Пусть k > 0, p  > 0 , w0 е E и оператор A0 ограничен. Тогда функция

= 2T(k II  + p  + 1/2)tp г(1 -  s 2) /2+p-1 etsÂ  ds
V% r(k/2 + p) J0 0

является решением задачи

w"(t) + k  w (t) -  (k + 2p)tp 1 lim f -w(t) J = A02w(t), t > 0, (16)

w(t) I w(t) ̂  r ( k /2 + p  + 1/2) , ,
lim^-^- = w0, lim , = A  ,—   т A0w0. (17)
t-m tp 0, t - \  tp j  V % r(k/2 + p  + 1) 00

В частности, при p  = 0 задача (16), (17) превращается в задачу (4), (5) для уравнения Бес-

Г. „ „2 r ( k /2 +1/2) .селя-Струве при A = A  и щ = w0, щ = ^ -------- A0w0.
V% r ( k /2 + 1)

Настоящая публикация примыкает и продолжает исследования, начатые в [13] для нагру

женных сингулярных уравнений дробного порядка.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследова
ний, грант №  16-01-00197 А-2016.
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