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Аннотация. Исследован новый тип решений для многомерных линейных уравнений в частных про
изводных с переменными коэффициентами -  решения типа агрегированных бегущих волн (АБВ). Рассмотре
ны уравнения с линейным аддитивно-однородным дифференциальным оператором и уравнения с линейным 
дифференциальным оператором общего вида. Доказаны теоремы о достаточных условиях существования 
решений типа АБВ.

Resume. There is investigated a new type of solutions for linear multi-dimensional partial differential equa
tions with variable coefficients, i.e. the solutions type of aggregated travelling waves (ATW). The equations with linear 
additional-homogeneous differential operator and the equations with linear differential operator of general type were 
considered. There are proved the theorems about sufficient conditions of existence of ATW type solutions.
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В в е д е н и е

Как известно, решения типа бегущей волны (БВ) являются одними из наиболее простых и 

хорошо изученных типов решений для многих важных классов дифференциальных уравнений в 

частных производных [1-6]. Такие решения для уравнений с N  независимыми переменными 

xl5. . . , xN имеют вид:

N

и (x i , . . . , xn ) = U (z), z  = ^ c n x n , (1)
n=1

где -  некоторые постоянные коэффициенты.

Решение вида (1) зависит от линейной комбинации исходных независимых переменных. Основное 

преимущество использования таких решений заключается в возможности редукции исходного N  - 

мерного уравнения к обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ) относительно функ

ции U (z ) . Целью данной работы является нахождение более сложных решений, которые могут 

рассматриваться как обобщения решений типа БВ. Предполагается, что эти решения будут зави

сеть от линейных комбинаций по некоторым подмножествам независимых переменных.
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Пусть множество значений I  = { l , . . .N }  индекса n, нумерующего независимые перемен

ные, разбито на K  непересекающихся подмножеств I k (k  g s )  . Здесь и далее Е  = {l,. ,  к }  -  мно

жество значений индекса k. В соответствии с этим множество независимых переменных 

X  = {x1, . , x N } разбито на K непересекающихся подмножеств X k = {x/}iGIk .

Введем агрегированные переменные z с помощью следующего выражения:

zk = 2 cnxn , (2)
nGIk

т.е. эти переменные представляют собой линейные комбинации переменных подмножества X *;

Сп -  постоянные коэффициенты.

Определение.

Агрегированными бегущими волнами (АБВ) будем называть решения, выражающиеся 

через функции агрегированных переменных, причем каждая из эт их функций либо зависит от  

одной переменной и может быть найдена в результате решения некоторого ОДУ, либо являет 

ся произвольной функцией любого множества агрегированных переменных.

Далее в настоящей работе рассматриваются решения типа АБВ для некоторых классов 

многомерных линейных уравнений в частных производных с переменными коэффициентами.

1. Л и н е й н о е  м н о г о м е р н о е  у р а в н е н и е  

с  а д д и т и в н о -о д н о р о д н ы м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  о п е р а т о р о м

Рассмотрим линейное уравнение в частных производных относительно неизвестной функ

ции u (x1, . ,  xN ) с аддитивно-однородным дифференциальным оператором, т.е. оператором, 

представимым в виде суммы линейных однородных операторов одинаковых порядков, действу

ющих по разным переменным:

K

k
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2  L(m)u = о (з)
k=1

где

__
L 'k”  = 2  a „  ( x k L  ■ (3а)r m ' ,w 8x, ...8x,gU 1 1 1

-  линейный однородный дифференциальный оператор порядка m  , действующий по перемен

ным X *, aa (x k) -  некоторые заданные функции этих переменных. Здесь и далее используется

мультииндекс a m = {i1, . i m}; причем запись a m g I k означает  ̂ G I k, . . . , im G I k . Существование

решений типа АБВ для уравнения (3) определяется следующей теоремой.

Теорема 1.

Если существуют коэффициенты cn (n g  I )  и функции <$h  m ( z k )  ( k  g s ) ,  такие, что при всех 

k  g s  удовлетворяются условия

m



2  (X k Ь  1 - - c‘ m = k̂,m (Zk ) , (4)
°m gIk

то уравнение (3) имеет решения типа АБВ следующих видов:

u (xi,. . . , xN ) = 2 Uk (Zk ) + U o(z o), (5)
kGS+

u (x1, . , xN ) = n Uk (Zk ) + U  0(ZoX (6)
k g s +

s
U ( X i , . ,  x^ ) = 2  П ^ к  (Zk ) + U o(z o), (7)

s=1 kGHs+

где подмножество агрегированных переменных Z 0 = {zk }kGSo; S 0 с  S  - подмножество значений к 

, при которых m(zk ) = 0 ; S+ = S  \ S 0 ; U0 (Z0 ) - произвольная функция от переменных, принад

лежащих подмножеству Z0, дифференцируемая необходимое число раз по всем аргументам. 

Доказательство.

Рассмотрим функцию от агрегированных переменных

и = U  (Zi,..., zK ) (8)

Подставим функцию (8) в уравнение (3), тогда с учетом (за), после вычисления производных и 

элементарных преобразований, это уравнение принимает вид:

32 Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  | i Серия М атем атика. Физика. 2 01 6  № 13 (234 ). Выпуск 43

K ЯтТТ  _
2  ̂ m (X k h  1 ...Cim = 0 (9)

k=1 6Zk GmGlk

Если существуют коэффициенты cn (n g  I ) и функции фк m(zk) , при которых для всех k  g S  удовле

творяются условия (4), то уравнение (9) можно представить как

K pmjj
2 i r m Фk,m (zk) = 0 (10)
k=1 6 Zk

Учитывая данное выше определение множеств S+, S 0, нетрудно видеть, что любое решение урав

нения (10) может быть представлено в виде:

U(Z1, ...,ZK) = U+ (Z+) + U0(Z0) (11)

где U+ (Z+) - некоторое частное решение уравнения

6 mU
2 ^ ^ k m (Zk ) = 0 (12)
kGS+ 6 Z/t

С помощью метода аддитивного разделения переменных[1-з] нетрудно получить следующее ре

шение уравнения (12):

U + ( Z  + )  = 2 U k ( Z k )  , Uk  (Zk ) =X k  f  dZk  f . . . f  dZk  + Pm - 1 (Zk ) , (13)
kGS+ J J J Фk,m (Zk)

где выполняется m  - кратное интегрирование по Zk , Pm_x(Zk) -  полином степени m-1  с произволь

ными коэффициентами, Хк -  константы разделения переменных, удовлетворяющие условию:



Z x k = 0 (13а)
keS+

Аналогичным образом, с помощью мультипликативного разделения переменных находим следу

ющее решение уравнения (12):

u + (Z+) = n ^k (Zk ) (14)
keS+

где функции Ц . (^  ) являются решениями следующих ОДУ:

Л
Ukm)(Zk ) ------^  Uk (Zk ) = 0 (14а)

Фк ,m ( Zk )

Xk -  константы, удовлетворяющие условию(13а).

s
Пусть теперь Н+ = 5+ -  объединение непересекающихся подмножеств Н5+ . Используя
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“* +
5=1

метод комбинированного разделения переменных [7,8], решение уравнения (12) будем искать в 

виде:

s
U+  (Z +  ) = Z n U k  (Zk  ) (15)

5 = 1  k e !

Подставляя (15) в уравнение (12), преобразуем это уравнение к виду:

,  U k"'(Zk)

leH_. ke,
Z
5 =1

n Ul(Zl) • Z r k (  Z \  k̂,m (z k )
U k (Zk )

= 0 (16)

Так как каждое из слагаемых в фигурных скобках в левой части (16) зависит от разных подмно

жеств переменных, то в соответствии с известной схемой метода разделения переменных, уравне

ние (16) можно удовлетворить только в том случае если при всех 5 = 1,..., S  выполняются условия:

H Ul (Zl) • Z  U  ̂ ) Фк(Zk) = M5» ( l7)
le~ ke~ Uk(Zk)le 5̂+ ke“5+

где ц5 -  некоторые постоянные, удовлетворяющие условию:

s
Z M5 = 0 (17а)
5=1

Проанализируем уравнение (17) при дополнительном требовании, что = 0 при всех 5 = 1, . , S ;

тогда из (17) следует:

U(m)(z , )Z к  r k) Vkm (Zk) = 0 (18)
k i 5+ Uk (Zk)

Из уравнения (18) нетрудно получить, что функции U  (Z ) должны удовлетворять уравнению 

(14 а), а постоянные Xk должны удовлетворять условию

Z X к = 0 . (18а)
ке“ 5+

Таким образом, для исходного уравнения получены решения вида (11), где U  (Z  ) опре

деляется выражением (13) при аддитивном разделении переменных; выражениями (14) и (14а)



при мультипликативном разделении переменных; выражениями (15) и (14а) при комбинирован

ном разделении переменных. Теорема доказана.

Кроме решений, перечисленных в теореме 1, существуют дополнительные решения для

функций фk m (Zk ) специального вида, что определяется следующей теоремой.

Теорема 2.

Пусть при всех k  g s  удовлетворяются условия (4), причем для всех k g s +

ф  m  (Zk  ) = a k Zk  , (19)

где а к -  некоторые постоянные коэффициенты.

Тогда уравнение (3) имеет следующие решения типа АБВ:

и (x1, ---, Xv  ) = Pm-1(v0 + U 0(Z 0), П = П  Zk (20)
k G S +

если 2  a k *  0 ; (20а)
kG S  +

и (xl ,— , xn  ) = ф(п>+ U 0(Z0X (21)

если 2  a  k = 0 (21а)
kGS+

где Ф(л) -  произвольная m -кратно дифференцируемая функция, Рт_х (л) -  полином степени m - 1 

с произвольными коэффициентами.

Доказательство

Так как выполняются условия (4), то согласно доказательству теоремы 1, искомое решение 

можно представить в виде (11), где функция U  (Z  ) является решением уравнения (12). Решение 

этого уравнения будем искать в виде:

U + =  U+ (л) (22)

где Л определяется второй из формул (20).

Подставляя выражение (22) в уравнение (12) и выполняя дифференцирование, получаем:

n mU<m>(n) 2  ak = 0 (23)
kGS+

Если выполняется условие (20а), то из (23) следует, что U +m)("H) = 0 , откуда получаем решение в 

виде (20). Если же коэффициенты a k удовлетворяют условию (21а), то решением уравнения (23)

является любая m  -кратно дифференцируемая функция, откуда следует решение в виде (21). Тео

рема доказана.
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2. Л и н е й н о е  м н о г о м е р н о е  у р а в н е н и е  

с  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  о п е р а т о р о м  о б щ е г о  в и д а

Рассмотрим теперь уравнение, содержащее линейный дифференциальный оператор общего вида:

M  K

Z Z  L km )u = 0 (24)
m =1 k =1

f(m) ,■ чгде Lk определяется выражением (3а).

Теорема 1, доказанная в п.1, непосредственно обобщается для уравнения (24). Рассмотрим 

решения типа АБВ для этого уравнения. Аналогично доказательству теоремы 1, подставим функ

цию (8) в уравнение (24). Предполагая выполненным условие (4), получаем:

М К р№т т

Z Z ^ m  фк,т (Zk ) = 0 (25)
m=1 к=1 Z'к

Примем, что ^ с а  - множество значений к , при которых фк m (^  ) = 0 для всех 1 < m < М ;

S + = S  \ а  . Аналогично п.1, решение уравнения (25) может быть представлено в виде (11), причем

U  (Z  ) - некоторое частное решение уравнения

  М я mU
Z Z ^ i m +Фк,m (Zk ) = 0 (26)
kes+ m=1 Z'к

Используя аддитивное разделение переменных в виде первой из формул (13), получаем, что функ

ции Uk (^  ) должны удовлетворять следующим ОДУ:

М
Z Ukm)(Zk )Фк,m (Zk ) = Xk (27)
m=1

причем постоянные X,  должны удовлетворять условию (13а).

Для мультипликативного разделения переменных в виде (14) функции U  (z  ) должны удовле

творять следующим уравнениям:

М
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Z U km)(Zk )фк ,m (Zk ) - X kUk (Zk ) = 0 (28)
m=1

где постоянные Xk также удовлетворяют условию (13 а).

Для комбинированного разделения переменных, подставив выражение (15) в уравнение 

(26), получаем:

s _

5 =1
Z n U l  (Zl) • Z  Z U z T  Ф -  (Zk )

le S ,.  kea_ . m =1 k ( k )
= 0 (29)

Так как каждое из слагаемых в фигурных скобках в левой части (29) соответствует определенному 

значению индекса 5 и зависит только от переменных Zk (к e  E s+) , то уравнение (29) можно удо

влетворить только в том случае если при всех 5 = 1, . , S  выполняются условия:



 ̂ M ТJ(m)(7 \
№ (z ) ■ 2  2  fk / k ф^" (Zk) = и* - (з о)
L t  m=1 Uk (Zk)

где постоянные ^  должны удовлетворять условию (17а).

Аналогично п.1, потребуем, чтобы ^  = 0 при всех s = 1, . ,  S , тогда из уравнения (30) следует:

M Т I(m)(7 Л

2 2 Uk (Z k Фk,m (Zk) = 0 (31)kGSs+ m=1 Uk (Zk )

Поскольку левая часть (31) представляет собой сумму слагаемых, зависящих от разных перемен

ных, то это уравнение можно удовлетворить только при выполнении условий

M r j (m)(y л
2  г) ( k Фkm (Zk) = Xk (32)
m= Uk(Zk)

где постоянные Xk удовлетворяют условию (18а). Из (32) следует, что для рассматриваемого слу

чая комбинированного разделения переменных функции U  ( Z ) являются решениями уравнения

(28).

Рассмотрим обобщение теоремы 2 на уравнение (24). Определим подмножества s (1) с  s
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s (2) с  s+ следующим образом: при всех k  G S+1) и m > 1 выполнены условия ( х к) = 0 , т.е. для

переменных принадлежащих соответствующим подмножествам , k  G S+1) уравнение (24) со-

Теорема 3 .

Пусть при всех k  g s  удовлетворяются условия (4), причем для всех k  G S+1) функции ф ^ Zk)

/2)
могут быть произвольными, а для всех k GS+

ф ,m  ( Z k  )  =  a  k , m Z k  , (33)

где -  некоторые постоянные коэффициенты.

Тогда уравнение (24) имеет следующие решения типа АБВ:

dZh
и (X1,..., Xn  ) = U+ (л) + U0(Z0), Л = C  exp <2i;k G S (1) Ф ) ,m  ( ( Z k  )

П Zk (34)

и (X1,— , xn  ) = Ф(Л) + U o(Zo), (35)

где Ф(л) -  произвольная m -кратно дифференцируемая ф ункция, а функция U+ (л) является 

решением ОДУ:

м
2  Am4mU+m)(4) = 0 ; (36)

Решение (35) существует, если при всех 1 < m < M  выполняются условия

Am = 0 ; (37)

решение (34) существует, если условия (37) выполнены не при всех 1 < m < M .

kG « (-++



Доказательство.

Согласно рассуждениям, приведенным после уравнения (25), искомое решение может быть 

представлено в виде (11), причем функция U+ (Z+) является решением уравнения (26). Решение 

этого уравнения будем искать в виде (22), где д определяется выражением:

д = П ^ (Zk) П Zk (38)
k e E «  k e H (+2)

где V , (Z,  ) -  некоторые неизвестные функции, подлежащие определению в дальнейшем.

С учетом приведенного выше определения множеств а  со , а (2) уравнение (26) можно пре

образовать к виду:

^u+ , ч M  ̂ mU+
X  T ^ , 1 (Zk ) + X  ^ ^ m r ^ k ,m  (Zk) = 0 (39)

k e a (1) °Zk keS(2) m =1 °Zk+ +

С учетом (38) первое слагаемое в левой части (35) можно записать так:

dU+ ^  ^  V, (Zk)
X  - T + f k , (Zk ) = n U + ( д  X  тЪ -^ т

+
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X  “ Т +  9 k,1(Zk) = ^ U+ (Д  X  Фк,1(Zk) (40)

Для определения функций Vk (Zk) потребуем, чтобы при всех к e S+1) было выполнено условие:

фкД( Zk) = Хк, (41)
Vk(Zk)

где Хк -  некоторые постоянные.

Если при всех к e S+1) выполняется условие (41), то функция U+ (д) является решением 

ОДУ (36), причем коэффициенты Am определяются выражением:

Am = X a k ,m (m > 1) ’ A 1 = к + k,1 (42)
k e s (2) k e s (1) k e s (2)+ + +

Так как функции фкх(хк) определяются выражением (4), то они могут считаться заданными. По

этому уравнение (41) может рассматриваться как ОДУ относительно V (Z ) , решая которое, нахо

дим:

Vk(Zk) = Ck eW k  f d Z  , \ (43)
j J Фк,1( Zk) J

где C  -  произвольные постоянные.

Подставляя (43) в выражение (38), получаем выражение (34) для Д, причем постоянная С

определяется выражением с  = П С  '
keH«

Далее, если условия (37) выполняются при всех 1 < m < M , то решением уравнения (36) яв

ляется произвольная m  -кратно дифференцируемая функция, и следовательно, имеем решение 

исходного уравнения в виде (35). Если же при некоторых значениях 1 < m < M  условия (37) не вы

полняются, то получаем искомое решение в виде (34), где функция U+ (д) является решением 

уравнения (36). Теорема доказана.
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З а к л ю ч е н и е

Таким образом, в данной работе исследован новый тип решений для многомерных линей

ных уравнений в частных производных с переменными коэффициентами -  решения типа агреги

рованных бегущих волн. Указанные решения зависят от агрегированных переменных, являющих

ся линейными комбинациями некоторых подмножеств множества независимых переменных. Для 

уравнений с линейным аддитивно-однородным оператором и оператором общего вида доказаны 

теоремы о достаточных условиях существования решений указанного типа. Решение исходного 

уравнения при этом сводится к решению некоторых ОДУ, а также может содержать произвольные 

функции или полиномы с произвольными коэффициентами от агрегированных переменных.
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