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Аннотация. Пользуясь аппаратом интегродифференцирования Римана-Лиувилля, М.М. Джрбашян 

обобщил класс Р. Неванлинны N0 — N  мероморфных в единичном круге функций, определив классы Nа и 

произведения Ва , - 1 < а  < +да . В работе приведены две теоремы о граничных свойствах ограниченных

аналитических функций специального вида из классов Na C  N0 при - 1  < а  < 0 и одно интегральное пред

ставление для аналитических функций классов Na (- 1 < а  < +да) .
Resume. Using the Reimann-Liouville integration-differentiation operator M. M. Djrbashyan generalized the 

class of R. Nevanlinna’s meromorphic functions N 0 — N  in the unit circle by including classes Nа and products 

Ва , - 1 < а  < +да . In this work we prove two theorems about boundary properties of bounded analytic functions of

special type from classes N(x С  N0 , with - 1  < а  < 0 and one integral representations for analytic functions in clas

ses ^ ( - 1  < а  < +да) .
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В в е д е н и е

М.М. Джрбашяном ([1, глава IX]) введены в рассмотрение классы Na ( - 1  < а  <+да) меро-

морфных в единичном круге функций и установлено их параметрическое представление.
Класс Na (- 1  < а  < +да) определяется посредством а  -характеристики

Та (r, F ) = =а ( = F ) + + а  (+ F )
как множество таких мероморфных в круге |z | < 1 функций F  (z), для которых

sup {T« (r, F )} < +да •
О <  r  <1

При этом функции m  (r , F ), Na (r , F ) и Ta (r , F ) представляют собой своеобразные анало

ги известных неванлинновских функций m (r , F ), N  (r , F ) и T (r , F ), совпадая с ними при значе

нии параметра а  = 0 так, что класс Щ совпадает с классом N  Неванлинны.

Вместе с тем важной особенностью классов N является то обстоятельство, что для любых 

значений -1  < а х < а 2 < +да имеет место строгое включение Na С  Na и, в частности,

Na с  N0 = N , (-1  < а  < 0) .

Оператор интегродифференцирования D  "  (при -1  < а  < +да) в смысле Римана-Лиувилля 
с началом в нулевой точке определяется следующим образом:
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D a {p  (г)} = J (г - 1T -P (t) dt, (0 < a  < +ад),

D ° p (r )} = p ( r ) ,

D " P  (Г)} = —  D (_+a) P  (Г)} (-_ < “ < 0) •
Множество аналитических функций класса Na обозначаем через Aa . Для f  (z) е Aa функ

ция т„ (r, f ) определяется следующим образом:

где

%
Ta ( r, f  )=  J D fi  lo g  f  (rew)\ dв ,

-J

D(+a {p ( r)}= max {D a {p ( r)};0} .
Известно, что (см. [1, 2]) аналитическая функция класса Na имеет вид

f  (z) = d J + X k a z X B a ( z ; { a n })exp J  S a ( e  'ez) — у { в ) (i)

где J - произвольное вещественное число; X - произвольное натуральное число;
ад j

ka = a / ~ t  7 ; w (e)  - вещественная функция с конечным полным изменением на г- %■ ,
“ n (n + a )  v '  l = j

B( a;{an }) = П(_-
n=1

, -Wa ( z ; an )n ) W’ a
"n У

(z ,H  ^ x
dx -

^  Г(1 + a +  k)

t l  Г (_ + a ) r (_ + k) 

1

^  j  (1 -  x)a xk-1—d - p  j  (1 -  x)a d -1 

0 15
dx z , z <

S a ( z ) =
Г (1 + a )

(1 -  z )
1+a - i z < i. (2)

Классы Aa (-1  < a <  + <x>) определяются как множество аналитических функций f  (z) из 

N a , для которых в представлении (_) ^ (в )  - невозрастающая функция.

Как известно, класс Aa (-1 < a  < 0) является некоторым подмножеством ограниченных 

аналитических функций класса Na (- 1 < a  < о ) , причем для тейлоровских коэффициентов имеет 

место следующая оценка [2].

|/(n)| = 0 (n“ ) , n —  ад f  (z )  е  A 'a ( - 1  < a < 0) (3)

В работе [3] для этих функций получена следующая оценка:
w 2
s j  f  (n)| n~a < +ад, f  (z )  е  A*a ( -1  < a  < 0 ) .  (4)

С другой стороны, для любой функции y-(z) е Aa (-d < a  < известна неулучшае-

мая оценка [2]

|f  (n)| < exp
a  + 2

-  a+̂ C a (d + a ) n_+a (d + 0 (_)) (5)

В дальнейшем, существенным образом будет использоваться следующее утверждение [4]: 

Т е о р е м а  A  Пусть f  (z) е Aa  (-1  < a  < 0), тогда для любого (  из интервала (a , 0) функция

f  (z ) - х  принадлежит классу A  ̂ для всех х(|х|<  l) , кроме, быть может, некоторого множества

E  значений X  , J = 1 емкость которого равна нулю.
Вообще, для любой ограниченной аналитической в |z | < _ функции f  (z), не принимающей 

там значение a, справедливо неравенство [5]:



V (reiv) -  \  > exp { -  (6)

где A  - некоторая положительная константа.
С другой стороны, исходя из того, что класс ограниченных аналитических в |z | < 1 функций

является подмножеством класса Харди H2, имеем, что для любой ограниченной аналитической 
функции справедливо неравенство

2%
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lim
r—1-0

0
J| f  (reie ) -  f  (ei0)| -  (0) = 0 ,

где

f  (e* ) = r1im 0f  (re'e) .
Используя оценку (3) в работе [6] доказано следующее утверждение. 

Т е о р е м а  B. Пусть f  (z ) е A** f -1  < а < - - J , тогда

J| f  (e0 ) -  f  (re10 )|2 -0  = o (1 -  r )3 ,
0

где 3  любое число из интервала (0; -  а - 1).

В этой работе, используя оценки тейлоровских коэффициентов, получены граничные свой

ства для функций класса Au ( -1  < а  < 0) а также интегральное представление для функций класса

A  (-1  < а  <+да) .

О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы

В следующем утверждении улучшается оценка теоремы B.
Т е о р е м а  1. Пусть функция

да

f  (z) = I  anz n, N < 1
п=a

принадлежит классу A  (-1  < а  < 0), тогда

2% 2
J| f  (e’0 ) -  f  (rei0 )| -0  = o (1 -  r )3 ,

где 3  любое число из интервала (0;- а ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем

1 (r ) = ^ Л  f  (e>0) - f  (re'e)| - 0 < I  \an Г (1 -  r " )2 =
0 " n=1

Для оценки величины i (r ) возьмем N  = 

неравенства,

получим

=  I N 2 (1 -  r n )  +  £ |  a j J (1 -  r n ) .
n=1 n=N+1

1

1 -  r

1 -  r n < n (1 -  r), 1 -  r n < 1

0 < 3  < - а  < 1 и, используя очевидные

N  да N  да

1  (r)< (1 -  r )2 i n 2 n 2 + i  ia n i2 < (1 -  r )2 2 ы 2 n в  n 2 - e + (1 -  r )в  i  ia n i2 n в  <
n=1 n = N  +1 n=1 n =N  +1

. N  f  „  Л 2 - 3

3  V L  l2 „ 3< (1  - r ) 3 j ! | a n | V i  1 + £ | a n |Jn
[ n=1 (  N  J n=N +1

Используя (4), получаем сходимость ряда

0
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I I
n=1

I2 (  a  A n ( < ад< ад, Р е (0;- a ) .

Для завершения доказательства остается показать, что при r  —  1 -  0  выражение в скоб
ках можно сделать сколь угодно малым. На самом деле, для данного s  > 0 можно выбрать 

1
N  =

1 -  r
таким, что

I K I 2 n (  < s .
n = N +1

Далее, вновь используя (4) , получим

N

I a „  |2 n (
Г \--Р ' n  '

N

<

i1 v n=1

д̂ -2+a N

|2 2 
a  I n = ■

N

N

h i a .  I2n~an 2+“ <

J - - ( II a  I n^“ < с  ■ N a+( .
N  ,v n=1

По условию теоремы имеем a  + (  < 0 . Значит N  можно выбрать и так, чтобы вы
полнялось также следующее неравенство.

N  f  Л 2 - (

I I N  У
< s .

Теорема доказана.
Следующая теорема является усилением оценки (б) для специальных ограничен

ных, аналитических функций -  из класса Aa (-1  < a  < 0).

Т е о р е м а  2. Пусть f  (z) - любая функция класса Aa (-1  < a  < 0) , не принимающая в |z| < i 

значение a . Тогда существует такая положительная константа A  , что оценка

f  ( reip) -  a > exp < a  < (  < 0

(1 -  r)_+(

справедлива для всех таких a , кроме, быть может, некоторого множества E  значений a , 
j  = 1 емкость которого равна нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть функция f  (z) принадлежит классу Aa (-1 < a  < 0) и не принимает

значение a . Тогда, согласно теореме A, кроме, быть может, некоторого множества E  значений a, 
j  = 1 емкость которого равна нулю, функция f  (z) -  a принадлежит классу A  ̂ для любого (  из

интервала (a , 0). Так как f  (z ) ^ a , то, используя соотношение a  - равновесия для a  - характери

стической функции [1]:

i  ̂ log|Q | .ч
(0 < р < i ) ,

T a (P ;F ) T a(p; F  J + r ( l  + a )

получим, что ограниченную (  - характеристику имеет также и функция

1

f  ( z ) -  a
Значит, она принадлежит классам A  ̂ для любого (  из интервала (a , 0). 

Применим для гармонической функции
1

log
f  (reip ) -  a

обобщенную формулу Пуассона [1].

log
1

f  (r e p - a
J P p ( p - в ; r  J p - ( D -( log— -_  

2 j  t  V рУ f  peef  (pee )

~—в  ,
- a

n=1

n=1
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0 < r < р  < 1 , 0 < '  < 2% ,
где, имея в виду (2),

Рз| ср- 0 ; - | = Re S3
f  -'0 re' ' Л

получим

log Г (1+ 3 )

f  (re1' ) -  a 2%

Учитывая, что функция

(р -  r У
1+3

Р

+1

= г (1+ 3 ) Re
(pe'0 -  r e '') 1+3

- 1

2%
x j p - 3D- '3 k,g — - i

f  (pe0 ) - a
d  0 . (7 )

f  ( z ) -  a
имеет ограниченную 3  - характеристику, получим

принадлежит классу A ^, 3  е  ( а , 0) и, следовательно,

St , p2 % J D- 3 log0<p<1
f  (pe' 1

-  a
-0  =

= Sm̂  m3
0<p1

p;
f  (z) -a

— Sm̂  Tp
0<p1

p;
f  (z) -a

< да.

Учитывая вышеуказанное, и переходя к пределу в неравенстве (7) при p  —  1, получим

log
1

f  ( r e ' ' ) -  a (1 -  r )
1+3

где A  - некоторая положительная константа. 
Теорема доказана.

Т е о р е м а  3. Если функция f  (z ) принадлежит классу A u ( -1  < а  < +да), то суще

ствует функция фа ( ) е  L 2 такая, что имеет место следующее интегральное представление:

f  (z) = ^  J '*(*) exp {C • S«(tz)}̂  N < 1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть f  (z ) = £ a nz "  е  A ffi( -1  < а  < +да).
n=0

Рассмотрим функцию

К (z) = exp ̂ (z)1  = exp i -  C  г ( 1  + а ) 1  • exp i C r ^ )  1 ,
(1 -  z  )1

где C  >
Г (1 + а )

Как известно [2], оценка (5) достигается для функции F а ( z ) е  A u ( -1  < а  < +да).

Следовательно,

где

C
F “ (z) = exp | - S«(z) f = £ bn z n

n=0

bn{a) = exp
а  + 2 

а  + 1
•“ +•2 C  Г (2 + а ) n 1+“ (l + o(1))1, n —  да,

Поэтому, из неравенства C “  < C  ^Г(1 +  а ) , следует, что существует натуральное число

N а , такое, что при n > N а имеет место неравенство

1 <

0

<

да

да



Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  | 5  | Серия М атем атика. Физика. 2016 . № 13 (234). Выпуск 43  17

Следовательно, по теореме Фихтенгольца, она представима интегралом Коши по своим уг-

Теорема доказана.
Отметим, что доказанное представление для значений параметра с х е (-1;0] получено 

С.С. Степаняном [7].
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Рассмотрим функцию

n

которая принадлежит классу H 2 , так как

ловым граничным значениям

То есть

откуда

С п и с о к  л и т е р а т у р ы  
R e fe r e n c e s


