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Аннотация. Для замкнутых дифференциальных операторов, порождаемых квазиэллиптическими си­
стемами первого и второго типа соответственно, изучены свойства спектра. В случае условий периодичности 
последовательность собственных вектор-функций квазиэллиптического дифференциального оператора пер­
вого типа образует ортонормированный базис; последовательность собственных вектор-функций квазиэл­
липтического дифференциального оператора второго типа либо не полна, либо образует базис Рисса, кото­
рый заведомо не является ортонормированным базисом.

Resume. For closed differential operators generated by quasi-elliptic systems of the first and second type, re­
spectively, studied the properties of the spectrum. In the case of the conditions of the periodicity of the sequence of 
the eigenvector-functions of quasi-elliptic differential operator of the first type forms an orthonormal basis; the se­
quence of the eigenvector-functions of quasi-elliptic differential operator of the second type are either not full, or 
forms the basis of Riesz, that is certainly not an orthonormal basis.
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В в е д е н и е

Работа посвящена спектральному анализу дифференциальных операторов, порождаемых 

граничной задачей для однотипных систем

Dtu1 -  B(Dx )u2 = f 1, Dtu2 + B(Dx У  = f 2 (1)

-  D,ul + B(Dx )u2 = f 1, Dtu2 + B(Dx u  = f 2 (2)

линейных дифференциальных уравнений в частных производных, рассматриваемых в ограничен­

ной области конечномерного евклидова пространства эт1+”  = ЭТ, хЭТ” . Здесь

D t = — ; B(D ) = X Ъ D° ; ba = baa a ; Dax = DaaD ax\ .D axm; d -  =-^_L;t dt B(Dx) ,X baDx a aia2 ---am x1 x2 Xm ’ Dx,

\a = a +  a + ...+ a ; a  = 0,1,2,...; k = 1,2, . . . m ; m e N , b (d x) -  дифференциальная операция, во­

обще говоря, с комплексными коэффициентами. Простейшие примеры классических систем урав­

нений в частных производных, которые попадают в поле наших рассмотрений, дают, например, 

эллиптические системы при m = 1, B(Dx ) = D x.
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О б о б щ е н н о е  р е ш е н и е

Исследование вопросов спектральной теории для рассматриваемых систем линейных урав­

нений ведется методами, которые принято называть «функциональными»^]. Приведем общую 

схему применения методов, аналогичную использованной в [7] при выводе условий, определяю­

щих правильный оператор. В соответствии с этим левая часть системы уравнений

L(D)u = aDtu + bBu = Xu + f  , X е  G , (3)

с присоединенными к ней нелокальными граничными условиями [4] по t вида

Г,u =/u(0, x) = u(T, x )= 0 , /и е  О , Ц Ф 0 , (4)

и граничными условиями по переменной x , формально записанных в виде

r xu = 0 ' (5)

рассматривается как линейный оператор, определенный первоначально на гладких вектор- 

функциях, удовлетворяющих условиям (4), (5), а 2 х 2 — матрицы a, b определяются либо из систе­

мы (1), либо из системы (2); D  = DtDx. Для этого оператора строится в соответствующем гильбер­

товом пространстве замыкание, обозначаемое через L . Специфические свойства (корректность, 

условия разрешимости, предоставления решений в виде рядов по собственным функциям и др.) 

исследуемой задачи описываются в терминах спектральных характеристик замкнутого дифферен­

циального оператора L , соответствующего изучаемой задаче. Говоря о спектре (замкнутого) опе­

ратора, мы следуем терминологии, принятой в [2] и [6]. Резольвентное множество, спектр, точеч­

ный спектр, непрерывный спектр и остаточный спектр оператора L обозначим соответственно че­

рез pL , o L , P o L , GoL и R o L .

Обозначим через e  = (1,0)T, e  = (0Д)Г ортонормированный базис евклидова пространства &

вектор-столбцов, а через u-унитарное пространство элементов u = ulex + u 2e2 ; uk е О ; k = 1,2; со

скалярным произведением (u,u; U) = ul ol + u 2u2 . Пусть t е Г ( = [0 ,t] , 0 < T  < + »  ; x  е V  -  замкнутой 

ограниченной области евклидова пространства Rm ; Vtx = Vt xVx ; н ,2х = l \ (vtx) -  гильбертово про­

странство комплекснозначных вектор-функций u : vtx ^  о  2 с нормой |u; Ht2x|, задаваемой форму­

лой |u;H\|2 = J \u(r,^),U\2 dul%. Пусть также D  -  линейное многообразие достаточно гладких век­

тор-функций u е н , \ , удовлетворяющих граничным условиям (4), (5).

О п р е д е л е н и е  1. Элемент u е H f x будем называть обобщенным решением задачи (з)-(5),

если найдется такая последовательность {un }и=1 вектор-функции un g  D, что

HmL — и;н Ц  = HmlL(D)un —Xu — f ; Ht2 I = 0.П̂»1 I n̂ »l I

(6)

Определение 1 обобщенного решения задачи (з)-(5) порождает, как обычно, некоторый за­

мкнутый оператор l  : н г2х ^  н 2х . Элемент u е н 2х принадлежит области определения D(L) опера­
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тора L и (в H f x) имеет место равенство Lu = Ли + f , если выполнены условия (6); его называют

дифференциальным оператором, порожденным граничной задачей (з)-(5), подобно [4].

Пусть H  = L  (К ) -  гильбертово пространство комплекснозначных функций u : К  ^  C  с нор­

мой |u ; H ^|, задаваемой формулой |u;H x|2 =^ |и( )̂2d%; B  -  замыкание в H x операции B (D X) на

гладких функциях, удовлетворяющих условиям (5). В дальнейшем B ( D x )  функций p  =  p s ( x ) , 

B p s = B (s p s, образующей базис Рисса в Hx. Положим b (s ) = (b(s) : s e S}.

Условие I. Для оператора B : H x ^  H x точечный спектр PoB  = B (S ).

Замкнутый оператор, обладающий отмеченными свойствами, принято называть M — опера­

тором [2]. Приведем пример такого оператора. Положив

r xu -D l u\.,_„ = 0 ; h  = 0,1...,rk  - 1  (7)
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ixk = a

для операции B(Dx) с постоянными коэффициентами, где /ик Ф 0 и Г, -  порядок операции B(Dx)

по переменной x fc ; к = 1,2, . . . ,m ; получим M  -оператор. Наметим схему подходов изучения спектра

и свойств собственных вектор-функций оператора L . Обозначим символом Dt -  линейное много­

образие вектор-функций u (t) из класса C 1 (0,т)П с (к ), удовлетворяющих условиям (4). Пусть так­

же H 2 = Ь\ (к  ) и L  : H 2 ^  H 2 -  замыкание операции Ls (Dt) = aDt + bB(s) на функциях из Dt; его мы

будем называть сужением оператора L  [5] на H2 относительно P s . Удобно считать, что и в этом 

случае B  является оператором; в : H,2 ^  H 2, B u  = B(s)u , то есть оператором умножения на кон­

станту B (s). Отметим теперь важные для исследований свойства дифференциального оператора L

1. Для конечных линейных комбинаций u = (x)y (t)^D и f  = ^ p sk(x) f  (t) имеем:
k=1 k к=1

(Lu = Ли + f  )^^Vk(k = 1,2,3,...n  ^  Ls uŝ  = Ли  ̂+ fSt )•

2. Если u (t) -  собственная вектор-функция, соответствующая собственному значению Л

оператора L s , то p s (x)u(t) -  собственная вектор-функция оператора L  , соответствующая соб­

ственному значению Л .

n

К в а з и э л л и п т и ч е с к и е  с и с т е м ы  п е р в о г о  т и п а ; с п е к т р а л ь н ы й  а н а л и з

Пусть дифференциальный оператор L : H;2x ^  H;2x порожден задачей (1), (4), (5) [6]. Далее, 

если z  e C , то по определению полагаем

-п <  arg z < п , in z  = in|z | + i arg z , Vz = ,J\z\ exp^i .

Т е о р е м а  1. Спектр oL оператора L  состоит из замыкания PaL на комплексной плоско­

сти его точечного спектра PaL . Множество CaL = aL \ PaL образует непрерывный спектр опе­

ратора L  . Точечный спектр оператора L  дается формулой
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где

K k  ,s = vk + i(— 1)mfi(s) ,

ln и , 2 k  „
= ------ v ik—  ; m = 1,2; k  е  Z  ; s е S .

(8)

T T 

Последовательность

Um,k,s(t,x) : m = 1,2;k е Z ;s е S'} (9)

собственных вектор-функции оператора L образуют базис Рисса в пространстве н 2Х •

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем вначале, что последовательность (9) является базисом в H  . Для 

доказательства воспользуемся следующими леммами 1, 2.

Л е м м а  1. Если для каждого s е S множество { j ^ ): k е K s} вектор-функции U ts: Vt ^  О 2 

полно в H2, то множество (x]ut s (t): s е S; k е K s } полно в H  2X •

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  1. Пусть f  -  произвольный элемент пространства н 2х . Извест­

но, что н 2х = н  ®H 2. Поэтому для любого s  > 0  найдется такой конечный набор fas~ :m = 1,2,..n},

что о  = < — , где f  е н 2. Пусть M  = max W m; H i . Множество (t): k е к  } полно
2  m t  1 < m < N  I ^  k ,s  I

Z U  2  ^  Nm

в H t . Подберем для каждого ь = 1,2 ,...,N  линейную комбинацию I  f k„ ,.„ J  s  , f K ,sm е  о  , его

элементов так , чтобы Q m  = f  —I f  ; н 2J  s m k n ,s m k n ,s m ’  t 2MN
. Теперь, на основании свойств нормы и

ранее полученных оценок, получаем неравенство

N  Nm

f k n , s m ^ s m k n ,s m t , x
< G + M jT G  < — + M — —  N  = s

r'H /r\T  ’2 2MN

которое дает утверждаемую полноту. Доказательство леммы 1 закончено.

Л е м м а  2. Если для каждого индекса s е S последовательность { j^ / ): k е к } вектор- 

функций ик : v  ^  о  2 образует базис в н ] , то базис в н  ,2Х образует последовательность

V  (xJjk ,s(t): s е ^  k е K s}.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  2. Так как н ^  = н< ® н 2, то для любого элемента f  е н  справед­

ливо в н  представление f  = I seS@Sf s , в котором элементы f  е н 2 определены однозначно. По­

следовательность {оь  : k е K  } является базисом в н 2; поэтому для каждого элемента f s е н ]

справедливо представление f s = 1 ^  J k  ,s , где коэффициенты f b  е О также определены одно­

значно. В силу леммы 1 получаем единственное представление f  = I s  I k K .  f kУ »к,г . Доказа-

тельство леммы 2 закончено.

Положим ek (t ) = ek(t) = ek (t)(e1 + i(— 1)mv1 e2)/ V2 и рассмотрим последовательность

(t): m = 1,2; k е z} (10)

v

m=1

n=1

s<
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Из равенства (e, , ekm,; H 2 )= S”  •S, ,  где Sk, - функция Кронекера, следует ортонормированность в H]

последовательности (10). Предположим, что последовательность (10) не полна в Н « . Тогда суще­

ствует вектор-функция f  e H 2, f  = f 1 ( tp  + f 2 (t)e2, f  ф 0 в H 2, ортогональная всем вектор-

функциям (10). Так как {ek (t): к  e  z } -  полная ортонормированная в H t последовательность, то из 

равенства (f ,e km;H ] ) = ( f m,ek;H t), следует противоречие: f  = 0 в н 2 и, следовательно, полнота в

Н «  последовательности (10). Отсюда на основании леммы 1 последовательность (9) полна в н 2х

[7]. Оператор т : H,2 ^  H 2 умножения на непрерывную функцию u(t) является линейным ограни­

ченным и ограниченно обратимым в н 2, то есть 0 e рТ-1 П р Т . Из равенства Um к (t) = Te  ̂(t) следует, 

что последовательность М„* (t): ”  = 1,2;к e z }  является базисом Рисса в н 2. Но тогда в силу леммы 

2 последовательность (9) является базисом в н  2 . Осталось доказать, что базис (9) является бази-

сом Рисса в h ,2x . Пусть f  e  н ^  и f  = E E E  f ”m,k ,s m,k ,s . Достаточно доказать справедливость нера-

венства

C  E E E M 2 < \f; H l \2 <C2 E E E M 2 (11)
s к m s к m

в котором константы 0 < C  < C  < +“  не зависят от выбора функции f  e н ^  .

Последовательность p s : s e s } является базисом Рисса в Нх; поэтому существует такой огра­

ниченный и ограниченно обратимый линейный оператор А : H  ^  H , A  e L (H x) , что A -1 p s = es

, а последовательность : s e s }  является ортонормированным базисом в H x . Поэтому, в силу

теоремы Фубини, для почти всех t e V имеем в н 2 равенство А  1 f  (t, x  ) = ! s / s (t У  (x) . Следователь­

но, для почти всех t e V

,9 2_J
|A  f H x 2| = I  Z f ” (t)esЯ ,

m=1 s

I 2|2 _ i  2|2
Отсюда A  f ;H I  = E f s;HA  и, следовательно,

s

a .  fs; h ; |’ <||A-'ir J. f ; Hi

2  Д г  «I ’ = Д а. (' )M 1.

(12)

С другой стороны,

f ;  H ]  <|AI2 Д
m=1

2
IIAI2 ^  f  ) f=l  IAI2 Д  (t); M 1.

” =1 s

Отсюда

If;н ;.]  <IAII’ a \ f . ;н ’ Г
s

Объединяя неравенства (12) и (13), получаем

о о 2

M l " E f ; h , 2 | < | f ; H t 2 x |  < | A I I 2 a f * ; H

(13)

(14)

s m к

s

2

s

2

s s

2



50 Н А УЧ Н Ы Е  В Е Д О М О С Т И  | i Серия М атем атика. Физика. 2 01 6  № 13 (234 ). Выпуск 43  

Аналогично

||Т—II—2 I I I  f m,k ,s |2 <1 f , ; н ] \ <||т||2I I  f mXs\2 (15)
m k m k

Объединяя неравенства (14) и (15), получаем требуемое.

П р и м е р  1. Положив B(Dx ) = D x + 1, и = 1 > T = 2к , ии=  1 > a  = 2ж получим спектр:

К  As = ik + i(— 1)m [is + 1]; m = 1,2; k, s = О,+1,+2,... 

периодической задачи для эллиптической системы первого тира. Точки спектра расположены на 

прямых, параллельных мнимой оси: cL  = PoL  . Собственные вектор-функции образуют ортонор- 

мированный базис в н 2 , х =  L  ( v  ,x ) , V t,x  =  [ 0 , 2 k ] x  [0 , 2 k ]  .

К в а з и э л л и п т и ч е с к и е  с и с т е м ы  в т о р о г о  т и п а ; с п е к т р а л ь н ы й  а н а л и з

Исследуем теперь дифференциальный оператор L : н 2х ^  н 2х , порожденный задачей (2), 

(4), (5). Спектральные свойства задачи Дирихле для эллиптических систем второго типа изучались

ln U 2к
в [7]. Положим N  = {■(—1)'”vt : m = 1,2;k е z } , V, = ~J~ + ik —  •

Т е о р е м а  2. Если множество N П PoB  \ {о} не пусто и, следовательно, 0 е P o L , то последо­

вательность собственных вектор-функций оператора L заведомо не полна в н 2х . В против­

ном случае, если множество N П PoB  \ {о} пусто, то L является M  - оператором в н  2х . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко убедиться, что собственному значению

1 +
^B(s)^ если V, Ф 0, ln z , 2k

v, = ------+ ik----
если v  = О, T T*mK ,s = (— 1)И, t

B(s)

оператора L принадлежит собственная вектор-функция.

Um,k,s x) = Um,k,s (t№  (x) (l6)

здесь m = 1,2; k е Z ; s е S ,

U m ,k,s (t) = G m ,k,s ((̂ m,k,s + (—0 "  Vk ̂  (t) + m (t)), < £ , ( t ) = j ( t ) e k  ( f ) e m ,

°m,k,s = 7-------- ;—  -----\2----- 777 , o(t) = e x p f ^ 1 1, ek (t) = - ^ e x p ( i k t  ] •
k k , s +(—1)4 )2 + b 2(s) , J ) = ^ J , e (t

Исследуем спектральные свойства собственных вектор-функций оператора L . Пусть множе­

ство N П PoB  \ {0} не пусто, и пусть b (s ) = i(—1)(n+1)v  для некоторого n  =  1,2 и некоторого k  е  Z . То­

гда вектор-функция h(t, х) е н  2Х ,

h(t, x )=(l^f(t )+ i (— 1)nv i  (t  ) ^ s (x ) , ¥ m (t ) = J (t )e (t )em , m = 1,2 ,

ортогональна каждой вектор-функции (16). Отсюда, в силу критерия полноты, следует, что

{um k,s (t, x ) : m = 1,2; k е Z; s е S} (17)

собственных вектор-функий оператора L заведомо не полна в н  2 .
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Пусть теперь множество N f| PoB  \ {о} пусто. Обозначим через S  = {s : N П PoB  = о}, 

S  = {s: N П PoB  = 0  подмножества множества S . Докажем, что для каждого фиксированного зна­

чения индекса s е S последовательность

К , k,s (t, х) : т = 1,2;к  e Z } (l8)

является базисом Рисса в н 2. Ясно, что S  U S  = S  и S  U S 2 = 0 . Поэтому достаточно рассмотреть 

два случая: s е S  и s е S 2. Нетрудно убедиться, что для каждого s е S  последовательность (18) 

образует ортонормированный базис в н 2; доказательство аналогично доказательству свойств по­

следовательности (10). Пусть теперь s е S 2. Покажем вначале, что последовательность (18) полна в 

H,2. Рассуждаем от противного. Если вектор-функция h е H 2, h / 0 , ортогональна каждой вектор- 

функции (18), то для некоторого к е  Z  определитель

\ k s  B ( s )  '

ъ 2 ,к , s  +  V к
^  к ,s =

B ( s )  Л , к  ,s  +  V k .

По предположению множество N  П P o B  пусто. Поэтому \ s = - 2 ^ s( \ h s -v * )^  0 для всех

к е Z . Получили противоречие. Покажем теперь, что последовательность (18) является базисом в 

H 2. Воспользуемся свойствами последовательности

K ,k,s(t): т = 1 ,2 к е z } (19)

s (t)  =  C ” ,k ,s  ( ( l ” ,k ,s  +  (  l )  V k  ^ m  ( t)  +  B ( s ) ^ 3 - m  ( t ) )

сопряженной (биортогональной) к последовательности (18). Заметим, что последовательности 

{р, : т = 1,2;к е z } , \укт : т = 1,2;к е z}, являются базисами Рисса в н 2. На произвольной вектор-

функции h(t) е  H 2 ,

+да 2 у ч +да 2

h(t)= Е Е  М ; H  Pm (t)= Е Е  h p  (t);

определим конечномерный оператор р  : H 2 ^  H 2, положив

|k| <nm=1

Простыми выкладками последовательно получаем

Pnh(t ) = Е Е  (h-»m,k,s ; H  ĵ mk ,s (t)

Pnh(t) = Е Е h m” P km (t)
|k| <nm=1

_r, +ЭД 2 +ЗД 2

t 1  -  Е Е h m i < h ;h ,2| 2 Е Е h

P h ; H 2 Г  <11 T l 2 I IT  1 1 | h , H 2 |

Теперь из неравенства (23) на основании теоремы Банаха-Штейнхауса любая вектор- 

функция h(t) е н ,2 единственным образом представима в виде ряда

2 , v

h ( t  j =  Е Е  (h , U m ,k  ,s  ; H t  ) u m , k  ,s  ( t  j

(20)

(21)

(22)

(23)

(2 4 )

к=-да m=1 к =-да m=1

2

к = -w  m=1



По биортонормированной последовательности {tmks(t\vmks: m = 1,2;k  s z } .  Следовательно, 

представление (24) позволяет утверждать, что последовательность (18) является базисом в н 2. Да­

лее из представления (21) получаем

2 2
|Pnh;н]\  <||Т| I I \hm\ , I I \hm\ <||т |̂| \Pnh;н \  ■

|k| <nm=1 |k | <n m =1

Отсюда, переходя к пределу при n —  да, в силу равенства lim Pnh = h снова получаем двойноеn——да
неравенство (22). Однако в этом случае мы можем утверждать, что последовательность (18) явля­
ется базисом Рисса в н,2 [8]. Теперь, повторяя рассуждения, использованные при исследовании 
квазиэллиптического дифференциального оператора первого типа, получим весь спектр квазиэл- 
липтического дифференциального оператора второго типа.

П р и м е р  2. Положив так же, как и в примере 1, B(Dx) = D x + 1, и = 1, T = 2к ; ии=  1, a  = 2к

получим точечный спектр

Л = i(— 1)m 2 — (1 + is)2, k Ф О; т = 12; k, s е Z
mk,s ( ) ( i(1 + is), k = О, , ; ,

периодической задачи для эллиптической системы второго типа, последовательность собственных 

вектор-функции которой не полна в н ,2х2 = L  (vtx ) •
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