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Аннотация. Предлагается конструкция асимптотических разложений общего решения 
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1. Введение. Система дифференциальных уравнений газодинамики без учета теп- 
лопереноса состоит из уравнения Навье-Стокса [1]

V P  / 2 \
щ  + (u, V)uj  = -----  Ь VkfJ> yV 1,11 j + VjUk -  T^jk ) + (V, i ]V)uj  , j  = 1 ,2 ,3 ;  (1)

и уравнения непрерывности ^
P + (V, pu) = 0 , (2)

в которых коэффициенты вязкости p,,i] и давление Р.  в общем случае, являются функ­
циями плотности р. Забегая вперед укажем , что мы будем в настоящем сообщении 
полагать р, и ?/ равными нулю, что допустимо, как приближение, если газ обладает до­
статочно малой плотностью. Функцию Р{р),  для целей решаемой задачи, мы не будем 
конкретизировать и вместо нее будем использовать функцию д{р) такую, что d P j р  = dg.

Известно, что даж е для такой упрощенной формы системы уравнении (1). (2). в 
настоящее время, не имеется математических утверждений о разрешимости задачи Ко­
пти. В этой ситуации особую ценность приобретают асимптотические методы, в рамках 
которых удается контролировать точность приближенных решений [2]. Это положе­
ние имеет место и в частном случае, когда изучаются стационарные, не зависящие от 
времени t решения системы (1). (2). Следует признать, что для этого случая извест­
на теорема существования решений, удовлетворяющих определенному типу граничных 
условий (см. [3]). Однако, по нашему мнению, математическая задача, анализируемая 
в ней. относится к гидродинамике несжимаемой жидкости и не совсем отвечает, по сво­
ей постановке, потребностям газодинамики с точки зрения приложения к исследованию 
конкретных физических ситуаций. Поэтому, даж е относительно стационарных течений.

* Далее везде жирными буквами мы обозначаем векторы в R 3.
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описываемых системой уравнений, которые получаются из (1). (2) обращением в нуль 
производных по времени

Vj 9 + (u, V K - = (ji + V)AUj + | V ,(V , и ) , j  = 1 , 2 , 3 ,  (3)

(Vg, и) + (V, и) = 0 , (4)

в настоящее время, не имеется результатов о разрешимости соответствующих краевых
задач в классическом смысле. В этом случае при решении конкретных газодинамиче­
ских задач методы построения асимптотических разложений играют важную роль, так 
как позволяют находить аналитическую форму решений.

Наряду с отсутствием утверждений о разрешимости, укаж ем  другую особенность 
проблемы изучения решений системы (3), (4). Исследование решений этой системы, 
даж е в смысле построения асимптотических разложений ее решений, серьезно упроща­
ется. если использовать предположение о потенциальности течений. В этом случае поле 
скоростей и(х) ищется в форме u (x ) = VV’(x). что допустимо, физически, в том случае, 
когда течения оказываются очень медленными и применимо приближение с постоянны­
ми (независящими от р) коэффициентами вязкости и ?/. Очень часто предположение 
о потенциальности используется в практических расчетах. Однако, в условиях, когда в 
течениях газа появляется вихревая составляющая, даж е построение асимптотических 
разложений решений системы (3), (4) вызывает затруднения. Это связано с тем. что. в 
соответствии со структурой уравнения (3), при наличии вихревой составляющей у поля 
скоростей и(х). оно должно подчиняться условию градиентности:

t ijkVj  (u, V)wfe -  (ц + i ])Auk = 0 , г = 1 ,2 ,3 ,  (5)

где tijk символ Леви-Чивитта.
Уравнение (5) мы будем называть уравн ени ем  кон в екции  и его исследованию при 

условии = /7 = 0 посвящено настоящее сообщение. Мы укаж ем  метод построения 
асимптотического разложения общего решения (безотносительно к граничным услови­
ям) этого уравнения, когда поле и(х) представимо в виде

и(х) = v + w ,

где w  постоянный вектор, а поле v (x ) является малым по сравнению с |w|. Асимпто­
тическое разложение будет строится по этому малому параметру.

2. П остан о вка  з ад ач и . Мы будем анализировать уравнение (5) при ц = ц  = 0. 
которое в векторной форме имеет вид

[V, (u, V)u] = 0 (6)

н, соответственно, в тензорной форме.

C i j k ^  I'M k — 0
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Уравнение второго порядка (6) эквивалентно уравнению первого порядка

с произвольной функцией ip(x).  Таким образом, общее решение уравнения (6) стро­
ится на основе общего решения уравнения (7) для каждой фиксированной функции 
<р(х). которая, таким образом, является дополнительным «параметром» общего реше­
ние уравнения (6).

Д ля каждого решения уравнения (7) справедливо разложение Гельмгольца u = v  + 
VV’, в котором (V ,v )  = 0. каждое слагаемое в котором определено с точностью до 
градиента гармонической функции. В случае v  = 0. на основе известных фактов теории 
уравнений с частными производными, строится общее уравнения (7), так как имеет 
место

В этом случае общее решение уравнения (7) сводится к решению уравнения эйконала 
следующего вида

из которого усматривается условие на существование потенциальных решений в виде 
условия неотрицательности функции ip(x). Общее решение уравнения эйконала анали­
зируется. например, в [4].

По указанной причине, имеет смысл исследовать общее решение уравнения конвек­
ции (6) подстановкой в (7) разложения Гельмгольца с произвольной функцией V’(x ); 
которая сводит его к уравнению

для поля v (x ).
Физический смысл такой постановки задачи состоит в том. что ее решения описыва­

ют течения газа, существующие довольно продолжительное время без заметного изме­
нения стационарности, длительность которого велика в меру малости коэффициентов 
вязкости. Более того, при таком подходе, вихревые изменения внутри потенциального 
течения можно считать вызванными внешним условием в виде потенциала V’(x )-

Уравнение (8) можно исследовать на основе разложений по малому параметру, в 
качестве которого нужно принять малость поля v  по сравнению с полем V't/’ в подхо­
дящей метрике, то есть изучать, с физической точки зрения течения со слабой завих­
ренностью. Однако, уж е в линейном приближении, при пренебрежении квадратичным 
по v  слагаемом в (8), и когда градиент разности в правой части является малой функ­
цией. получается в общем случае, довольно сложное линейное уравнение относительно 
векторного поля v  с переменными коэффициентами. Поэтому в настоящем сообщении 
мы ограничиваемся исследованием уравнения (8), в котором V’(x ) является линейной 
формой V’(x ) = (w i х ) ; где w  заданный постоянный вектор. В этом случае, мы пред­
лагаем алгоритм последовательного построения членов асимптотического разложения 
по степеням малого параметра, который регулирует величину |v|.

(V , u )u  = V<p (7)
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3. Общее решение уравнения первого приближения. Общее решение мы бу­
дем строить на основе исходного уравнения конвекции, которое, после подстановки раз­
ложения u = v  + w. в первом приближении по v. дает уравнение

[V , (w , V) v ]  = 0.  (9)

С целью анализа этого уравнения, рассмотрим, сначала, линейное дифференциаль­
ное уравнение с частными производными первого порядка и постоянными коэффици­
ентами относительно функции /(х). имеющее следующий вид:

(w , V )/  = 0 . (10)

Используя метод характеристик (см., например. [5]), построим общее решение этого 
уравнения в виде

/(х ) = ? ( К х 1) .  ( п )
где д(х)  произвольное гладкое скалярное поле на М3. Это связано с тем. что общее 
решение линейного уравнения первого порядка для функции / от трех переменных 
должно определяться двумя интегралами характеристической системы, которая в дан­
ном случае имеет вид

X (s) = w ,

что приводит к прямолинейным характеристикам X (s) = w s + Xo. Откуда следует, что 
два интеграла характеристической системы имеют вид [w,X(s) ]  = [w,Xo]. Согласно 
общей теории линейных дифференциальных уравнений с частными производными (см. 
[5]), получаем формулу (11) для общего решения уравнения (10).

Замечание. Несмотря на то. что поле д(х) произвольно, его зависимость от тре­
тьей координаты, параллельной w. как это видно из (11), несущественна. Тот факт, что 
представленная формула дает нам решения уравнения (11) проверяется непосредствен­
но. Полагая ^  = [w ,x ]j. j  = 1,2,3.  имеем V^.,- = tjikWi■ Тогда подстановка (11) в (10) 
дает

"7. V ;,// = /гк[Од = (дд/д£])ецкткт1 = 0 .

Из проделанного анализа следует, что общее решение системы линейных уравнений 
первого порядка относительно векторного поля f(x) следующего вида

(w, V ) f  = 0 (12)

описывается формулой
f(x) = g([w,x]) , (13)

где g (x ) произвольное гладкое векторное поле на М3. Оно получается применением 
формулы (11) для каждой декартовой проекции уравнения (12).

Построим, теперь, общее решение уравнения первого приближения (9), которое, оче­
видным образом, записывается в эквивалентном виде

(w, V)[V,v] = 0,
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и которое имеет форму (12) при f  = [V,v] ,  Тогда, из (13) следует

где для разрешимости этого уравнения необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
условие соленоидальности поля g. ( V , g )  = 0. В свою очередь, для выполнимости усло­
вия соленоидальности. необходимо и достаточно, чтобы с точностью до градиента гар­
монической функции поле g было представимо в виде g = [V, h]. где h(x ) 
дифференцируемое векторное поле. Подстановка этого представления в (14) приводит 
к уравнению

общее решение которого выражается в условии потенциальности векторного поля на 
которое действует дифференциальный оператор [V, •]. Поэтому, вводя потенциал Ф(х). 
в результате, получаем общее решение уравнения (9) в виде

где Ф(х) и h(x) произвольные дваж ды  непрерывно дифференцируемые скалярное и 
векторное поля.

4. Общее решение неоднородной системы линейных уравнений первого 
порядка с постоянными коэффициентами. Рассмотри общее решение неоднород­
ного уравнения первого порядка

где д(х) заданное непрерывное скалярное поле. Общее решение этого уравнения яв­
ляется суммой общего решения соответствующего однородного уравнения (10) и его 
частного решения. Таким образом, для построения общего решения нам достаточно 
найти какое-либо частное решение уравнения (16). Построим это частное решение в
ВИД6

где n = w/|w|. Проверим, что эта функция, действительно, удовлетворяет уравнению 
(16). Во первых, так как V*-(x — n (x , n )) j = 5jk — щ п к, то при y (s )  = х  — n (x , n) + sn 
имеем

Во- вторых, дифференцирование по верхнему пределу интеграла дает д(х). Тогда

[V, v] = g([w,x]) (14)

[V, v  — h([w, х])] = 0

v  = h([w, х]) + УФ (15)

( w , V) / ( x )  = ?(х ) (16)

( Х . П )

(17)
о

niXi,4\y\*)) = п к( д д / д у у ) ^ кУз = n k(8jk -  щ п к)  = 0 .

(х,п)

nkY kf[X) = q (x )nky fc(x, n) + J  n kVkq( y ( s ) ) d s  = q(x)
о
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Следовательно, учитывая, что общее решение однородного уравнения определяется 
формулой (13), заключаем, что общее решение уравнения (16) имеет вид

(х,п)

/ (х ) = 0 ( [w ,x D + J  g ( x -  n ( x , n )  + s n ) d s  (18)
о

с произвольным гладким полем д(х).
Построенное общее решение позволяет нам утверждать, что общее решение системы 

уравнений относительно векторного поля f(x )

(w , V )f(x ) = q (x ) (19)

с заданной правой частью векторным полем q (x ) описывается формулой

(х,п)

f (x)  = g( [w,x ] )  + J  q (x  -  n (x , n) + s n ) d s  (20)
о

с произвольным гладким векторным полем g (x ) , так как уравнение (19) для каждой из 
компонент имеет вид (16). Таким образом нами доказана следующая

Т ео рем а 1. О бщ ее р еш ен и е  у р а в н ен и я

(w , V) f ( x )  = q (x) 

ттри за данном  н епр еры вном  пол е  q(#) имеет в и д

(х,п)

f (x)  = g( [w,x ] )  + J  q (x  -  n (x , n) + s n ) d s  
о

с  п рои звол ьны м  гладким  полем  g (x ).
С целью вычисления членов асимптотического разложения общего дваж ды  непре­

рывно дифференцируемого решения конвективного уравнения найдем общее решение 
неоднородного уравнения

(w , V) [V,v ]  = q (x ) (21)

при непрерывной правой части. Сразу же заметим, что это уравнение разрешимо только 
в том случае, если непрерывное поле q соленоидально (хотя бы в слабом смысле), то 
есть (V , q) = 0.

Полагая в (19), что f  = [V,v] ,  имеем на основании (20)

(х,п)

[V, v ](x ) = g( [w,x] )  + J  q (x  -  n (x , n) + s n ) d s  = G (x) (22)
о
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с произвольным гладким векторным полем g(x). Д ля разрешимости же полученного 
уравнения (22) необходимо и достаточно, чтобы дивергенция поля в правой части (22) 
была равна нулю. Это дает условие

(х,п)

(V, g([w, х])) = —(V, J  q(x — n(x, n) + s n ) d s )  = Q(x) , (23)
о

которое можно рассматривать как уравнение относительно поля g(x).
Преобразуем левую часть (23). Так как

(V , g([w, х])) = 9д̂  ejmlw m = |w|(n, [V, g])([w, х ]) ,

то условие разрешимости уравнения (23) принимает вид

M (n , [V,g])([w,x]) = Q (x). (24)

Так как

V fĉ (x  -  п(х, п) + s n )  = (hk ~ чип , ) ,

то. применяя оператор (V,-)  в правой части (23). получим

(х,п)

Q(x) = - ( n , q ( x ) ) - 2  J  (V ,q)(y ( s ) )d s  .
о

Учитывая же. что (V, q) = 0. находим, что условие разрешимости уравнения (22) фор­
мулируется следующим образом:

H (n , [V, g])([w,х]) = —(n, q(x)). (25)

При заданном поле q(x). его можно рассматривать как уравнение относительно поля 
g(x). относительно которого такж е возникает вопрос о его разрешимости. Очевидно, что 
разрешимость уравнения (25) возможна только в случае, когда (n,q(x)) = g([w,x]). то 
есть эта функция зависит только от [w,x]. При выполнении этого условия, уравнение 
(25) в координатах (^1 ,^2) в плоскости, ортогональной w записывается следующим 
образом:

d g i  д д 2 1 , - 1 / \
7̂ --------- ~7\ =  | w  | q(x 1 ,Х2) .
(УХ2 UX\

Его общим решением является (д 1, д 2, дз )  = g- где функция д-з произвольная и
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с дваж ды  непрерывно дифференцируемыми на плоскости функциями h. и Ф. причем 
функция Ф произвольная, a h. удовлетворяет уравнению Пуассона

d 2h &2h  1
^ 2 + ^ 2 = - | W| q(xu x2) .  (27)

В случае, если условия на разрешимость уравнения (22) выполнены, поле G (x) пред­
ставимо в виде G (x) = [V , Н (х)]. где Н (х) дваж ды  непрерывно дифференцируемое 
векторное поле, и из (22) находим, что его общее решение записывается в виде

v (x ) = [V , Н (х)] + \7Ф (х), (28)

где Ф(х) произвольное дваж ды  дифференцируемые скалярное поле. На выбор по­
ля Н (х). в силу выполнимости для него разложения Гельмгольца Н = [V, А] + V \,
можно наложить дополнительное условие (V ,H (x ) )  = 0. Подчинение поля Н (х) это­
му условию сведется только лишь к переопределению потенциала Ф(х). Поле Н (х). 
при выполнимости условия (V ,H(x ) )  = 0. является решением векторного уравнения 
Пуассона

Д Н (х ) = G (x) ,

в чем можно убедиться подействовав оператором [V, •] на обе части уравнения (22).
Сформулируем полученный результат в виде отдельной теоремы, так как он пред­

ставляет собой самостоятельный интерес.
Т ео рем а 2. Д л я  разр еш им ост и  у р а в н ен и я

(w , V) [V,v ]  = q (x)

относительно v (x ) при  за данном  н ол е  q(#) необходимо и достаточно, чтобы (V ,q (x ) )  = 
0 и компонента. (n , q ) (x )  за ви с ел а  только от [п,х].  Его о бщ е е  р еш ен и е  имеет в и д

v (x ) = [V , Н (х)] + \7Ф (х),

где п ол я  Н (х) и  Ф(х) д в а ж д ы  н еп р еры вн о  диф ф ер енцир у ем ы е ,  п ол е  Н (х) с ол ен ои -  
дал ьн о е ,  (V , H)  = 0 и удовлетворяет  у р а в н ен и ю

А Н (х) = G ( x ) ,

в котором
(х,п)

G (x) = g([w , х]) + J  q ( y ( s ) ) d s ,  
о

y( s )  = х  — n (x , n) + ns. n = w/|w| и  g (x ) гл а дк о е  поле. При этом д о л ж н о  выполнять­
с я  у сл о в и е  (V , G) = 0, д л я  выполнимости которого н еобходимо и достаточно, чтобы 
компоненты п ол я  § . ортогональны е  п ? имели сл е д ую щ и й  вид'.
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где ф ункц и и  h, и  Ф д в а ж д ы  н еп р еры вн о  ди ф ф ер ен ц и р у ем ы е  на плоскости, в Ф 
прои звол ьная ,  h, удовлетворяет  ур а в н ен и ю  П уассона

d 2h d 2h  , ,
& f  + t o f  = - |w r Q{XWX2)■

При этом компонента дз прои звольна .
5. Асимптотические разложения стационарных течений с малой  

завихренностью. Построим асимптотическое разложение

ОО

v (x ) = J V V " > ( x )  (29)
п= 1

с некоторым малым параметром £ решения уравнения конвекции (6), в рассматривае­
мом нами случае, когда u = w  + v .

[V, (v, V)v] + (w, V)[V,v] = 0. (30)

Подставляя (29) в (30) и производя баланс коэффициентов при одинаковых степе­
нях параметра е.  получаем систему уравнений для последовательности функций ( v ^ ;  
п  е  N).

(w ,V )[V ,v(1)] = 0, (31)
п — 1

(w, V) [V, v (ra)] = -  Y  [V, (v(m), V )v (ra- m)] = q(ra) , n  > 1 , (32)
m= 1

где в правой части (32) отсутствует функция Следовательно, все уравнения этой 
системы относятся к уравнению типа (22). Поэтому все коэффициенты асимпто­
тического разложения существуют в том случае, когда для каждого п  = 2,3, . . .  будут 
выполнены условия разрешимости ( V ,q ^ )  = 0 и (n,q^m̂ ) зависят только от [п,х].  
m  = 2, 3,. . .  .

Решение уравнение (31) запишем в виде

v (1) = h(1)([w,х]) + \7Ф(1) , (33)

где и произвольные дваж ды  непрерывно дифференцируемые поля. Д ля воз­
можности построения асимптотического разложения нам нужно удостовериться, что 
выполнено условие разрешимости уравнения (32) при любом n  > 1. Условие бездивер- 
гентности поля q ^  выполнено тривиальным образом, так как оно представляет собой 
ротор некоторого другого поля.

Далее, последовательно, могут быть построены посредством выбора функций 
ф(”) все приближения при п  = 2,

v ( п ) [V, Н (,г)] + УФ(,г) , (V , Н (,г)) = О , А Н (,г) = G (ra), (34)
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(х,п)

G(">(x) = g (n)( [ w , x ] ) +  J  q(ra)(y( s ) ) d s .  (35)
о

Условие разрешимости уравнения для независимость (n,q^) от продольной
координаты обеспечивается подходящим выбором всех градиентов У Ф ^ ; п  = 2, 3, 
Индукцией по т  = 2,3, . . .  доказывается, что все поля q^”\ п  = 2,3, . . .  удовлетворяют 
условиям независимости компонент (n,q^) от продольной координаты и при этом все 
поля G (ra) не зависят от продольной координаты, что позволяет выбрать все поля 
такж е независящими от этой координаты. Это обеспечивается таким выбором градиен­
тов \7Ф̂ 'г\ чтобы их поперечные части \7Ф^ — п(п, УФ(га)) не зависели от продольной 
координаты при произвольной зависимости продольных компонент. В свою очередь, 
это приводит к тому, что все приближения такж е имеют поперечную часть, неза­
висящую от продольной координаты.

Рассмотрим случай т  = 2. В этом случае

q (2) = —[V, (v (1), V )v (1)] .

Потребуем, чтобы (n,q^2̂ ) не зависела от продольной координаты. Ввиду того, что от 
продольной координаты не зависит поле h ^ ( [ w , x ] ) .  то подстановка (33) в выражение 
для q^ сводит это требование к тому, чтобы от этой координаты не зависело выражение

(n, [V, (У Ф '1», V) [V,  h (l l ([w, х])]]) + (n, [V, ([V, h C 'd w .x ])], V J V * ' 1»] ) , (36)

которое применением к нему дифференциального оператора (n, V ) приводится к ли­
нейному уравнению для Ф ^ . Оно. в свою очередь, обладает обширным множеством 
решений. Условие (36) может быть, в частности, удовлетворено, если поперечная часть 
\7Ф(1) — п(п,  УФ(1)) градиента зависит только от [w,x]  и при этом продольная часть 
п (п ,\7Ф ^) может быть произвольной. Последнее связано с тем. что в (36) эта про­
дольная часть не входит. В самом деле, в первом слагаемом, при подстановке продоль­
ной части \7Ф(1); действие дифференциального оператора (\7Ф^\У)(-) на h ^ ( [ w , x ] )  
осуществляется дифференцированием по продольной координате этого поля, от кото­
рой оно не зависит. Во втором слагаемом, после подстановки вместо градиента \7Ф^ 
его продольной части п(п,  УФ(1)) действие внешнего дифференциального оператора 
(n, [V, •]) заменяется на действие дифференциального оператора (n, [V, п])(-). который 
тождественно равен нулю.

Покажем, что в общем случае указанный выше выбор всех полей обеспечивает разре­
шимость задачи вычисления приближений при любом значении т.  Это достигается 
применением к выражению для поля q̂ ”\ определенному формулой (32). рассуждений, 
аналогичных тем. что были использованы в случае т  = 2. С этой целью подставим в это 
выражение разложения = [V,H<ra)] + УФ(,г). Тогда требование независимости про­
дольной компоненты от продольной координаты сводится к требованию независимости 
от этой координаты выражения, аналогичного (36)

П— 1

Е
т= 1

{(n, [V ,(V $ l’“> ,V )[V ,H l’‘- '“>([w,x])]]) + (n, [V ,( [V ,H (”»([w ,x])],V )V 4> l“- ”‘>])}.
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Точно такими же рассуждениями как и при анализе случая с т  = 2 доказывается, 
то продольные составляющие градиентов \7Ф̂ т \ т  = 1, — 1 не содержатся в этом 
выражении, а так как. по предположению, их поперечные составляющие не зависят 
от продольной координаты, то этот факт доказывает, что выписанное выражение не 
зависит от продольной координаты и поэтому от этой координаты не зависит (n,q^m )̂.

Сформулируем доказанное утверждение.
Теорема 3. Если при  пост роении  последоват ельных приближ ений  v^m\. in  G N р е ­

ш ений  у р а в н е н и я  конвекции , опр ед ел я ем ы х  ра зл ож ени ем  (29), на о с н о в е  сп и ск а  о п р е ­
д ел яю щ и х  их у р а в н ен и й  (35), (36), в с е  градиенты  \7Ф ^. n  G N обладают поп ер ечны м и  
компонентами, н е  за ви сящ им и  от п р о д ол ьн ой  координаты  (п,х), то тем самым у д о в л е ­
творены в с е  у с л о в и я  разр еш им ост и  ( n , q ^ )  = (n, g ^ ( [ w , x ] ) ) ,  n  G N и поэтому в с е  
п ри бл иж ени я  существуют.

Замечание. Заметим, что при выборе = 0. Ф^ = 0. n  G N. индукцией по 
n  G N доказывается, что все поля q ^  и. следовательно. G ^ .  зависят только от 
[w,x] ,  В этом случае для каждого n  G N выполняется (V , v ^ )  = 0. и ряд (29) дает нам 
бездивергентное решение уравнения конвекции.
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A bstract. It is proposed the construction of asymptotic expansions of Navier-Stokes’ stationary 
equation general solution at zero viscosity which are weakly distinguished from potential flows, pt, 

слабо отлртчатощртхся от потетщрталытых течетшй.
K ey words: Navier-St.okes’ equation, stationary problems, continuity equation, potential flow, 

asymptotic expansion.


