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Аннотация. Рассматривается вариант метода фиктивных областей с продолжением по 
старшим коэффициентам для краевой задачи для уравнения второго порядка с дробными 
производными в младших членах. Изучается близость точного решения к приближённому в 
варианте метода фиктивных областей с продолжением по старшим коэффициентам.
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Обоснование метода фиктивных областей на дифференциальном уровне для задачи 
Дирихле для эллиптических уравнений второго порядка в варианте с продолжением 
по старшим и младшим коэффициентам рассмотрено в работе А.Н. Бугрова [1]. где 
получены неулучтттаемые по порядку £ оценки для и(х) — и£(х). Отметим такж е работы:
[2]. В.Я . Ривкинда [3,4]. В.Д. Копченова [5], А.Н. Коновалова [6], С.А. Войцеховского 
[7]. Вторая и третья краевые задачи для эллиптических уравнений рассмотрены в ра
ботах Л.А. Руховца [8], В.Д. Копченова [9], А.Н. Бугрова [1]. Г.П. Астраханцева [10]. В 
работах Л.А. Руховца [11]. А.Д. Лятпко. М.М. Карчевского. Н.Н. Саримова [12] дается 
обоснование метода фиктивных областей для видоизмененной задачи Дирихле [13] для 
эллиптических уравнений в многосвязной области. Некоторые квазилинейные эллипти
ческие уравнения рассмотрены в работах С.А. Войцеховского [14.15], В.Н. Новиченкого
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Результатом настоящей работы является обоснование метода фиктивных областей с 
продолжением по старшим коэффициентам для задачи Дирихле для уравнения второго 
порядка с дробными производными в младших членах для области звездного типа. Раз
решается вопрос единственности решения задачи в области звездного типа при условии, 
когда младшие коэффициенты допускают расширения из некоторого класса функций.

Если это не оговорено дополнительно, везде будем полагать: i , j  = 1 ,2 ,. . . ,  /?,., оц Е 
(0 ,1). Интегрирование будем понимать в смысле Лебега. Будем использовать обозначе-

[ 10 ].

П =  =  (;Г'1, Х ‘2 ,  . . . , х п )  Е  Еп , а  <  X i  <  b , г =  1 ,2 , . . . ,  п }

( f , 9 )о = (/’ Я)Ьз(п) = / f ( x) g (x) dx,  || • ||о = || • ||l2(Q) ,
п

Ib- (Li )  = { / И  : / И  = A J V W , <p(z) е  b i(a ,6 )}  .
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Пусть G С П ограниченная односвязная область звездного типа, с достаточно глад
кой границей 8G, в G определен дифференциальный оператор второго порядка с дроб
ной производной в младших членах действующий из пространства W\{G), I > [|] + 2

Lu = Ъх. [ац(х)Ъх.и(х)\ y < - : l x ) i r ; ;r:li. х ■: (', . ( 1)
i j= 1 г=  1

Y1 ач ( Х)ЪЪ < Г2 ^ ^ 2 ’ 0 < Г1 -  Г-2
i=l г= 1

( 2 )

a j i (x)  e W . l ( G ) , (3)

коэффициенты Ci(x)- сужения на G функций oji(x) из П, удовлетворяющих условиям

Ui(x) = U}i(x.i) G I£_(Li) , (Pi(xi) > 0 .

Рассмотрим краевую задачу
Lu = f ( x)  G L2(G) , (4)

u(x)  G W!2(G), u,(dG) = 0 . (5)

Рассмотрим вариант метода фиктивных областей для задачи (4). (5) с продолжением
по старшим коэффициентам. Фиктивной областью будем полагать: Go = П \ G. При
ближенное решение и£(х) найдем из решения краевой задачи

II 7 ь
L,u , = ^  = / ! ' ]  х е й (6)

М = 1 г=  1

u£(x) G И^(П), ие(Ш ) = 0 (7)

на общей границе Г областей G и Go (Г = dGf ^dGo )  выполнены условия сопряжения

[и£(х)] = О, У "  а£̂(х) cos (и, x.i)DXju£(x)
i,j=l

(8)

где v  внешняя относительно G нормаль к Г, а [•] обозначает скачок при переходе гра 
ницы Г

di j (x)  , х■ G G 
8ijS 2 , х G Go ■

(9)

Правая часть уравнения (6) берется в виде
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С целью получения оценки близости решения задачи (6)-(8) к решению исходной задачи 
(4)-(5), продолжим и(х)  в Go- положив и(х)  = 0, х Е Go- Рассмотрим разность

а(х)  = и(х) — и£( х ) . ( 1 2 )

Согласно (4) (7) имеем
Ь£а  = 0, х Е П , (13)

а(х)  = 0, х Е 0Q . (14)

По условиям (8) с учетом выбранного продолжения и(х)  в Go на Г для <т(х) имеем

У , a-j(x) c o s  (is, Xi)DXja(x)
Li,j=1

9(x) (15)

где

9(x) = a,ij(x) c os (u,  xi)1)xju(x),  x E Г .
m =i

Уравнение (13) умножим на <т(х), и проинтегрируем его по П. Тогда с учетом условий
сопряжения (15) и граничных условий (14) будем иметь

J  L£a(x)dx = j  L£a(x)dx  + J  L£a(x)dx = — J  a£i j (x)'l)Xia(x) ' l )Xja (x) dx—
П G G 0 G t J  = 1

-e  2 / \1)х.а(х)\2йх + / a ( x ) a £i:j(x) cos(u,Xi)'DXja(x)dx+
Go i=l i,j=l

+ / a(x)  al j (x)  cos(—u, Xi)DXja(x)dx — / a(x) £  ~:ix)ir ; ; r;a d x . 
г ^ =1 n

Учитывая, что

г=1

/ а(ух)У^ a£ij{;x) cos{b/, xi ) ‘l ) Xj(j{;x)dx + / <7 (37) a£j ( x) cos(—v, х^1)х .а(х)йх 
Г М=1 г ij=1

будем иметь

/ a(;r) (;r) cos(z/, ;г*)!Дт л/.(;г)с?;г = / a(x)9(x)dx ,
p  —1 p

p П г. П
/ <т(ж)^^(а;)£>^.<7Йа; + е " 2 / |D.Tia(^)|2^ +

i=l Go i=l
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+ I <7:; (.г)'Лг;п-;.г)'Лг (т[.г)(1х I a (  x)9( x)d x . (16)
G M = 1  Г

Заметим. что согласно сделанным предположениям относительно 
<т(х), 0 J i ( x ) ,  i = 1,2,...,/?,., х  Е П, из [17, стр.46] и из рассуждений в ходе до
казательства теоремы 1 [18], следует, что первое слагаемое в левой части (16) 
неотрицательно. Оценим второе слагаемое в (16). Учитывая неотрицательность всех 
слагаемых левой части и применив неравенство Коттти-Буняковского к правой части 
(16), будем иметь

1/2 / п \ 1/2г. п , г. \ Ч { С \ 4
£~2 / ^  \Т>х.а(х)\‘2ёх  < ( / |<r(;r)|2<ir J ( / \9(x)\2d x )  . (17)

G 0 г= 1  Г  Г

Используя первое неравенство Эрлинга [19,20], получим

f  \a(x)\2dx < С\ | f  |<т(;г)|2сЬг + f t  \‘£>xio'(x)\2dx J . (18)
\G  о Go i =  1

Заметим, что для функций, равных нулю на части границы области Go- имеет место 
частный случай неравенства Фридрихса [21]

J  |<т(;г)|2сЬг < С‘2 I t  [D ^cr^x^dx . (19)
Go Go 1=1

Тогда, согласно (18) и (19). будем иметь

f  \a(x)\2dx < С3 f  У  \DXia{;x)\2dx . (20)
Go г = 1

Объединяя (17) и (20). получим

f  'y^\‘DXia(x)\2dx < £4С3 j  \9(x)\2dx = £4С4:. (21)
Go г = 1

Из (19) и (21) следует

J  |<r(;r)|2<ir < £4С5 . (22)
Go

Д ля оценки <т(х) в G используем равенство (16) и условие (2). тогда аналогично (17) 
получим

1/2 / г  \ 1/2



/
П

У  \T)Xi(7(x)\'2d x  <  е 2С 6 . (2 4 )

G г= 1

Учитывая, что <т(х) = 0, х Е 8G \ Г, из (19). (24) следует

J  \cr(x)\2d x  < s 2C7 , (2 5 )

G

и теперь из (24).(25) следует оценка

|| U — У'еНи/'^С) ^  £Cg . (2 6 )

Таким образом, установлена близость и£(х) и и(х)  в смысле метрики, порождаемой 
нормой пространства W^iG).

Заметим, что. в силу теоремы 2 [18], имеет место энергетическое неравенство

\\LeUe\\b2(n) >  С\\и£\\ь2(П) , (2 7 )

которое дает непрерывную зависимость сильного решения от правой части (6). Учиты
вая в следствии (27) единственность решения задачи (6). (7). из (26) в силу неравенства 
треугольника следует единственность решения задачи (4)-(5).
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FICTITIOUS DOMAINS METHOD W ITH  CONTINUATION W ITH  RE SPE CT 
TO LEADING COEFFICIENTS FOR NUM ERICAL SOLUTION OF

BOUNDARY-VALUE PRO BLEM  OF THE SECOND ORDER DIFFERENTIAL 
EQUATION W ITH  FRACTIO NAL DERIVATIVES IN LOW ER TERM S

M .V . K ukushkin

Institute of Applied Mathematics And Automation,

Shortanova St., 53, Nalchik, 360000, Russia, e-mail: kukushkinmvQrambler.ru

A bstract. A variant of fictitious domains method is under consideration with continuation with 
respect to leading coefficients. It is applied for numerical solution of boundary-value problem for the 
second order differential equation with fractional derivatives in lower terms. The result is proved on 
proximity of exact, and numerical solutions.

K ey words: fractional integrals, fictitious domain method, Dirichlet’s problem.


