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Рассматривается система дифференциальных уравнений

(ЕЦ'Л -  в ф ( х  -  Ах -  /) = <,((), (1)

где G, А постоянные действительные, а Е единичная [??. х /?,]-матрицьт (п  Е N); 
х = x(t)  [/?. х 1]-вектор искомых, а / = f ( t )  и д  = g( t )  [/?. х 1]-векторьт заданных 
функций, х = t Е [0,Т] (Т > 0); D^u = (DQtu) ( t )  и D^u = (DQtu)( t )  левосторонние 
дробные производные Римана-Лиувилля вектор-функции и = u(t )  порядков а  > /5 > 0 
соответственно [1]. [2]. Поводом для изучения систем уравнений подобного типа послу­
жили аналогичные примеры скалярных дифференциальных уравнений, возникающие в 
задачах математического моделирования дробных осцилляторов, конструктивной осно­
вой которых в рамках принятых механических аналогий являлась гипотеза о наличии 
в динамической системе неидеальной вязко-упругой связи, описываемой дробным ана­
логом некоторых реологических моделей типа Кельвина. Зенера и др. [3].

Пусть а  > /3 > 0 : а  Е (п — 1 ,'/?■],/3 G ( т  — 1 ,т],  где т  < п  (п , т  Е N). Вводится 
класс вектор-функций

L " 3( 0 , r )  =  { « И  : u(t) е  L ( 0 , T ) , r s r ' u  е  Л С ” - ” ‘ [ 0 , Г ] ,

( B „ v m -  G Q 4 , )U е  АСГ[0,Т]}.

Далее вводится вектор-функция u(t )  = x(t) — Ax(t) — f ( t ) ,  относительно которой 
обосновывается корректность постановки предварительной задачи типа Копти в классе 
вектор-функций L q /3(0 ,T ) д л я  системы уравнений (1) с условиями

Д т  (Dot~k -  GD'l~k)u = ак, к = 1, 2 , . . . ,  т ;  (2)

Д т  D ^ m~3u = am+j, J  = 1,2, . . . ,/?.  — т ,  (3)

где ак (к = 1 , 2 , . . . ,  m, т  + 1 , . . . ,  п  — т )  заданные [п х 1]-векторьт.
Отмечается, что для /3 < а  : а  — s < /3 < а  — s + 1 (s = 1,2, . . . ,/?. ) начальное

условие (3) можно заменить локальным весовым условием Д 11 [tn~au(t)] i'k'> = Ъп- к- к =
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0 , 1 , . . . ,  s — 1. Решение начальной задачи (2). (3) удается найти в явном виде в терминах 
обобщённой дробной матричной экспоненциальной функции и интегрального оператора 
с указанной матрицей в ядре:

00 (C ta )k 
Е х р ( а : , С ;  t) = i ' - 1 E J G P ; ц)  = ( ' - 1 ^

к=ОГ (ка  + fi)

Eq̂ gu = J  Exp(ct, /л-, G]t — т)и{т)с1т, 
о

где Ea (z ; функция типа Миттаг-Леффлера. Г(с) гамма-функция Эйлера [1]. Оно
имеет вид

п
u,(t) = Ехр(ск — /3, а  — к + 1; G ;  t)a,k + ( E ^ q >3 g) ( t ) .

к= 1
Окончательно задача сводится к решению классической задачи Коттти для системы 

линейных дифференциальных уравнений

х = Ах + / + и,  #(0) = Хо,

структура которого хорошо известна.
Приведем пример дробно-осцилляционного уравнения

(Do* + ^1)(х + 2 гх  + ш2х — /) = 0, (4)

в котором а  Е (0,1);  г ,  ш известные постоянные величины, х = x(t.) координата части­
цы. / тождественный оператор. Оно возникает в случае, когда вязко-упругая связь 
подчиняется следующему определяющему соотношению:

/За + Dot<r = E(/3s + D^te)  + ?/(/5е + D^te),  (5)

где а  = a(t.) и £ = e ( t )  направление и деформация связи; /3, ?/. Е, а  Е (0,1) констан­
ты модели (5), определяемые экспериментально.

Обоснована корректность начальной задачи для уравнения (4) с начальными усло­
виями

= u0, ;i’(0) = ;г0, #(0) = хо, (6)

в классе функций x(t.) : x(t.) Е La'l (Q,T).  Решение находится в явном виде.

Л итература

1. Нахуптев А.М. Дробное исчисление и его применение / М: Физматлит, 2003.
2. Kilbas A.A., Srivastava Н.М., Trujillo J.,J. Theory and Applications of Fractional Differential 

Equations / Elsevier: North-Holland Mathematics Studies, 2006.
3. Огородников E.H. Об одном классе дробных дифференциальных уравнений математиче­

ских моделей динамических систем с памятью // Вести. Сам. гос. техтт. утт-та. Сер. Физ.-мат. 
пауки. Самара: СамГТУ. -  2013. -  1(30). -  С.245-252.



A B O U T  C A U C H Y  T Y P E  P R O B L E M  F O R  TH E  C L A SS  OF M O D EL 
D Y N A M IC  S Y S T E M S  W IT H  M E M O R Y

E .N . O gorodnikov

Samara State Technological University,

Molodogvardeiskaya S tr., 244, Samara, 443100, Russia, e-mail: rayanova.rina@gmail.com

102 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е Ш  Серия: Математика. Физика. 2015. №17(214). Вып. 40

K ey words: dynamic systems, Cauchy’s problem, memory, vector functions, fractional 
derivatives.

mailto:rayanova.rina@gmail.com

