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А ннотация. В работе предложена новая модель изменения заряда пузырьков в переохла­
жденных облачных каплях. Модель учитывает, фрактальные свойства облаков, а ее решение 
было получено с применением аппарата дробжи'о исчисления.

К лю чевы е слова: фрактальная размерность, математическая модель, облачная капля, 
пузырьки.

Введение. Известно, что облака с мощными конвективными токами имеют ф рак­
тальную структуру 111, то есть облако является фрактальной средой. Поэтому можно 
думать, что процессы, протекающие в такой среде, хорошо описываются с помощью 
аппарата дробного исчисления.

Несмотря на несомненные успехи в изучении процессов в облаках (Качурин Л.Г., 
Мейсон Б .Д ж ., Мучник В.М., Чалмерс Дж.А ., Ю ман М., Ribeira J.C., Workman E.J., 
Reynold S.E., Имянитов И.М., Френкель Я.И., и т.д.), многие из них до настоящего 
времени изучены па недостаточном уровне. Это относится и к процессам электриза­
ции облачных частиц (капель), к влиянию электрического ноля на микрофизические 
процессы, к влиянию микроструктуры облака на заряд и иоле, и ко многим другим 
процессам.

Таким образом, для физики облаков представляет большой интерес разработка ма­
тематических моделей конвективных облаков с детальным учетом влияния фракталь- 
ноети среды на различные геонроцессы в облаках, способствующих развитию общей 
картины физики облаков. Математическое моделирование позволяет детально изучать 
как отдельные физические процессы, так и их взаимодействие между собой, а примене­
ние аппарата дробного исчисления, позволяет неявно включать дополнительные факто­
ры взаимодействия физической системы. Несомненным преимуществом моделирования 
является тот фактор, что оно позволяет изучать недоступные или малодоступные для 
экспериментального исследования процессы с учетом фракталыюети среды.

В настоящей работе проведено моделирование изменения заряда пузырьков в облач­
ных каплях с учетом фракталыю ети среды, которые играют важную роль в процессе 
электризации облачных частиц.

Постановка и решение задачи. В процессе увеличения пузырька за счет диф­
фузионных механизмов, важным моментом в облачных каплях является случай утечки 
газа в общем балансе газа в капле. Утечка газа бурно протекает в тот момент, когда 
переохлажденная облачная кайля радиуса г сталкивается с градиной |2, 3| в результате
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которого, выходя на поверхность и разрушаясь, уносят с собой определенное количество 
заряда, определяемая формулой qa =  Атгео^а.

Известно |3|, что средний заряд qr, который создается одной облачной каплей, ра­
диуса г за счет пузырьков содержащихся в пей определяется в виде

qr =  47Г£о£па , (1)

где £0 _ электрическая постоянная, а -  радиус пузырька, £ -  электрокипетичеекий по­
тенциал, п -  количество пузырьков радиуса а, образующихся в облачной капле радиуса

В формуле (1) вводя переменную t, перепишем заряд одного пузырька в капле в 
следующей форме

qr (t) = 47Г£0 (t) , (2)

а изменение заряда пузырька образующегося в облачной капле примет вид

с) с)
— qr (t) = 4TT£o£— a ( t ) ,  (3)

Учитывая фракталыю еть среды, (3) можно записать в виде

Щ tqr (t) = 4тгеоС^« (*) , (4)

где А =  const. >  0, д ^а  (t) = -Dot_1^ r  - регуляризоваиная дробная производная порядка 
а  от функции a (t) с началом и концом в точках Он t  (производная по Капуто) |4|, D®x 
- оператор иптегро-дифферепцировапия в смысле Римапа-Лиувилля дробного порядка 
а  началом в точке a G [А, В] , которая определяется следующим образом |5|:

X
sign (х — а) [  и (t) clt

, а < 0 ,

D aaxu (t)

0  +  1 ’Г (—a) J \х — t\
а

и (t) , а  =  О,
^M+i

sign (х -  a) dx[a]+lD a . x 1u ( t ) , Q' >  о.

где символ sign л определяется равенствами signO =  0 , sign л =  z /  |с|, л ф 0.
Замена d / d t  на d$t или иа Dyt в дифференциальных уравнениях, неявно включает 

дополнительные факторы взаимодействия физической системы. Поэтому можно утвер­
ж дать, что уравнение (4) описывает фрактальный процесс. 

д р 2
С учетом, что — a (t) =  2 , 4ф-----a (t). где а -  размер пузырька. <~р -  пересыщение, р -

dt. рои
давление окружающей среды, р 0 -  атмосферное давление, а -  поверхностное натяжение 
воды, перепишем (4)

2

\ 8 q\qr (t.) = 4тге0С • 2, 40 — a (t) , (5)
Ро&



Обозначим 47Г£о£ • 2, Афр2/ Хросг = В  (в случае расчета полного заряда всех пузырьков 
образующихся в капле, В  умножается па п - количество пузырьков радиуса а), тогда
(5) примет вид

dotQr {t) =  В а (t) , (6)

К уравнению (6) добавим начальное условие

qr (0) =  q0 , (7)

3& Ct')
Решим задачу (6), (7). Д ля этого используя формулу d$ta{t) =  D Qt_1——— перепишем
(6) в виде

D ot~lD otQr{t) = Ba{ t )  , (8)

Применив обобщенную формулу Ньютона-Лейбница к уравнению (8) получим

I /_  ПГа+1_1 t~a
D S rH \  (t) -  г  j + 1 _ 1} Й  D* '« • W =  D«‘q' <f) -  Г (1 - а ) Д °°9, W =

J - — 0 6

= D ota (t) -  —  rqo = В  a (t) , (9)
1 ( 1  — a)

Подействуем па обе части уравнения (9) оператором D q® тогда получим следующее 
выражение
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«  =  A jT
ĵ —Gt

-q0 +  В а  (t )
_Г(1 - а )

в которой после применения обобщенной формулы Ныотопа-Лейбпица имеем

( 1 0 )

\+ — 01°—1 t~a
(«) -  Г 1  ' , ' Д аГ’а- («) =  D ^ — ------ +  В„Г [Ва («)] , (11)

1 (1 +  а — 1) 1 (1 — а)

Так как D ^~ 1qr (t) =  0, (11) принимает вид

J - —  0 6

Qr («) =  ВоГтттт------г® +  [Ва (()] , (12)
1 (1 — а)

Решение правой части уравнения (12) выглядит следующим образом 

р -а  _ , р - а г р _ т 1 _  1 [  T -aq0dr  1 Г a{t) dr  _
D « T { r ^ a ) q° + D«  lBa{ t ) ] - T { a ) J  Г ( 1 - а ) | * - г | ‘- “ + 1> ) У  “

t  t

 ̂T~° (t ~ t)°_1 dr + [  a (t) (t —  T ) a ~ l  dr =
Г (а) Г (1 — a) J  4 ' Г (a)

о
t

Qo +  уГ7~т I a (t) [t -  r )a 1 dr  , (13)Г (a)
о
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где

т~а (t -  т) а ~ 1 dr =
а — —5 t ’

1
Г

т =  ts
dr =  tds J

0

Г (а) Г (1 -- а)
Г (1 — а  -\- си)

=  I t a S  а (t — st.)a 1 ds = (3 (1 — Q' , Q ' )  =

Г (q-) Г (1 — a) .

Решение задачи (6), (7) в итоге принимает вид

qr (t) = до + B D ^ a  (t) , (14)

Уравнение (14) представляет собой обобщенное уравнение закона изменения заряда 
пузырьков создаваемое облачной каплей с учетом фракталыю ети среды.

Решение интегрального уравнения (14) имеет вид |6 |

qr (t) = qo + В а 0 I (t -  т)а 1 E a,a (В  (t -  т)а) dr  ,

°°' U-   т)а^
где с учетом E a a (В  (t. — т)а) = }  —  --------- — -  функции тина М иттаг-Леффлера.

' Г (да +  а)г=0 у '
окончательно (14) примет вид

t

( t - r ) a~1^
А Г»

-1  f ^ B * ( t -  т Г
- J  r ( a i  + a)

d r .

А нализ результатов м атематического м оделирования. Математическое мо­
делирование проводилось с помощью математического пакета символьной математики 
Wolfram M athem atica 9. На рис. 1 приведены расчетные кривые изменения относитель­
ного заряда пузырька qr (t) в облачной капле согласно различным значениям парамет­
ров t  и а.
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Рис. 1. Расчетные кривые определяющая область изменения qr (t) в зависимости от пара­
метров t и а, полученные согласно формуле (14): а  0,2 (кривая 1); а  0,4 (кривая 2); а  0,6 
(кривая 3); а  0,8 (кривая 4).

Видно, что при достаточно малых значениях а  расчётные кривые перегруппировы­
ваются с бесконечно длинными «степенными хвостами». Можно также заметить, что 
«степенные хвосты» указывают на нелинейность фрактальных процессов в облачной 
среде. Полученные данные хорошо согласовываются с данными Ирибарпе и Мейсе- 
па |7| в котором па один пузырек радиусом более 0,1 мм образуются заряды порядка 
Ю" 14 _  1(Г 15 Кл.

З а к л ю ч е н и е . Одним из примеров фрактальных объектов в природе являются обла­
ка. Облака па самом деле являются еамоафиппыми фракталами, т.к. атмосфера страти­
фицирована. Это означает, что вертикальное направление неравномерно с горизонталь­
ным, следовательно, облака не могут быть самонодобпы но форме. Поэтому важным 
моментом является изучение процессов внутри облака с учетом влияния фракталыю ети 
среды, другими словами фрактальные геонроцессы.

Облака имеют разную структуру, и имеют свою классификацию но происхождению 
и морфологическим признакам, к которым, добавляя данные об их фрактальной струк­
туре и фрактальных процессах, в дальнейшем будет возможным формирование более 
общей картины состояния физики облаков.

В работе предложена математическая модель изменения заряда пузырьков образу­
ющиеся в облачных каплях с учетом фракталыю ети среды. Получено решение этой 
модели с использованием аппарата дробного исчисления.

Дальнейшие исследования с помощью разработанной модели будут направлены на 
более глубокое изучение процессов электризации и пространственного разделения за­
рядов в грозовых облаках с учетом взаимодействия процессов внутри облака и ф рак­
талыюети среды.

■qrftj* iorU кл
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MATHEMATICAL MODELLING OF BUBBLE CHARGE CHANGE  
IN DROPLET CLOUDS W ITH ACCOUNT OF ENVIRONM ENT FRACTALITY
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Abstract. The paper proposes a new model of the change charge bubbles in supercooled cloud 
droplets. The model takes into account, the fractal properties of clouds, and the solution was 
obtained with the application of the fractional calculus.
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