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Аннотация. Для однш'о класса уравнений смешанного типа в прямоугольной области 
изучена начально-граничная задача с краевыми условиями третьего рода. Установлен крите­
рий единственности. Решение построено в виде суммы ряда по системе собственных функций 
соответствующей одномерной спектральной задачи. При обосновании сходимости возникают 
малые знаменатели, затрудняющие сходимость ряда. При условии, когда отношение сторон 
прямоугольника, являющегося областью гиперболичности, является рациональным числом, 
показана сходимость ряда в классе регулярных решений. После чего приведены постановки 
обратных задач для данного уравнения смешанного типа с неизвестными коэффициентами при 
неизвестной функции и граничных условиях. Опираясь на теорию обратных задач Штурма- 
Лиувилля доказаны теоремы единственности поставленных обратных задач и для некоторых 
из них приведены необходимые и достаточные условия их разрешимости.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, прямая и обратные задачи, единствен­
ность, существование.

§1. П р я м а я  н ач а л ь н о -гр а н и ч н а я  за д а ч а

1.1. П о стан о в к а  за д а ч и . Рассмотрим уравнение

Lu _  j  "I ~  Uxx +  q(x)u =  0 , t > 0 ,
\u t t  ~  Uxx +  q(x)u =  0 , t < 0 ,

в прямоугольной области D  =  {(#, i ) |0  <  x  < 7r, —a < I < /3}, где а  и /3 -  заданные 
положительные числа. Потенциал (или коэффициент теплообмена) q(x) -  определенная 
на [0 , 7г] достаточно гладкая функция, причем q(x) > 0.

В начале рассмотрим случай, когда потенциал (или коэффициент теплообмена) q(x) 
известен, т.е. изучим следующую прямую начально-граничную задачу.

Начально-граничная задача. Найти в области D  функцию u,(x,t), удовлетворяющую 
следующим условиям:

u(x, t )  в  C l {D) П Cl {D+) П C 2 (D_)- (2)

L u ( x , t ) = 0 ,  (х, t) G D + U D_] (3)

ux(0,t) — h.u(0,t) = 0, ux (n, t)  +  Hu(Tr,t) = 0, —a <t .<(3;  (4)

u(x, —a) = <*p(x), 0 <  x  < 7Г, (5)

mailto:sabitov_fmf@mail.ru


НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2015. №11(208). Вып. 39 45

где h и Н  -  заданные положительные постоянные, <р(х) -  заданная достаточно гладкая 
функция, удовлетворяющая условиям согласования с граничными условиями (4):

( / / ( 0 )  — h,ip( 0 )  =  0 ,  </ / (7г)  +  Hip( 7г) =  0 .  ( 6 )

Отметим, что предложенная начально-граничная задача (2)-(5) впервые изучена в 
пашей работе |1 | при q(x) = b2 =const, u(0 , t) = и(тт,£) =  0, —a < t < [ 3 ,  где установлен 
критерий единственности и решение задачи построено в виде суммы ряда Фурье.

На необходимость изучения задач с условиями сопряжения дня волнового уравне­
ния в одной части области и уравнения диффузии в остальной части области было 
указано Гельфандом И.М. |2|, Стручина Г.М. |3|, У фляпд Я.С. |4|, Золипа Л.А. |5| 
показали важные приложения этих задач в различных областях. Затем краевые за­
дачи для уравнений смешанного нарабо.ло-гинербо.лического тина изучались многими 
авторами |6 , 7| (см. приведенную там библиографию). В последние годы значительные 
результаты но.лучеиы в работах Капустина Н.Ю. |8 |, В этих работах краевые задачи 
изучались в смешанной области, у которой гиперболическая часть представляет ха­
рактеристический треугольник. Теоремы единственности доказывались на основании 
принципа максимума или метода интегральных тождеств, а существование -  методом 
интегральных уравнений или априорных оценок.

В этом параграфе единственность решения задачи (2)-(5) доказана на основании 
свойства полноты соответствующей одномерной задачи на собственные значения. Ра­
нее такой подход применялся в работах Смо.лицкого Х.Л. |9|, Ильина В.А. 110, 111 при 
доказательстве единственности решения начально-граничных (смешанных) задач для 
уравнений гиперболического и параболического типов. Существование решения задачи
(2)-(5) построено в виде суммы ряда но системе собственных функций. При обоснова­
нии сходимости возникают малые знаменатели, затрудняющие сходимость ряда. При 
условии, когда число а / л  является рациональным, получена оценка об отдаленности от 
нуля малого знаменателя. Эта оценка при определенных условиях на функции q(x) и 
<р(х) позволяет доказать сходимость построенного ряда в пространстве функций (2).

1.2. Е д и н ствен н о сть  р е ш е н и я  за д а ч и . В уравнении (1), разде.ляя переменные 
u,(x,t) =  X ( x) T( t ) ,  относительно Х (#) получим спектральную задачу:

Х /;(^) +  (А — q(x) )X(x)  =  0, 0 <  х  < тг, (7)

Х' (0)  -  h X ( 0) =  0, Х'(тг) +  ЯХ(тг) =  0. (8)

К ак известно 112, §2|, что при q(x) G С'1[0 , 7г] задача (7) и (8) имеет счетное мно­
жество положительных собственных значений Хп, п  G No =  N U {0}, все они являются 
простыми, а соответствующая система собственных функций {Х„(;г)} =  {X(;r, 
ортогональна и полна в пространстве L 2 [ 0 , 7 r ] ,  и  поэтому в нем образует ортогональный 
базис. При этом справедливы следующие асимптотические формулы при больших п:
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Х п(х) =  cos пх  +  +  О ( )  , (10)
п \ п.

а п = I Х%(х) dx = ^  +  О (

где
7Г /  X

ш =  h +  Н  +  -  J  q(x) dx  , £,г(;г) =  si11 (  _ +  ^ ^  J  я(т) dr
о \  о

числа {А„, Q'„}„>o называются спектральными данными задачи (7) и (8).
Справедлива также теорема В.А. Стеклова о разложении 113, с. 173 |: если функция 

f ( x )  G С'1[0,7г] и удовлетворяет граничным условиям (6), то справедливо разложение в

+оо J
/ И  =  y ^ J n X n (x ) ,  f n = —  / f ( x ) X n(x)dx,

причем данный ряд сходится абсолютно и равномерно на [0,7г], и справедливо равенство 
замкнутости системы Х п(х):

+оо ж,.

^ 2 ®nfn=  /  f 2 (x)dx.
п= 0  {

Пусть существует решение u ( x , t ) задачи (2)-(5). Рассмотрим функции

7Г

, „ ( 0  =  / а'„ (х)!,(х , * ) * ,  „ 6 N . .  (11)
О

Дифференцирую равенство (11) по t  при t > 0 один раз, при t < 0 два раза, затем
учитывая уравнение (1) и интегрирую но частям два раза интеграла, содержащего про­
изводную ихх, с учетом граничных условий (4) и (8), получим

u'n(t) +  Anun(t) =  0 , t > 0 , (12)

n'nit) +  Aniinit) =  0, t < 0. (13)

Дифференциальные уравнения (12) и (13) имеют соответственно общие решения

м о = h e~x"‘' * > ° ’ <14)I ап cos pnt +  bn sin pnt, t < 0 ,

1Д(- flu, bn и cn -  произвольные постоянные.В силу (2) дня функций (14) справедливы 
условия сопряжения

ип(0 +  0) =  ип(0 -  0), г/4(0 +  0) =  г/4(0 -  0). (15)
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Удовлетворяя функции (14) условиям (15), получим ап = с.п, Ъп =  —спрп■ Тогда функции
(14) примут вид

{ п  р ~ Р п t  f  0

\  Л  (16)
Сп (cos pnt -  рп sin pnt ) , t < 0.

Теперь дня нахождения постоянных сп воспользуемся граничным условием (5) и 
формулой (11):

7Г

и п { - а ) =  /  <р(х)Хп(х) dx =  tpn. (17)

Тогда удовлетворяя (16) к граничному условию (17), найдем

фп ( 18)
« » )  '

при условии, что при всех п  G No

=  cos рпа  +  рп sin рпа ф 0. (19)

Подставляя (18) в (16) найдем окончательный вид функций

=  t > 0 ,

Рида (п ) [cos Pnt ~  Рп sm Pnt], t < 0.

Докажем теорему единственности решения задачи (2)-(5). Пусть <р(х) =  0 и выпол­
нены условия (19) при всех п  G No- Тогда <рп =  0 и из формул (20) и (11) следует,

7Г

/ и (;М )А '„(х )&  =  0, п  =  0 ,1 ,2 ,... .
О

Отсюда в силу полноты системы {Х„(;г)} в пространстве L2[0 , 7r] следует, что u,(x,t) =  0 
почти всюду на [0,7г] при любом t G [а',/3]. Поскольку u,(x,t) непрерывна на D, то 
и(х,  t) =  0 в D.

Пусть при некоторых а  и п  =  р  G No нарушено условие (19), т.е. 6а (р) =  0. Тогда 
однородная задача (2)-(5) (где <р(х) =  0) имеет нетривиальное решение

;>о.  (21)
I (cos Ppt. — р,р sm ppt)Xp{x) , г < 0.

Возникает вопрос о существовании пуней уравнения 8а (р) =  0. Д ля этого его пред­
ставим в виде

$а(р) = -sj 1 +  Рр sin(РрО! +  тр) = 0 , (22)
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ГД° Ip =  a r c s in l /у/1 +  р'р. Отсюда видно, что уравнение (22) имеет счетное множество 
ну ней относительно от.

а = —— — — , р G No, к е  N. (23)
Рр Рр

Таким образом, нами установлен критерий единственности.
Т ео р ем а  1. Если существует решение задачи (2)-(5), то оно единственно только 

тогда, когда выполнены условия  (19) при всех п  G No-
1.3. С у щ ест во в ан и е  р е ш е н и я  за д а ч и . Поскольку a -  любое положительно чис­

ло, то выражение 8а (п) при больших п  может стать достаточно малым, т.е. возникает 
проблема "малых знаменателей"|1|. Поэтому дня обоснования существования решения 
задачи (2)-(5) надо показать существование чисел а,  при которых выражение 8а(п) при 
больших п  отделено от пуня.

Л е м м а  1. Если а  = а / л  является рациональным числом , то существуют положи­
тельные постоянные Со и п 0 (щ  G No), такие, что при п > щ  справедлива оценка

| а д | > С ' 0 > 0 .  (24)

□  На основании представлений (9) и (22) при больших п  имеем 

\8а (п)\ > п  |sin (airfj,n +  7 „)| =  п
_  аш

sm 7тпа Н-------- h j n
п

(25)

Пусть а  =  р  G N. Тогда выражение (25) примет вид

'рш
(? ? . ) |  >  п sm

п Ъ

Отсюда на основании неравенства sin#  >  2х/и,  0 <  х  < п / 2 , при больших п, получим

2p(h  +  Я )
\8а (п)\ > —  ( —  +  7,Л  >

7Г V П /

так как пуп —> 1 при п  —> +схэ.

7Г

  р р
Пусть а = p,q  G N. (p,q) = 1. -  4. N. Разделим пр на q с остатком: пр = sq + г.

где s , r  £  No, 0 <  г  <  q. Если г =  0, то этот случай сводится к предыдущему, когда а  -  
натуральное число. Пусть г >  0. Тогда 1 <  п < q — 1, q > 2, и из (25) будем иметь

\8а (п) \  >  п
. ( 7ГГ pOJ

s i n  1 Ь ъ
V q п

(26)

Поскольку последовательность 7 „ -  бесконечно малая, то существует конечный предел

I. (27)lim
П

1гг реи
sm 1 — 1--------ь ъ

q qn
7ГГ

- — = sin —
q q

7Г

q
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Тогда из соотношений (26) и (27) следует, что

|^«('ft)| >  /гsin — >  sin — >  0.

Тем самым справедливость оценки (24) установлена. I
Отметим, что если а  является иррациональным числом, то на основании множества

(23) можно подобрать такие числа, которые являются нулями 6а (п) =  0.
Если теперь дня чисел а  из Леммы 1 выполнены условия (19) при п  G [0, /?о] и оценка

(24) при п > щ,  то решение задачи (2)-(5) можно определить как сумму ряда

+00
u(x, t )  = ^ 2 un( t )Xn(x), (28)

»г=0

1Д(- un{t) определяются но формулам (20), а Х п{х) -  система собственных функций 
задачи (7), (8).

Л е м м а  2. Пусть выполнена оценка (24) при п > щ . Тогда д ля  таких п справедливы  
оценки

\u„(t)\ < Cin\i fn \, I г/4 (t) I <  C2n 2 \<pn\, —a < t < /3 ,

\u'h(t)I <  C3n 31tpn \, —a < t < 0  ,

где Ci -  здесь и далее положительные постоянные, независящие от х, t, <р(х) и п.
Доказательство этих оценок, в с и л у  Леммы 1 ,  непосредственно следует из формулы 

(20).

Р яд  (28) и его производные первого порядка в замкнутой области D  мажорируются 
числовым рядом

+00
C4 ^ 2 n 2 \ifn \. (30)

»г=0

В силу теоремы Стеклова ряд

+оо

»г=0

сходится абсолютно и равномерно па [0 , 7г], когда tp{x) G С'3[0, 7г], q{x) G С'1[0 , 7г] и

</?(0) =  <р(тг) =  0, <///;(0) — h<p"(0) =  0, <р'"(7г)  +  H(p"i7г) =  0 . (31)

Действительно, в силу условий (6)-(8) имеем
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=  J  [<p(x)q(x) -  <р"(х)]Хп(х) dx = J  ф( х )Хп(х) dx = фп . 
о о

Поскольку функция ф(х) G С'1[0 , 7г] и в силу (31) удовлетворяет условиям (6), то
на основании теоремы Стеклова ряд (30) сходится абсолютно и равномерно на [0 , 7г],

+00
Отсюда следует сходимость ряда (29), так как из сходимости ряда Апф2 (см.|13, с.

184|) получим, что
I I +°°

П— 1

=  J 2 £ n < + o c - ( 3 2 )

V п  п = 0

Тогда из (31) и (32) найдем оценку:

о . .  ̂ . . 1 / 1  9
Ч | фп | ^ | ipn | — 11рп | — j== — ( — Т" £.

s / K  ~  2 \А

из которой вытекает уже сходимость ряда (29).
Ряды из производных второго порядка но х  a t  соответственно в замкнутых областях 

D + и D _ мажорируются рядом

+00

Съ ^ 2  (33)
П=По +  1

Д ня обоснования сходимости ряда (33) рассмотрим равенство

7Г 7Г

А пф>п] =  J  <р" ( х ) \ пХ п(х) dx j  ip"(x)[q(x)Xn(x) -  Х„(х)] dx =
О о

7Г 7Г

=  (34)
О о

Последний интеграл интегрируя два раза но частям, с учетом условий (8) и (31), будем 
иметь

7Г 7Г

J  ip ''(x)X”(x) dx = J  ip11 ( х ) Хп(х) dx. (35)
о о

Тогда из равенств (34) и (35), получим

7Г 7Г

'W ra } =  [q(x)<p"(x) -  <pIV (x)]Xn( x )dx  = /  g( x ) Xn(x)dx.
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Если функция д(х) = q(x)<p"(x) — фп  [х) G С'1[0 , 7г] и удовлетворяет условиям (6), т.е. 
когда ф )  G (S'5[0, тг] и </(0) =  </(тг) =  0, <̂ (5)(0) -  Л^(4)(0) =  0, ^ (5)(тг) +  Я ^ 4)(тг) =  0, 
то но теореме Стеклова ряд

+оо

^ 2  Хпф{2)Х п(х) (36)
»г=0

сходится абсолютно и равномерно на [0 , 7г], Из равенства (31) следует, что

\гфп = fn — <Лг2\  (37)

тг +00
ГД(- fn = J  q(x)tp(x)Xn(x)dx, f n X n(x) -  сходится абсолютно и равномерно па [0,7г] к

О п = 1
функции f ( x )  = q(x)tp(x),  так как f ( x )  G C^fO,^] и /(0 )  =  / ( 7г) =  0.

Подставляя (37) в ряд (36), будем иметь

+оо

J ^ (A nfn -  Ап<рп) Х п(х). (38)
»г=0

Если функция f ( x )  G С*3[0,7г] и удовлетворяет условиям (6), т.е. когда q(x) G С*3[0,7г],
q'(0) =  q'(7г) =  0 и функция <р(х) удовлетворяет условиям (6), то аналогично обоснова­
нию сходимости ряда (30) получим, что ряд

+ оо

J ^ A  n f n Xn(x) (39)
»г=0

сходится абсолютно и равномерно па [0 , 7г], Тогда из рядов (38) и (39) следует абсолют­
ная и равномерная сходимость ряда

+оо

'У ] Ага</?,гХ п {х),
»г=0

из которого вытекает сходимость ряда (33).
Если дня чисел а,  указанных в лемме 1, при некоторых п = П\, щ,  •••, пт, где 0 < 

??i <  П‘2 <  ... <  пт < п0, щ, i =  1 ,т,  и т  -  заданные неотрицательные целые числа, 
выполняется равенство А а (п) =  0, то дня разрешимости задачи (2) -  (5) необходимо и 
достаточно, чтобы

7Г

фп =  J  ф(х)Хп(х)с1х  = 0 , п = 111, п-2 , ..., пт. (40)
о

В этом случае решение задачи (2) -  (5) определяется в виде суммы ряда

/  П\ — 1 Пт — 1 +00

U (*.«)= £ + ■ ■ ■ +  Е  + Е  » n( t )Xn(x) +  ^ 2  A pup(x i t ) > (41)
„ П=0 п = п ггг —1+ 1  П=Пт -\-1/
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где в последней сумме р  принимает значения ni,  n-2 , ...,п т, Ар -  произвольные постоян­
ные, функции up( x , t ) определяются но формуле (21), если в конечных суммах в правой 
части (41) верхний предел меньше нижнего, то их следует считать пунями.

Таким образом, нами доказано следующее утверждение.
Т ео р ем а  2. Пусть q(x) е  С 3 [0,7г],</?(#) G С̂ 5[0, 7г], </?(i)(0) =  Lpu)(тг) =  0, j  =  1,2,3;

0) =  0, ^ ъ\ т г )  +  H t p ^ [тг) =  0 и выполнена оценка (24) при п >  щ . Тогда 
если 8а (п) ф 0 ири всех п  =  0, /?о, то существует единственное решение задачи (2)-(5), 
и оно определяется рядом  (28); если 8а (п) =  0 ири некоторых п = щ , щ , •••, пт < п0; 
то задача (2)-(5) разрешима только тогда, когда выполнены условия  (40) и решение 
определяется рядом  (41).

§2 . О б р атн ы е  за д а ч и

Отметим, что различные обратные задачи дня отдельных типов дифференциаль­
ных уравнений в частных производных, т.е. дня параболических, гиперболических и 
эллиптических уравнений, изучены достаточно полно; усилиями многих математиков 
создана теория обратных задач (см. монографии 114-201 и приведенную там обширную 
библиографию). А также отметим работы |21, 221, посвященные вопросам разрешимо­
сти коэффициентных обратных задач дня уравнений параболического тина.

Пусть теперь в постановке задачи (2)-(5) неизвестны функции u ( x , t ), q(x) и посто­
янные h и Н.  В связи с этим надо ввести дополнительные условия. Эти условия могут 
быть заданы но разному. На основании теории обратной задачи Ш турма-Лиубилля |23, 
12, 24| будем предполагать выполнение одного из следующих условий (Ai), i =  1,4:

-  известны спектральные данные {А„, а п}п>о задачи (7), (8) с неизвестным потен­
циалом из класса С'3[0,7г] и неизвестными коэффициентами h и Н  (условие (Ai));

-  известны собственные значения Хп и ц,п соответственно спектральных задач (7), 
(8) и (7),

А"(0) -  fciA'(O) =  0 , Х'(ж) -  Н Х (тг) =  0 , (42)

здесь hi и Н  -  действительные числа, h\ ф h (условие (Лг));
-  известна дополнительная информация о решении задачи (2)-(5) на стороне х  = тг:

и(7г, t) = 4>(t) , - a  < t  < ft , (A3)

и.ни на стороне x  =  0 :
u( 0, t) = ф0 (t) , ~ a < t , <  ft , (A4)

где ф(1) и V’o(^) _ заданные достаточно гладкие функции.
На основании условий (^4i)—(^44) можно поставить следующие обратные задачи дня 

уравнения (1) в области D.
Первая обратная задача. Найти функцию u(x, t )  и коэффициенты q(x), h и Н , удо­

влетворяющие условиям (2)-(5) и (Ai).
Вторая обратная задача. Найти функцию u(x, t )  и коэффициенты q(x), h и Н , удо­

влетворяющие условиям (2)-(5) и (А2).
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Третья обратная задача. Найти функции u ( x , t ), q(x) и число h, удовлетворяющие 
условиям (2), (3), (5), (А3) и

ux(0,t) — h.u(0,t) =  0, их(тг,1) = fi(t), —а < t. <  (3 , (43)

где /i(t) -  заданная достаточно гладкая функция.
Четвертая обратная задача. Найти функции и,(х, t) и q(x),  удовлетворяющие условиям

(2), (3), (5), (43) и (А4), здесь h, -  известная постоянная.
Отметим, что постановка задач 3 и 4 исходит из работы 118, с. 159-163|, где дня урав­

нения теплопроводности рассмотрены аналоги этих задач при h = Н  =  0 и доказаны 
соответствующие теоремы единственности.

Приведем дня удобства дальнейшего изложения точные формулировки теорем един­
ственности решения обратной задачи Ш турма-Лиувилля |23, 12, 251.

Т ео р ем а  3. Пусть q(x) и д(х) исирсрывиыс па [0,7г] ф ункции, а наборы чисел 
{А,г, а',г},г>о и {Хп,<Уп}п>о -  спектральные данные задачи (7), (8) с соответствующими 
коэффициентами q(x), h, Н  и q(x), h, Н.  Тогда если Хп = Хп и a n = а п ири всех п > 0, 
то q(x) = q(x) ua [0, ж\, h =  h и H  = Н.

Отметим, что в случае симметричности функции q(x) относительно точки х  = п/2,  
т.е. когда q(n — х) = q(x),  и Н  = h дня определения потенциала q(x) и коэффициента h 
достаточно задать только спектр {А„}га>о.

Т ео р ем а  4. Если q(x) = qiji — х), q(x) = qiji — х), Н  = h, Н  = h и Хп = Хп, п > 0, 
то q(x) = q(x) ua [0 , 7г] и h = h.

Т ео р ем а  5. Пусть q(x) и q(x) -  исирсрывиыс ua [0,7г] ф ункции, а {А„} и {А„} - 
собственные значения задачи (7) и (8) с соответствующими коэффициентами q(x), h, Н  
и q(x), h, Н; {/j,n}n>о и {fin}n>о ~ собственные значения задачи (7), (42) с соответству­
ющими коэффициентами q(x), hi, Н  и q(x), hi, Н.  Тогда если Хп = Хп и fin =  Jin ири 
всех п > 0, то q(x) = q(x) ua [0, ж], h =  h, H  = H.

Т ео р ем а  6 . Пусть u(x, t ) ,  q(x), h, Н  и u(x, t ) ,  q(x), h, H  -  решения первой обратной 

задачи и выполнены условия (19) при всех п £ N0. Тогда q(x) = q(x) на [0 , 7г], h, = h, 
Н  = Н  и u ( x , t ) =  u ( x , t ) на D.

□  В силу теоремы 3 но спектральным данным {А„, а',г},г>о однозначно определяются 
коэффициенты задачи (7) и (8), т.е. q(x) = q(x), h =  h, и H  = Н.  Тогда из теоремы 1 
при условии (19) следует, что u,(x,t) =  u ( x , t ) в D. U

Т ео р ем а  7. Пусть u(x, t ) ,  q(x), h, H  и u(x, t ) ,  q(x), h, H  -  решения второй обратной 
задачи и выполнены условия  (19) ири всех п  G No. Тогда q(x) = q(x) на [0 , 7г], h, = h, 
Н  = Н  и и(х, t) = и(х,  t) в  D.

□  Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 6 с применением 
теорем 5 и 1. ■

Т ео р ем а  8 . Пусть и \ {.г. I ). qi(x), hi и ч>[х. I ). q2 (x), h -2 -  решения третьей обратной 
задачи и выполнены условия  (19) ири всех п  G No- Тогда qi(x) = q2 (x) на [0,7г] и hi = h-2, 
Ui(x, t) = U2 (x, t )  в D.
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□  Пусть u ( x , t ), q(x) и h -  решение третьей обратной задачи. Следуя 118, с. 160| 
введем функцию

/з

vn( x , p ) =  /  е pt£n( t )u(x , t )d t . (44)

где р -  комплексный параметр, £n(t) G С°°(—а-, [3), 0 <  £n(t) < 1, £n(t) =  0 при t G 
[—O', 1/(2??,)] U [/3 — 1/2, /3] и £n(t) =  1 при t G [1/??., /3 — 1/??]. В силу определения функции 
£n(t) интеграл (44) примет вид

/з

vn(z,p) = j  e~pt£n(t)u(x, t) d t , 
о

который является решением уравнения

/з

Vn(x,p) = (q(x) + p) vn(x,p) -  /  e~^u(x, t )^ 'n( t )dt .

Переходя здесь к пределу при ??, —> +оо, получим

v"(x,p)  — (q(x) + p)v(x,p)  =  0 , 0 <  х  <  7г 

г / (0 ,р )  — hv( 0 ,p) =  0 ,

(45)

(46)

г/(7г,р) =  /  е ptfi(t) dt = и ( р ) . (47)

Рассмотрим функцию w ( x , p ), которая является решением задачи Коши дня урав­
нения (45) с начальными условиями

w( 0 ,p) =  1 , w'(0 ,p) = h. (48)

Функции v ( x ,р) и w ( x , p ) являются решениями уравнения (45) и определитель Врон­
ского в точке х  =  0 :

W[w, v]
w V 
w' v' w( 0 , p ) v \ 0 ,p) — v( 0 , p ) w \ 0 ,p) = v \ 0  ,p) — hv(0 ,p) =  0

в силу граничного условия (46). Тогда они линейно зависимы на [0,7г], поэтому v ( x ,р) 
с(р)и>(х,р). Используя граничное условие (47), найдем

и

с ( р ) = 

v(x,p)  =

i y ( p )

и>' ( тг , р)

v(p)w(x,p)
w ' ( t t , p )

(49)
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Пусть qi(x), Ui(x, t) и hi, i =  1,2, -  решения обратной задачи (2), (3), (5), (43),
/з

(А3); 1ц(х,р) = j  e~ptUi(x,t) dt, Wi(x, t) -  решения задачи Коши для уравнения (45) с 
о

q(x) = qi(x) и начальными условиями (48) с h, = hi. Из дополнительного условия (А3) 
следует, что Vi{ji,p) =  г'2(7Г,р). Тогда в силу формулы (49) имеем

Wi(tt,p) = w 2 (tt,p) 
u4(7r,p) w!2 (tt,p) '

Поскольку функции иц(х,р)  являются решениями уравнения (45) с q(x) = qi(x) и на­
чальными условиями (48) с h, = hi, то иц(х,р)  и и^(х,р)  при фиксированном х  как 
функции комплексной переменной р  являются аналитическими во всей комплексной 
плоскости. Тогда отношения

Wj{x,p) 
w'i(x,p)

также являются аналитическими на комплексной плоскости, за исключением нулей 
и^(х,р),  являющихся особыми точками. Из равенства (50) следует, что нули и особые 
точки функций

Wi(tt,p) w 2(tt,p)
------------ и -----------
Ц(тг ,р) «4(тг,р)

совпадают. Покажем, что нули функций w\{ii,p)  и w '^n/p)  не совпадают. Допустим, что 
при р = ро

Wi (tt,p0) = Ц (7г,р0) =  0 . (51)

По построению функция Wi(x,po)  является решением уравнения (45) с q(x) = qi(x)
и удовлетворяет нулевым начальным условиям (51). Тогда Wi(x,po) =  0 на [0 , 7г], что
противоречит тому, что u>i(0,po) =  1- Таким образом, нули функций Wi(n,p)  и и^(тг,р) 
не совпадают. Аналогично не совпадают пуни функций иь2 (п,р)  и w'2 (ir,p). Тогда из (50) 
следует, что все нули функций wi(n,p)  и иь2 (п,р)  совпадают, также совпадают все пуни 
функций и4 (7г,р) и w'2 (tt,p).

Пусть р  =  р г0 является нулем функции иц(тг,р), г =  1,2. Покажем, что Ад =  —рг0 
являются собственным значением задачи Ш турма-Лиувилля

- y "  + Qi(x)y = АгУ , (52)

у \ 0) -  Ыу(0) =  0 , у(тг) =  0 . (53)

В самом деле, поскольку функция иц(х,р)  является решением уравнения (45) с 
q(x) = qi(x) и р  =  рг0, то функция Уг(х) = иц(х ,рг0) является решением уравнения (52) с 
А =  Aq =  — рг0. Первое граничное условие из (53) с.недует из (48), а второе из того, что рг0 
нуль функции иц(тг,р). Это решение ненулевое, так как в силу (48) г/ДО) =  иц(0,рго) =  1. 
Следовательно, Ад являются собственным значением задачи (52), (53), т.е. любой нуль 
функции иц(тг,р), взятый со знаком минус, является собственным значением этой зада­
чи. Справедливо и обратное утверждение. Если Ад являются собственным значением, а 
Уг(х) -  соответствующей собственной функцией задачи (52), (53), то рг0 =  —Aq является



пулом функции иц(тг,р). Таким образом, существует биекция между нулями функции 
иц(тг,р) собственными значениями задачи (52), (53) с q(x) = qi(x) и h = hi. Аналогично, 
можно показать, что существует биекция между нулями функции и^(тг,р) и собствен­
ными значениями спектральной задачи дня уравнения (52) с граничными условиями
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Пусть А* п  =  0 , 1 , 2 ,..., собственные значения задачи (52), (53), а ц гп -  собственные 
значения задачи (52), (54). Из совпадения пулей функций ид(7г,р) и и ф , р )  следует 
равенство А* =  А̂  при всех п  G No, а из совпадения нулей функций w[(ir,p) и w 2 (n,p)  
следует, что д* =  п  G No- Следовательно, спектральные задачи (52), (53) и (52), (54) 
с qi(x), hi  и q2 (x), h2 имеют одинаковые собственные значения. Тогда в силу теоремы 
5 получим, что qi(x) = q2 (x) при х  G [0,7г] и h\  =  h2. При qi(x) = q2 (x) =  q(x),  
hi = h2 =  h и функции Ui(x, t), i =  1, 2, являются решениями задачи (2), (3), (5) и (43). 
Их разность u ( x , t ) =  Ui(x,t)  — u 2 ( x , t ) является решением однородной задачи (2), (3), 
(5), (42) с /i(t) =  0 и <р(х) =  0. Теперь, применяя теорему 1 при условии (19), получим, 
что ui (x , t )  = u 2 ( x , t ) b D . U

Т ео р ем а  9. Пусть щ(х,£) и qi(x), i =  1,2, решения четвертой обратной задачи с 
qi(x) = qiiji — х) и h, = Н  =  0, и выполнены условия  (19) ири всех п  G No- Тоща  
qi(x) = q2 (x) ua [0,7г] и ui (x , t )  = u 2 ( x , t ) в D.

□  Доказательство аналогично обоснованию теоремы 8 . Аналогично вводится функ­
ция (44) и дня предельной функции v(x,p)  получаем задачу (45)-(47). Точно также 
определяется функция w ( x , p ) и устанавливается справедливость равенства (49). Из 
условия переопределения (Л 4) имеем, что t’i(0,p) =  г>2(0,р), Тогда из представления 
(49) с учетом условия u>i(0,p) =  w 2 (0,p) = 1, получим

где иц(х,р) -  решения задачи Коши дня уравнения (45) с q(x) = qi(x), г =  1,2, и 
начальными условиями (48). Из равенства (55) аналогично доказательству теоремы 8 
получим совпадение собственных значений: д* =  п  G No, задачи (52), (54) с q(x) = 
qi(x), г = 1,2. Тогда иа основании теоремы 4 о единственности решения обратной задачи 
с потенциалом, симметричным относительно точки п / 2 , получим, что q\(x) = q2 (x) иа 
[0, 7г]. После чего аналогично Теореме 8 имеем, что Ui(x,t) = u 2 ( x , t ) i: I). U

Отметим, что установленные выше теоремы 6-9 являются утверждениями о един­
ственности решения рассматриваемых нами обратных задач. Теперь остановимся на 
вопросах существования решения поставленных обратных задач 1 и 2. Дня этого сно­
ва обратимся к теории обратной задачи дня оператора Ш турма-Лиувилля, Приведем 
следующую теорему |22, с. 451, которая позволяет строить алгоритм решения обратной 
задачи (7) и (8) с неизвестными коэффициентами q(x), h и Н , и в ней приведены необхо­
димые и достаточные условия ее разрешимости но спектральным данным {А„, Q'„}„>o.

Т ео р ем а  10. Д л я  того вещественные числа {А„, Q'„}„>o были спектральными дан­
ными обратной задачи (7) и (8) с q(x) G Ь 2 [0,п], необходимо и достаточно, чтобы вы-

у \ 0) -  hiy{0) =  0, у'{тг) = 0 . (54)

1 1
(55)

«’1(тг ,р) w'2(n,p)
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иолиялись равенства

IV к .,
Рп =  y f c  = п - \  h —  , А„ ф Лт  ири п ф m  ,

7ТП П
7Г С̂Лп ^

&п =  ТГ +  Н ) Q'ra >  0 ,
2 /г

гле
7Г 7Г

х„ =  —  / g(i) cos 2nt dt + О ( — ] , x i„  =  I (тг — t)q(t) sin 2nt dt + О I —
27Г J \  n j  7Г J \  n

о о

Кроме того, q(x) G С'3[0 , 7г] тогда и только тогда, когда дня у/Х^ и а п справедливы  
представления

4

\ / К  = П +  Wl =  - ,  W2p =  0, р > 1, А„ ^  Ат  при п ф т ;  (56)
'  /?г /?4 7Гг=1

7Г ( у  *v (
— ТГ Е #  +  Т Т  • Ч + . = ° .  Р > 0 ,  а „ > 0 ,  (57)

г=1
що wn, win G 1'2; ири этом ф ункция h(x) и числа h, Н  строятся но следующему алго­
ритму:

1. По заданным числам  {А„, а п}п>о строится ф ункция

+00
F( x , t )  =

cos рпх  cos pnt  cos nx  cos nt
Q'„ Q'2

ra=0

здесь Q'° =  7г/2 при n > 0 U  Q'° =  7Г ири n  =  0.

2. Находим ф ункцию G ( x , t ) из интегрального уравнения Гельфаида-Левитаиа

X

G(x, t )  +  F( x , t )  +  J  G(x, s)F(s,  t) ds =  0 , 0 <  i <  ;r ,
о

которое имеет единственное решение в L2 [0, гг] ири любом фиксированном х  G 
(0,7Г].

3. Вычисляем q(x), h и Ft но формулам



Таким образом, если для чисел у/Х^ и а п выполнены условия (56) и (57), то но 
указанному алгоритму восстанавливаются коэффициенты q(x), h и Н , при этом q(x) G 
С'3[0 , 7г]. Тогда на основании теоремы 2 находим функцию u(x, t ) .

Теперь приведем условия разрешимости второй обратной задачи но двум известным 
спектрам Хп и р,п соответственно задач (7), (8) и (7), (42) 112, гл. VI, § 111, |23|,

Т ео р ем а  11. Д л я  того чтобы ващастваииыа числа Хп и \in, п > 0, были соответ­
ственно спектрами задач (7), (8) и (7), (42) с q(x) G С'3 [0,7г], необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись равенства (56) и
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2) но числам Хп и ц,п но указанному в теореме 10 алгоритму строится q(x), h и Н.
Отметим, что в теореме 11 самым сложным является вычисление а п но формуле 

(60). В работах 112, гл. V, § 111, |25| получены асимптотические формулы дня чисел а п 
в виде форму:: (57).

В заключение отметим, что вопросы о разрешимости обратных задач 3 и 4 остаются 
открытыми.
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(58)
г=1

7Г
где и'  = h\ +  Н  +  ^ J  q(x) clx

о

(59)

При этом ф ункция q(x) и числа h и Н  строятся но следующему алгоритму:
1) но заданным числам Хп и /и,п находятся числа

(60)
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THE INVERSE PROBLEM FOR THE EQUATION  
OF MIXED PARABOLA-HYPERBOLIC TYPE

K.B. Sabitov
Applied researches institute of of Bashkortostan Republic,

Odessa St., 68, Sterlitamak, 453103, Russia, e-mail: sabitov_fmf@mail.ru

Abstract. For a class of equations of mixed type in a rectangular area is studied initial-boundarv 
value problem with boundary conditions of the third kind. The criterion of uniqueness. The solution 
is built as the sum of series on the system of eigenfunctions of the corresponding one-dimensional 
spectral problem. There are small denominators when convergence of series is justified. When the 
aspect ratio of the rectangle which is the region of hyperbolicity, is a rational number, it is shown 
the convergence of the series in the class of regular solutions. Then the above formulation of the 
inverse problems for the mixed type equation with unknown coefficients at the unknown function 
and boundary conditions. Based on the theory of Sturm-Liouville’s inverse problems, it is proved 
sufficient conditions for their solvability.

Key words: equation of mixed type, direct and inverse problems, uniqueness, existence.
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