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А ннотация. Изучается векторная модель е суммируемым парным обменным взаимодей
ствием в статистической механике решеточных систем. В случае дальнодейетвующех'о обмена, 
получена априорная оценка близости энергии этой модели к энергии соответствующей модели 
с периодическими граничными условиями для каждох'о состояния конечши'о кристалла.
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В веден и е. В статистической механике решеточных систем часто применяется ап
проксимация изучаемой системы, при которой ее гамильтониан Н заменяется на га
мильтониан Н соответствующей ей системы с периодическими граничными условиями 
(см. 111). Такая аппроксимация упрощает всевозможные конструкции в рамках стати
стической механики и доказательства утверждений о свойствах различных решеточных 
систем. Часто, она позволяет проводить вычисления некоторых характеристик до ко
нечных аналитических форму.:: в том случае, когда это вообще возможно. При этом 
существенно, что понятие аппроксимирующей системы с периодическими граничными 
условиями вводится в том случае, когда взаимодействие обладает конечным радиу
сом. Этого оказывается достаточно при вычислении статистических характеристик на 
основе соответствующего распределения Гиббса при конечных температурах, если га
мильтониан системы принадлежит банахову пространству Ъ суммируемых гамильто
нианов 11 1. Однако, в том случае, когда приходится давать оценки энергии конкретного 
состояния, в частности, в задаче о вычислении основного состояния конечной систе
мы, совсем не очевидно, что аппроксимация исходного гамильтониана Н G Ъ системы, 
который физически не обладает конечным радиусом действия, некоторым гамильто
нианом конечного радиуса действия, должна приводить к близости соответствующих 
состояний. В настоящем сообщении мы вводим понятие аппроксимирующей системы с 
периодическими граничными условиями в том случае, когда она не обладает конечным 
радиусом действия, и дня этой системы даем оценку близости ее энергии к энергии 
аппроксимируемой системы в том же фазовом состоянии. Дня простоты изложения мы 
ограничиваемся только классическими (не квантовыми) решеточными системами ста
тистической механики и, более того, ограничиваемся только системами с парным взаи
модействием, типичным представителем которых является так называемая векторная 
модель в физике магнетизма. Распространение предлагаемых в сообщении построений 
на самый широкий круг решеточных систем с гамильтонианами из Ъ не представляет 
затруднений.
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2. В е к т о р н а я  м о д ел ь . Будем, далее, рассматривать системы статистической ме
ханики с пространством состояний & = s(x )  G R”;s 2(x) =  s2}: d , n  G N, гдехеЛ
A С Z d -  множество являющееся геометрической моделью конечного кристалла, |Л| =  
N  < оо, Это множество мы, опять же дня простоты рассмотрений, положим в виде 
Л = {0 , 1,..., L } d, L  G N -  размер кристалла. Распространение дающихся ниже по
строений па случай множеств Л, па основе которых возможно осуществлять переход к 
термодинамическому пределу по Ban Хову (см. |1|), не должен вызвать затруднений.

Положим, что гамильтониан системы дня каждого векторного поля s(x ) ,  х  G Л 
имеет вид

НлИ =  \  J (x - y ) ( s (x ) ’s (y )) ’ С1)w х,уел
что соответствует при п  =  1 ,2 ,3  моделям статистической механики, которые описыва
ют системы взаимодействующих ионов, обладающих магнитным моментом s, со сфери
чески симметричным обменным взаимодействием между ними, которое определяется 
обменным интегралом /(•). В формуле (1) функция /(•) : М обладает свойством
/ ( —х) =  /(х )  и является суммируемой Е  № ) 1  <  оо. Последнее является пеобходи-

мым и достаточным условием принадлежности гамильтониана НдМ к пространству Ъ.
Сделаем небольшое отступление в область физики магнетизма. Обычно, в микро

скопической теории магнетизма имеют дело с обменным взаимодействием, у которого 
/(•) очень быстро убывающая функция с ростом величины |х| (см., например, |2|). Д ля 
магнитного взаимодействия с таким обменом аппроксимация его финитной функцией, 
которая равна нулю при |х| > R, R  < оо оказывается очень точной но сути, и при 
конкретных вычислениях удается часто давать гарантированные оценки их точности в 
результате такой аппроксимации. В то же время, в теории магнетизма имеются и ис
ключительные случаи, когда обменное взаимодействие является далыюдействующим 
(т.п. косвенный обмен). В частности, примером такого положения является т.п. РККИ - 
обмеппое взаимодействие, которое описывает косвенное обменное взаимодействие меж
ду магнитными ионами, осуществляемое через коллективизированные электроны про
водимости (см., например, |3, 4|). Оно проявляется в металлах и полупроводниках, где 
коллективизированные электроны выступают посредниками обменного взаимодействия 
ионов, обладающих локализованными противоположно направленными спинами, ча
стично заполненных d- и /-оболочек. В этом случае

/(х )  ~  — (г cos г — sin г)

при г =  2А:^|х| —>• оо.
В случае далыюдействующето обмена аппроксимация гамильтониана Н вида (1) по

средством замены функции I  па финитную функцию может стать неадекватной. В 
частности, такое положение приводит к значительным затруднениям при исследовании 
основного состояния системы (см., например, |5|), Это, в частности, проявляется в невоз
можности использования аппроксимации гамильтониана системы соответствующим га-
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мильтопиапом с периодическими условиями, которая обычно используется только для 
систем с конечным радиусом действия (см. |2|), Дадим теперь определение аппрокси
мации с периодическими граничными условиями дня системы с гамильтонианом вида 
(1) в общем с.нучае.

Зафиксируем множество Л и па его основе определим дня каждой точки х  G Ъа 
действие оператора Рд проектирования. Точка х  G Ъа однозначно представима в виде 
х  =  ( L  + l ) ( /?iei  +  ...nd&d) + У ,  У ^ Л, ej -  орты в R d , (е.,)* =  8ij. Тогда положим Р дх  =  у.

О п р ед ел ен и е . Гамильтониан НлМ, определяемый формулой

НлИ =  ^ J (x - y ) ( s (x ) ’s (pAy))
хеЛ,yezd

назовем гамильтонианом с периодическими граничными условиями, аппроксимирую
щим гамильтониан НлМ-

Норма || • || в пространстве Ъ гамильтонианов в применении ее к гамильтонианам па 
пространстве состояний & определяется как (см. |2 |)

||НдИ || =  m ax{|A |_ 1|HA[s]| : s(x) G в ,  Л С Z d} . (2)

В случае гамильтониана с конечным радиусом действия, очевидно, что разность 
между энергиями Ha[s] и Ha[s] должна быть пропорциональна площади поверхности 
кристалла, то есть Ld_1 при L —> оо, Если же взаимодействие является далыюдейетву- 
ющим, то такая оценка должна быть слабее.

Д ня получения оценок близости но норме ||-|| гамильтонианов НдМ и НдИ установим 
предварительно следующую простую геометрическую оценку

Л ем м а. Д л я  любой точки z G Z d имеет место следующее неравенство

|А П (Zd \  А +  z)| < dLd~1 max{|cj|; j  =  1,..., d} = dLd~l ||z||0 (2)

и ири \ z \> L выполняется |A П {Zd \  A +  z)| =  0.
□  Последнее равенство в формулировке леммы очевидно. Доказательство неравен

ства (2) проведем индукцией но d. При d =  1 и |z| < L  имеем точное равенство, так как 
А =  {0 ,1 ,..., L}  и А +  z =  {z, z +  1,..., л +  L}. Тогда |А П (Z \  А +  z)| =  L — (L — |с|) =  \z\. 

Пусть неравенство (2) имеет место дня значения d. Тогда, так как, в общем случае,

d

\ \ n ( Z i \ A  + z)\ = L d - ' [ [ ( L - \ z i \),
3=1

то дня значения (d +  1), дня любой точки z =  (c i , ..., Zd, ~d+i), имеем, согласно предпо
ложению индукции,

d+l
|Л П ( Z d + l  \  Л +  z)| =  L d+I  -  n < L  -  |_-,|) =

3 = 1
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d+l
L { L d -  n < L -  N ) j  +  [ L { П №  -  l-il) -  n < L -1^1)

3 =  1 3 =  1 3 =  1

<

a
< clLd+l max{ | ̂  |; j  =  1 “  N ) ) ( L ~  (L ~  \-d+i\)) <

3 =  1

< dLd+l m ax{|^j|; j  =  1,..., d} +  L d\zd+i\ < (d + 1 )Ld+l m ax { |^ |; j  =  1,..., d +  1} . ■

Сформулируем основной результат настоящего сообщения.
Т ео р ем а . Имеет место следующая оценка

||HA[s] -  HA[s]|| < ^ L d~l №)l llxllo • (3)
х€2Л

□  Очевидны следующие неравенства

||HA[s] -  HA[s]|| <  ^ lJ (x - y ) l  (®(х ) ’ ®(рлУ))  < у  ^  | / ( х - у ) |  =хел, w хел,
y & d \ A  y & d \ A

s2
Е | а д и г <^л )| .  w2
z&Zd

где r(z ;A ) =  { (x ,y ) : x  — у =  z ,x  G Л, у /  Л}. Множество T(z;A) пусто в том 
случае, когда z /  2Л. Если оно не пусто, то каж дая пара, принадлежащая ему взаимно 
однозначно определяется точкой х  G Л так, что у  =  х  — z G Л, то есть х  G (Zd \  Л) +  z. 
Следовательно, Г(г; Л) =  |Л П (Zd \  Л +  z)|. Теперь остается применить оценку (2). ■

Из полученной оценки (3) разности энергий с.недует, что дня далыюдействующих 
взаимодействий таких, что HA[s] G Ъ, но дня которых

iix ii° =  °° ’
x€Zd

эта разность возрастает быстрее, чем площадь поверхности кристалла, что и затрудняет 
использование в этом случае аппроксимации исходной системы соответствующей ей 
системой с периодическими граничными условиями. Тем не менее, справедливо

С л ед ств и е . Если  HA[s] G Ъ, то ири термодинамическом предельном переходе имеет 
место

, lim  ш 1|На [ 8 ] - Н а [ 8 ] | | = 0 .|Л|—s-oo |Л|
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□  Так как НлИ G Ъ , то Е  № ) |  <  оо. Д ля функций /(•) такого типа имеет 
место

lim ± £ / ( х ) | | х | | о  =  0 .
L—̂ oo ]_j z—J х€Л

В самом деле, выберем произвольное число £ >  0 и найдем такой размер Ь£, дня кото
рого

iJ (x ) i < e -
х  : | x | > L £

Тогда

Е а д и о =  i/ (x )Nix iio+ IJ (x )i Нх 11о-
х€Л x€A:|x|>L£ x€A:|x|<L£

Д ня оценки первой суммы используем неравенство ||х ||0 <  L  и зафиксировав Ь£ и 
поделив на L, перейдем к пределу L —> оо, В результате, получим, что

И т -гУ ^В Д Ц хЦ о <  е .
L—̂ oo J_j J х€Л

Ввиду произвольности числа £, получим требуемое, ■
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ENERGY ESTIMATE OF VECTOR LATTICE MODEL 
W ITH PERIODICAL BOUNDARY CONDITIONS
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Abstract. Vector model with integrable pair exchange interaction in statistical mechanics of 
lattice systems is studied. For each phase state of finite crystal it is obtained an priori estimate of the 
model energy closeness to the energy of correspondent model with periodical boundary conditions 
in the case of long-range action.
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