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Аннотация. Вводится понятие состояний .линейных операторов. Получена теорема об эк
вивалентности состояний разноетши'о оператора и матричшн'о оператора епециальши'о типа.
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1. В веден и е. Пусть X — комплексное банахово пространство, End X — банахо
ва алгебра линейных ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X с 
нормой ||Д || =  sup ||А г ||. х  G X. A  G End X. Отметим, что оператор А  называется 

IMI<i
обратимым, если его ядро КегЛ =  { j  G X : А х  =  0} пулевое и образ ImЛ  = { Л х ,х  G X} 
оператора Л  совпадает со всем пространством X. Далее, символом J  обозначим одно из 
множеств или J c, где G {Z, Z+ } и J c G {М, М+} соответственно, причем Ъ+ =  NU{0} 
и М+ =  [0, оо). Символом 1Р =  /p(Jd, X), где р  G [1, оо), обозначим банахово пространство 
последовательностей векторов из комплексного банахова пространства X, суммируемых 
со степенью р  для р  G [1, оо) и ограниченных при р = оо, с нормой

\  1 / р
х(к) | \р ) , х  G Ip, p G [ l ,o o ) ,  Ц̂ Цоо =  sup ||rr(A:)||, x  G /оо-

'  fceJd

Символом Co =  c0(Jd, X) обозначим замкнутое подпространство последовательностей 
х  G /оо со свойством lim ||;г(А:)|| =  0.к—̂оо

Далее, символом Сь,и =  Сь,и($с X )  обозначим банахово пространство непрерывных 
и ограниченны х ф ун к ц и й , определенны х на J c, со значениям и в X и нормой ||;г|| =  
sup ||;r(i)||, символом Со =  C 0( J c, X )  —  зам кнутое подпространство ф у н к ц и й  х  G Сь,и со

свойством lim ||;r(i)|| =  0 (исчезающих на бесконечности).
| i  | —У оо

Наконец, договоримся обозначать сиволом 5 (J , X) любое из введенных в рассмотре
ние банаховых пространств (используется запись 5  G {1Р, /оо, с0, С^и, Со}).

Кроме того, в пространстве $ (J ,X ) рассмотрим изометрический оператор сдвига 
вида:

(Sx)(t) = x (t  +  1), t G J, ;rG 5 (J ,X ) , S  G E n d 5 (J , X).

Зам ечание 1. Пространство $ (J ,X ) инвариантно относительно сдвига.

ш Е
kGld
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2. О сновны е результаты . Рассмотрим в пространстве X) разностное уравне
ние вида:

x (t  +  2) +  +  1 ) +  B 2(t)x(t) =  f i t ) ,  t e l ,  x, / g 5 ( J , X ) ,

где
Bi G /oo(J, EndX), i =  1, 2, если J  = 

Bi G Сь(J, EndX), i =  1,2, если J  =

Путем замены
#i(t) =  x(t), 

x  2(t) = x ( t  +  1 ).

разностное уравнение вида (1 ) сводится к уравнению вида:

где функция

имеет вид:

y(t +  1) + M (t)y(t) =  f ( t ) ,  t G J, J ,  /  G S(J, X  x  X)

В  G Zoo(J, E n d (X  x X )), если J =  J d, 

В  G Сь(J, E n d (X  x X )), если J =  J c,

S( 1) - I

»(«)!/(«) I ^  3 (1) + в м  )  (  p!(t)

y it) s ) -  i-

( 1)

( 2)

( 3)

Т еорем а 1. Ф ункция x  G $ (J ,X )  является решением уравнения (1) тогда и только 
тогда, когда у G $ ( J ,X  х X ), построенный но правилу (2), является решением уравне
ния (3).

Запишем уравнение (1) в операторной форме:

T>x = f ,

где оператор D G E nd$(J,X ) определяется формулой:

D = S 2 + B iS  +  В 2 ,

Точпо также запишем в операторной форме уравнение (3):

D х  = f ,

где оператор D G End(J, EndX х X) определяется в виде:
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Отмстим, что операторная матрица S имеет вид:

5  0 
0 5

Возникает естественным образом вопрос: насколько операторы D и D обладают оди
наковыми свойствами в вопросах строения ядра, образа и свойств обратимости.

В дальнейшем используется следующее важное понятие (см. также |1|, |2|),

О пределение 1. Пусть A  G EndX. Рассмотрим следующие условия:
1). Кег Л =  0 (т.о. оператор Л ииъективеи):
2). 1 <  п  =  dim Ker Л < оо;
3). Кег Л — бесконечномерное подпространство из X (dim КегЛ =  оо);
4). Кег Л — дополняемое подпространство в X;
5). 1шЛ =  1шЛ (образ оператора Л замкиут). что эквивалентно положительности 

величины (минимального модуля оператора А)

7  (Л) =  inf 1 1 1 1
.т€-0(л)\кегл dist(;r, КегЛ) 

где dist(;r, КегЛ) =  inf | |;г —;Го| | — расстояние от вектора х  до подпространства КегЛ.
ж о € К е г  А

6). Оператор А  корректен (равномерно ииъективеи), т.е. КегЛ =  0 и 7 (Л) >  0;
7). Im Л  — замкнутое подпространство из X конечной коразмерности 

ахШ пЬ пЛ  =  m  >  1 ;
8). 1т Л  — замкнутое подпространство из X бесконечной коразмерности 

( e o d im ln ^  =  00);
9). Im Л  — замкнутое дополняемое в X подпространство;
10). 1 т  Л  =  X (Л — сюръективиый оператор):
1 1 ). Оператор А  обратим.
Если д ля  оператора А  выполнены все условия из совокупности условий S  = i 1 , . . . ,  ik , 

где 1 =  *i <  i -2 < ■ ■ ■ < ik <  11, то будем говорить, что оператор А  находится в состоянии 
обратимости S. Множество состояний обратимости оператора А  обозначим символом

Т ео р ем а  2. Множество состояний обратимости операторов D Е End(J, X) и D G 
E ndS(I, ОС х  X) совпадает, т.е.

S tinvT> = Stira,D .

Рассмотрим теперь более общую задачу. Пусть А ,В 1,В 2 — операторы из EndX. По 
ним построим оператор вида:

Л  =  А 2 +  В \А  +  В 2 . (4)

Наряду с оператором Л, рассмотрим оператор, заданный матрицей
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т.е. А х  = (А х\ — Х‘2 , В 2 Х1 +  А х 2  +  £>1^ 2), щ с х  =  (^1 ,^ 2) G X х X.
В да.иьпейшем, как правило, для задания оператора А будем использовать запись:

х \  \  _  /  A —I  \  /  х \ \  {  А х \ — х'2

х'2  J \  В 2 А  + B i )  \  х 2 )  V B 2x i +  А х 2  +  В 1 Х2

Рассматриваемые операторы Л  и А принадлежат алгебре операторов вида 5  и D 
соответственно. Поэтому, справедлива

Т ео р ем а  3. Множество состояний обратимости операторов А  и А совпадает:

Stin.vЛ  =  St

Дня доказательства теоремы используются следующие вспомогательные утвержде
ния:

Л ем м а 1. Ядра операторов А  и А изоморфны, причем изоморфизм осуществляет 
оператор:

х  ь-> (х , А  х) : X  X  х  X  .

Непосредственно из леммы 1 следует

С ледствие 1. dim КегЛ =dim  Кег А.

Из следствия 1 немедленно получаем
Зам ечание 2. Условия 1-3 из совокупности условий S  выполнены дня оператора Л 

тогда и только тогда, когда они выполнены дня оператора А.

Отметим также, что ядра операторов Л  и А являются замкнутыми подпростран
ствами.

Л ем м а 2. Ядро оператора А  дополняемое тогда и только тогда, когда ядро опера
тора А дополняемое, причем проектор на ядро оператора А  и А имеет вид

З5 =  Р\\ +  Р2 2 А  ,

У 0 

ч А Т  0
соответственно.

Из леммы 2 немедленно следует выполнение свойства 4 из совокупности условий S.

Л ем м а 3. Произвольный элемент z G X принадлежит образу оператора А  тогда и 
только тогда, когда иара (0, л) G X х X принадлежит образу оператора А.

Л ем м а 4. Пара (г/ь г/2) G X х X принадлежит образу оператора А тогда и только 
тогда, когда вектор у2 +  (А  +  £>i)yi принадлежит образу оператора А .



Выполнение свойства 5 немедленно следует из следующих утверждений: 
Л е м м а  5. Образ оператора А  замкнут тогда и только тогда, когда замкнут образ 

оператора А. 

Справедливость свойства 9 немедленно следует из леммы
Л е м м а  6 . Образ оператора А  дополняемое подпространство тогда и только тогда, 

когда образ оператора А  дополняемое подпространство, причем проектор на образ опе
ратора А  и А  имеет вид

У = Р22 + {А + B i )PV2 ,

/  0
- ( 1 - У ) ( А  + В{) У

соответственно.
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A bstract. The concept of linear operators states is introduced. The theorem about the state 
equivalence of the definite difference operator and the matrix operator of special type is obtained.
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