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Аннотация. Изучаются функционалы от функций комплекенох'о переменнох'о, зависящие 
от значения функции и ее производных в фиксированной точке. В работе параметрическим 
методом установлены управляющие функции в уравнении Левнера, приводящие к храни чным 
функциям, связанным с такими функционалами на классе голоморфных однолистных в круге 
р-симметри чных функций.
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1. В веден и е. Пусть Sp, р  =  1, 2, . . .  — класс голоморфных однолистных в круге 
Е  =  {z : |с| <  1} функций f  (z) =  л +  . . . ,  отображающих Е  на области, имеющие р- 
кратную симметрию вращения относительно нуля, т.е. таких что

(
• 2irk \  ■ 2irk

е р z )  = е р f ( z )  , к = 1, 2, . . .  , р -  1.

Плотный подкласс класса Sp образуют функции f  (z) =  lim eT( ( z , r ) ,  где ( (z , r)  -
т —>-oo

решение уравнения Левнера

d (  ( z , t ) 

clr -С  (z,t) np (r) +  {z, t )

№ (r ) -  Cp r)
С (-,o) < 1 , 0 <  r < oo (1)

в котором управляющая функция /л (г) , \/л (r)| =  1, является непрерывной или кусочно- 
непрерывной на [0,оо).

Функционалы, зависящие от значения функции и её производных в фиксированной 
точке области задания, являются объектом исследования в различных экстремальных 
задачах, главной из которых является нахождение множества значений таких функци
оналов. Подобные функционалы изучались Л. Бибербахом, Г.М. Голузиным, П.Е. Б а
зилевичем, П.П. Куфаревым, Н.А. Лебедевым, И.А. Александровым и другими.

Представляет интерес задача об описании управляющих функций в уравнении Лёв- 
нера, приводящих к функциям, вносящим граничные точки в область значений этих 
функционалов. Такие /л (г) мы называем экстремальными.

В настоящей работе рассматриваются функционалы

h  (/> ~) = 1п
/ ( - )

1 2 ( / ,  Z )  =  111
£ Ш
/ ( - )

/ 3 ( / , z) =  1п | / ' ( г ) |
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на классе Sp, для которых параметрическим методом находятся экстремальные управ
ляющие функции р, (г) в уравнении (1). Д ня функционалов Д , Д  экстремальные управ
ляющие функции уже были получены в работах |1|-|3|. Кроме того, в работах |4|, |5| 
были получены экстремальные р  (г) дня arg / '  (л )  на классах S  =  S i и Sp , р  =  2, 3, . . .

2. П арам етризация ф ункционалов. Из уравнения (1) имеем

1 d(  =  _1  _  2(р ^  d (In ет() = 2(р
с dr рР -  Ср dr  рР -  Ср

Продифференцировав равенство (2) но л, и обозначая через ('  ироизводиую функции 
(  ( z , r)  110 л, будем иметь

* С = _  2к < у
d r  С ( р р  -  ( р )

Проинтегрировав равенства (2) и (3) но т, 0 <  т <  оо, получим

ь  М  = . 2 Г - £ Щ — Лг (4)
-  J o  №  ( г ) -  Ср т)

и
In ^ > = - 2 р Г  - d T , (5)

/ ( - )  J o  ( р р  ( г )  -  Ср  ( ~ , т ) )

где /  (z) Е Sp.
Множества значений функционалов In и In пе зависят от arg л, поэтому 

можно считать, что z = г, 0 <  г <  1.
В ведём обозначения

1C (г, г) I =  р (г, г) , С (г, г) Д (г) =  р (г, т) у (г, г) (6)

и запишем уравнение (1) в виде

d In (  (г, т) 1 +  рР (г, т) ур (г, т)

откуда получаем
dr  1 — рР (г, т) ур (г, т) ’

d In р 1 — р2р
dr  11 -  ррур 2 ’ (7)

.d arg С РР (УР ~ У Р)
dr \\ — ррур\

Из формулы (7) с.недует, что функция р (г) монотонно убывает, причём р (г, 0) =  г, 
lim р (г, т) =  0.

т —>-оо
Преобразуем функционалы (4) и (5) при z = г, применив обозначения (6). Получим
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In f ( r )

In
гт (г

f  (г)

- 2

— 2р

f°° f  (г, т) ур ( г ,  т) d_ 

L  1  -  Рр (г, т) ур ( г ,  т) Т

Г°° (? (г, т) ур (г, г)
'о (1 -  рр(г,т) ур(г,т)У

тс1т .

Заменим в этих интегралах г  иа р, используя формулу (7). Тогда

t / - y  - | i  - p > y f
О 1 -  рРуР 1 -  Р2р

p‘]~1dp 1

dp =  —2
-  р Р - у  (1  _  f f y P )

1 -  р2Р
dp =

In
г г  г

/ ( О

- 2 /Jo 1 -  р2̂  р

у  _  р р )  р р - 1
— 2р

/о ( 1  -  Р р У р ) ( 1  -  Р2 р )
d p .

Вместо кусочно-непрерывной функции у (г, р) , |y (r , р)| =  1, 0 <  р <  г, введём
Л  +  Л 1/р

вещеетвешюзначную функцию t ( r , p ). такую что у =  ( ------- ] . Кроме того, в но.иу-
\ i - t j

1 / р

ченных интегралах сделаем замену переменной, положив р =  ( -—;—  ) . Будем иметь

/  (г) 1 f 1 t2 — 1 ds 1
In

2 г
I 9 1  111 ( l — r 2p) +  —

P J a t  +  1 S P  P

1 — S
1 + S'

^  t ds

In
r t  (r 

/ ( 0

-1 +2t 2 -  s ds
s2 s

+  2 i

t 2 + 1 s 

1 is  ds

1 -  rp
где a = — — Таким образом,

1 +  ГР

h  ( / ,  r) =  In fix)

t 2 + s2 s

1

где cji (s, t)
t 2 -  1 1

ОД(' 92 (s, t)

t2 +  1 p s '

t 2 -  s2 1

2̂ ( / ,  Г) =  111
r T (r

f { r )

gi (s, t) ds — -  In (l — r 2p)

=  /  fif2 ( s ,i )d s ,

(9)

( 10)

t2 +  s2 s 
Очевидно, что

/ з ( / , г ) = 1п | / , (г)| 

где д3 (s, i) =  gi (s, i) +  g2 (s, i).

(/з (s, i) ds — -  In (l — r 2p)
p ( и )



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2014. №25(196). Вып. 37 47

3. Э кстрем альны е значения ф ункционалов. Каждое из уравнений ( 
0 , г =  1, 2, 3, даёт t (s) =  0 и t  (s ) =  оо.

Выполнив интегрирование в (9)-(11) при t (s) =  0, получаем

L = In
1

(1 +  r'P)2/p

1 -  rp
h  =  In — —  , h1 +  rp

In
1 -  rp

(l + rp)1+2/p '

To есть при t (s) =  0 функционалы I \ , I2 , /3 достигают своих минимальных значений 
|4|, Вычислив теперь интегралы в (9)-(11) при t (s) = сю. находим значения функцио
налов

1\ =  In
1 1 _|_ ГР l + r p

1о — i l l--------  , 1 я — 111------------1 1 о /1 — fp ^  _  гРу+ 2/р(1 -  г'Р)2/р 

являющиеся максимальными |4|,
4. Э кстрем альны е управления. Восстановим управляющие функции д (т), при

водящие к минимумам функционалов 1\ , 12 , / 3.
Берём t =  0, следовательно у =  1 . При таком у уравнение (8) записывается в виде

d arg С (г, г) 
dr

arg  С (г,0)  =  0

Следовательно, a rg (  (г, г) =  0. Таким образом, ( (г, г) =  р (г, г), и из формул (6) нахо
дим Д =  1 /р. Значит, ц = \ Ь — экстремальные управляющие функции, доставляющие 
минимальные значения функционалам Д . 12 , / 3.

Найдём теперь функции /л (г), приводящие к максимумам функционалов Д , Д , /3 . 

При t = оо имеем у =  (—1) и уравнение (8) с начальным условием arg^ (г, 0) =  0
даёт arg (  (г, г ) =  0. Используя формулы (6), находим, что ц  =  (—1) ^  - экстремаль
ные управляющие функции, приводящие к максимальным значениям функционалов
Д , Д  , / 3.

Таким образом, справедлива следующая теорема.
Т ео р ем а . Экстремальные управляющие ф ункции, приводящие к минимальным зна

чениям функционалов  Д ( / ,  с) =  l n | / ( c ) / c |  , I 2 ( f , z )  =  In \ z f  ( z ) / f  (c)| , /3 ( / , л) =
где /  (л) Е Sp , р = 1, 2, . . . ,  имеют вид /х =  1 Экстремальные управляю

щие ф ункции, приводящие к максимальным значениям этих функционалов, имеют вид

Проинтегрировав уравнение Лёвиера (1) с управлением /л =  l 1̂ , находим

С (г,т) =
( 1  -  л / 1  -  4/лГ! ( с )  е - Р - у  

Ш г (z) е~Рт

где К \  (с)
(1 +  zp)2 ■ и выбираем однозначную ветвь функции (  в соответствии с
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условием ( ( z , r ) =  е Tz + Функция f  (z) =  lim eT( ( z , r ) =
%

является
™  (1 +  Z'P)

граничной для функционалов I \ , I 2 , /3  на классе Sp, на которой данные функционалы 
достигают своих минимальных значений.

Проинтегрировав уравнение (1) с ц  =  (—1) ^ , получаем

С (z,t)
(1 -  y / l  + 4 K 2 (z)e-Pr y

1 / р

где К 2 (~) =

4/ \ 2 (с) е~Рт

2 . Однозначная ветвь полученного решения, удовлетворяющая
(1 -  zp)

условию (  (z, т) =  е~тz +  . . . ,  даёт функцию /  (с) G Sp , па которой функ-
(1 -  zP) 1р

ционалы 11 , 12 , /3 достигают своих максимумов.
При р  =  1 получаем экстремальные управляющие функции дня функционалов 

11 . I2 , Is па классе S.

5. Заклю чение. Область значений любого функционала, зависящего от /  (с) и 
f  ( z) ,  /  (с) G Sp , можно получить соответствующим преобразованием области значений

системы функционалов < In{ In / ( - )

1 Z

/ ( - )  1 a rg  , in
/ ( - )

arg (~)

/ ( - )
/  G Sp

Исследования но описанию экстремальных управляющих функций, проведённые в дан
ной работе, продолжаются в отношении оставшихся функционалов системы. Получен
ный результат развивает параметрический метод, являющийся одним из основных ме
тодов геометрической теории функций комплексного переменного.
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Abstract. Functionals on complex variable functions depending on function values and deriva
tive values at fixed point. Using parametric method control functions in the Loewner equation have 
been set which have led to boundary functions connected with the class of holomorphic univalent 
in the disk and p-symmetric functions.
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