
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2014. №19(190). Вып. 36 57

MS С 34L40

СПЕКТРАЛЬНЫ Й АН АЛ И З ОПЕРАТОРА Д И РА К А  
В ЛЕБЕГОВЫ Х П РО СТРА Н С ТВ АХ. 

АНТИП ЕРОДИЧЕСКИЕ КРАЕВЫ Е УС Л О В И Я  
И КРАЕВЫ Е УС Л О В И Я  Д И РИ ХЛ Е  

Е.Ю . Романова

Воронежский Государственный Университет, 

пл. Университетская, 1, Воронеж, 394006, Россия, e-mail: vsu.romanova@gmail.com

Аннотация. В статье изучается оператор Дирака в лебм'овых пространствах в случае ан- 
типеродичееких краевых условий и краевых условий Дирихле. Для исследования спектраль
ных свойств данши'о оператора применяется метод подобных операторов. Получены резуль
таты об асимптотике спектра, а также оценки равносходимости спектральных разложений.
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тотика спектра, спектральные разложения, равносходимость спектральных разложений.

Введение. Пусть Lp[0,2n] -  банахово пространство суммируемых со степенью р G 
[1, оо) па [0,27т] функций. Посредством 5F =  ^ ([0 ,27т], С2) будем обозначать одно из 
введенных ниже пространств.

Ьр =  Lp([0, 27г], С 2) — банахово пространство (пространство Лебега) суммируемых 
со степенью р G [1,оо) па [0, 2и] и со значениями в С 2 функций, для которых конечна 
величина 2тг

11*11 р  =  (J  \\x(t.)\\̂ 2dt)1/p , t G [0, 27г] ; 
о

Loo =  Loo([0 , 2tt],C2) — банахово пространство существенно ограниченных измери
мых функций с нормой

IfIIoo =  vrai sup ||;r(tj||C2 ;
t€[0,27r]

Сь =  Сь([0, 27г], С 2) — банахово пространство непрерывных и ограниченных функций 
на отрезке [0, 27т] и со значениями в С 2 с нормой

|*||оо =  sup
t€[0,27r]

В случае, когда 5F =  Lp, определим пространство Соболева Wp([0, 2п\, С 2) =  { у  G 
Lp([0, 27г], С 2),р  >  1 : у абсолютно непрерывна и у G Lp([0, 27т], С 2)}.

Через С 1̂ ([0, 27г], <С2) =  { у  G Сь([0, 2п\, С 2) : у G Сь}  обозначим банахово простран
ство непрерывно дифференцируемых функций из Сь в случае, когда J  =  Сь-
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Символ Эг1 =  Эг1([0 , 27г], С2) будем использовать для обозначения одного из введен
ных выше пространств.

Рассмотрим оператор Дирака Lbc : D ( L bc) С 5F —> 5F, заданный дифференциальным 
выражением
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где P, Q  G Loo([0, 27г], С 1), С 1 =  С -  поле комплексных чисел и 5F =  Эг( [0, 27г], С2).
Область определения оператора Ьъс задается с помощью одного из краевых условий:
(a) антипериодические (Ьс=ар: * ( 0) =  —*(27г));
(b) Дирихле (bc=dir: * i(0 ) =  #2(0), *i(27r) =  #2(27г)).
Дня исследования спектральных свойств оператора Дирака мы будем использовать 

метод подобных операторов, а также методы гармонического анализа. Именно мето
дом подобных операторов исследовался оператор Дирака в статье |4| в гильбертовом 
пространстве Ь2 ([0, 7г], С 2) .

Дня определения D(Lbc) рассмотрим дифференциальное уравнение

где U(0) =  I — тождественный оператор в С 2. Это уравнение эквивалентно уравнению

Согласно 111, операторпозпачпая функция U обратима. Рассмотрим семейство эво
люционных операторов

где х  удовлетворяет одному из краевых условий, определенных выше. Отметим, что 
функция х  по определению непрерывна.

t G [0, 27г]

lX(t, s) =  lX(t)lX : (s) , t, s G [0, 27t] . 

Функцию x  G J  отнесем к области определения оператора Дирака

если существует функция /  G 5F такая, что имеет место равенство

о



Согласно |2 |, спектр оператора Ьъс не зависит от выбора пространства Эг, в кото
ром он действует. Поскольку метод подобных операторов относится к возмущениям, 
область определения которых содержит область определения певозмущеппого операто
ра, то изучение оператора Дирака будем осуществлять в пространстве 3  при условии, 
что Р, Q G Эг. И ввиду сказанного спектры таких операторов совпадают.

Если v =  0 (пулевой потенциал), то оператор Ььс далее обозначается символом L°c, 
Оператор L°c будем называть свободным оператором Дирака, который при изучении 
оператора Ььс будет играть роль певозмущеппого оператора, а оператор умножения па 
потенциал v — возмущения.

Спектр <r(L°c) и  собственные функции дня L°c не зависят от выбора рассматривае
мых пространств и легко определяются следующим образом:

(a) <r(L°p) =  Z  +  1/2; соответствующие собственные функции имеют вид:
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где Хп =  п +  1/2, п G Z;
(b) <j(Ljir) =  Z; каждое собственное значение простое и соответствующая пормиро-

Отметим, что оператор Дирака, определенный выше, ранее не рассматривался (кро
ме как для P, Q  G Ь2[0,2тт]). Заметим также, что в статьях |8 |- |10| изучался оператор 
Дирака с потенциалом в пространстве (7[0,1], и была получена асимптотика собствен
ных значений, построена асимптотика решений соответствующих параболических урав
нений.

2 . О сн овн ы е результаты . Основная идея метода подобных операторов |3|- |4|, |1 1 |- 
1121 состоит в следующем. Пусть А — линейный хорошо изученный оператор, действую
щий в банаховом пространстве X (он обычно называется певозмущепным оператором), 
и В — другой оператор, который в некотором смысле "мал" но сравнению с А. При 
определенных условиях естественно ожидать, что оператор А — В  подобен оператору 
А — В0, где В0 имеет несложную но отношению к А  структуру. Оказалось, что проце
дура построения оператора В 0 и оператора преобразования оператора А — В  в А — В 0 
тесно связана с гармоническим анализом линейных операторов из некоторого простран
ства возмущений оператора А,  которому принадлежит и В.  Проверка условия подобия 
операторов А — В  и А — Во обычно приводит к вопросу разрешимости некоторых нели
нейных уравнений в пространстве возмущений.

Применяя метод подобных операторов дня исследования спектральных свойств опе
ратора Ььс,Ъс G {ар, dir}, свободный оператор L°c будем считать невозмущеиным опе
ратором. Он будет обозначаться также символом А. Таким образом, Lf,c =  А — В, где 
-В-оиератор умножения на потенциал v.

Всюду в дальнейшем X =  ^([0, 27т], С 2) будем отождествлять с банаховым простран
ством Э ^ л -^ С 2) периодических периода 2тт функций одного из пространств, включен
ных в 3.



Через L 2?r(]R) обозначим банахову алгебру периодических периода 2тт локально сум
мируемых функций. Тогда па EndX введем структуру банахова L 2?r(IR) — модуля, опре
деленную следующим образом:
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где (р G Ь'1Ж(Ш),Х G EndX, T (i) : М —> EndX — периодическая периода 2тт изометриче
ская сильно непрерывная группа операторов.

Заметим, что \\'~рХ\\ <  Ц^Ц^ХЦ.
Рассмотрим последовательности трансформаторов, входящих в допустимую тройку 

метода подобных операторов |3|:

t G [0, 2тг), х  G X, X  G End X, m  G Z + .

Теперь, пользуясь формулами, определенными выше, выпишем представление опе
раторов JB  =  JbcB, ТВ =  ТъсВ , где Ъс G {per, dir}.

Отметим, что оператор Ьар подобен оператору Lper — В — I , где Lper — оператор 
Дирака, определяемый периодическими краевыми условиями #(0) =  ;г(27г) 1121: В -

му изучение спектральных свойств оператора Lap сводится к изучению спектральных 
свойств оператора Дирака Lper — В.

Таким образом, но существу можно ограничиться изучением операторов Lpei- и Ldir. 
Имеют место следующие равенства.

2тг

(1)
О

JmX  =  J X  -  J ( f mX ) +  f mX  =  J ( X  -  f mX )  +  f mX
TmX  =  Г Х  -  Г ( fmX )  =  T ( X  -  f mX )  =  ( /  * (1 -  f m) ) X

где

2тг

(JX):r =  X 0x  =  —  f  T ( t ) X T ( —t)x dt =  ioX. io =  1.

о
vn

Ш  = 5 3 ( 1 -  M )e“  ||/„,|| =  ! ,/(« )  =  i(t -  ж)
n=—m

оператор умножения на нотеициал Поэто-
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47Г
1

((TpeYB)x) (s )  =  2 - / 1  /
i x J  ' / (

0
т  — S \  /  S  +  т  

Цг

S — Т \  / S  +  г

2 /  V 2 
0

z i (t )
ж2(г)

dr , (3)

2 V 2

где х  =  ( x i , x 2) G Э^тгО^С2), р >  1, s G [0,27г], f ( t )  =  i(t — 7г), t G [0 ,7г), /  G Э̂ тг

87Г
1

167Г
3Cdir(s, T)x(r)dT , *  G Э^тгО ,̂ С 2) , s G [0, 27г] , (4)

87Г

167Г
3Cdir(s, T)x(r)dT, *  G Э ^ О ^ , c 2) , s G [0, 27t] , (5)

где

3Cdi r ( s , r )

Ф

2

—s — т

Ф

Ф

2

—s +  r

2 / /

3Cdir(s ,r)
/V £ ± I W S _ T / Г ^ ф Л  +  Л  ^

2 J

Ф (u) P(u) +  Q (-u )
Ф G ^ ( E , C 2).

Методом подобных операторов были получены следующие результаты.

Т еор ем а  1. Если число in G Z + таково, что || ||! <  1, (т.е. оператор I  +  ТтВ
обратим), то оператор Ььс =  А — В, где А  =  L°c, В — оператор умножения иа v, иодобеи 
оператору Lbc =  L°c — В , где

В =  JmB  +  ( /  +  TmB) 1(BTmB  — (TmB)JmB)  , 

причем имеет место равенство

(А -  В)  ( /  +  ГтВ)  =  ( /  +  ГтВ) ( А -  В ) .

Операторы JmB , ГтВ, ВГ тВ, (TmB)(JmB),  В  являются комиактиыми.
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Т еор ем а  2. Пусть число m  G Z + таково, что ||TmB  || i <  1. Тогда оператор Lbc =  А —В  
иодобеи оператору вида

А -  J { X  -  f mX )  =  A -  JmX  =  А - В о ,  (6)

где оператор X  —решение уравнения X  =  ВГ тХ  — (TmX ) ( J mX )  +  В  =  Ф (Х), которое
можно иайти методом последовательных приближений.

Преобразование подобия оператора А — В в оператор А — В 0 осуществляет оператор 
1 +  ТтХ .

Непосредственно из теоремы 2 следует
Т еор ем а  3. Возмущенный оператор является оператором с комиактиой резольвен

той и существует такая нумерация собственных значений,что а(Ььс) представим в виде

cr (L bc) =  <7( т )  | J (  [ J  (Тп ) , (7 )
\п\>т-\-1

где <j(m) — конечное множество, a <jn, \ п |> m  +  1 , определяются равенствами

Vn =  {п  +  1/2 +  а ^ }, И т а>п =  0 , если Ъс. =  ар ;
га— оо

оп =  {п  +  7 lim 7 п =  0 , если Ъс =  dir .

Поскольку Рп — проектор Рисса, построенный но одноточечному множеству {Л „} С 
a(L^c) ,n  G N, тогда в следующей теореме Р(т) ,Рп,п >  т +  1, — проекторы Рисса, по
строенные но оператору Ьъс и множествам а̂ т) ,ап,п >  т +  1 , соответственно.

Т еор ем а  4. Имеет место равносходимость сиектральиых разложений оиераторв Ьъс 
о
Ъс ^

lim ||-Рп — Рп\\ =  0 ,  (8)
и :

га— > ОО

l i m  ||P(m ) +  V  ( l - \ M \ p k - P { m ) -  V  ( l - M U | | = 0 .  ( 9 )
»г—>oo z — '  V П  )  L— '  \ П  I

|fc |=m+l |fc|=m+l
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SPECTRAL ANALYSIS OF DIRAC OPERATOR IN THE LEBESGUE SPACES.
ANTIPERIODIC BOUNDARY CONDITIONS AND DIRICHLET’s BOUNDARY

CONDITIONS
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Abstract. Dirac’s operator in the Lebesgue spaces in case of antiperiodic boundary conditions 
and Dirichlet’s boundary conditions is studied. Method of similar operators is used to analyze 
spectral properties of the operator. The asymptotic of spectrum and estimates of equieonvergenee 
of spectral decomposition are obtained.
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