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Аннотация. Для уравнения емешаннш'о парабол о-гиперболического типа в прямоуголь
ной области изучена обратная задача по поиску неизвестных правых частей с нелокальным 
граничным условием, связывающим значения решения по нормали на противоположных сто
ронах прямоугольной области, которые принадлежат разным типам изучаемого уравнения. 
Решения задач построены в виде сумм рядов по системе собственных функций соответству
ющей одномерной спектральной задачи. Установлены критерий единственности и доказана 
устойчивость решений поставленных обратных задач по граничным данным.

К лючевы е слова: уравнение емешаннох'о типа, обратная задача, спектральный метод, 
существование, единственность, устой чивость.

1. Введение. Рассмотрим уравнение смешанного нараболо-гиперболического тина

(  tnuxx -  щ +  ЪНпи =  f i ( x ) , t >  0,
Ьи =  < „ (1)

| i IV"а.,,, -  utt -  Ъ\ —t)mu =  f 2(x ) ,  t <  0,

в прямоугольной области D  =  {(# , £)| 0 <  х  <  1, —а < I <  /3}, где а >  0, /3 >  0, п >  0,
т >  0 и Ъ >  0 — заданные действительные числа, u,(x,t) и fi(x),  г =  1,2, -  неизвестные
функции. Поставим следующую задачу.

Задача. Найти в области D  функции u( x , t ) и fi(x),  г =  1,2, удовлетворяющие 
следующим условиям:

г/,ОМ) G C \ D )  п C 2(D_)  п (£>+), (2)

f i(x)  Е <7(0,1) П L2[0,1], (3)

Lu(x , t ) =  fi(x),  (x, t )  G D _ U D + , (4)

u(0,t)  =  u( l , t )  =  0, —a < t  <  /3, (5)

u(x, —a) — u(x,  /3) =  <~p(x), 0 <  x  <  1, (6)

щ(х,  —a) =  ф(х),  0 <  x  <  1, (7)

Ut(x,j3) =  g(x),  0 <  x  <  1, (8)

где <p(x) и ф(х) -  достаточно гладкие функции, </?(0) =  </?(1) =  0, ф(0) =  Ф(1) =  0,
D_ =  D  П { t  <  0 }, D + =  D  П { t  >  0}.
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Отмстим, что прямая начально-граничная задача (2), (4) (6), где вместо условия
(6) задано условие и(х,  —Q') =  у(^), 0 <  х  <  1, для уравнения (1) при f i ( x )  =  f 2(x) =  0 
в прямоугольной области D  изучалась в работе |1| при всех п >  0 и т >  0. В работах 
|2, 3| исследована аналогичная задача дня уравнения (1) при п =  0, т  >  0 и Ъ >  0. 
В |4| методами функционального анализа доказана однозначная разрешимость аналога 
задачи Трикоми в пространстве Ь2 для уравнения тина (1) при f ( x )  =  0, п =  0, Ъ =  0, 
0 <  т  <  1 в смешанной области, параболическая часть которой совпадает с D + , а 
гиперболическая часть представляет собой характеристический треугольник с основа
нием на .нинии вырождения. Статья |5| посвящена обратной задаче (2) (8), где вместо 
условия (6) задано и,(х, —а) =  ф(х)  для уравнения (1) при п =  т  =  0. Обратные задачи 
дня классических уравнений математической физики изучены достаточно полно (см. 
|6-10| и приведенную там обширную библиографию).

В настоящей работе найдены необходимые и достаточные условия единственности 
решения. Решение задачи строится в виде суммы рядов но собственным функциям 
соответствующей одномерной спектральной задачи. При обосновании существования 
решения задачи возникают малые знаменатели 111, 121, затрудняющие сходимость по
строенных рядов. В связи с чем установлены оценки об отделенное™ от нуля малых зна
менателей с соответствующей асимптотикой, которые позволили при некоторых усло
виях относительно функций <р(х), Ф(х), д(х)  и параметра а  доказать принадлежность 
построенного решения классам (2) и (3). Доказана также устойчивость решения но 
граничным функциям.

2. Единственность решения задачи. Пусть u(x, t )  и fi(x),  г =  1,2 -  решение 
задачи (2)-(8), Следуя |1, 3| рассмотрим функции
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о

На основании (9), введем функцию

( 1 0 )
о

Дня функции (10) получим обыкновенные дифференциальные уравнения

(4 ( f )  +  U/ +  ! г/. Г ] / ' " " ; ! ' :  / к  ! ' " ( И )

+  (62 +  I -!. Г ;( i I : ;  I /; ] £ < О ( 12)

где

(13)
о
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Дифференциальные уравнения (11), (12) имеют общие решения |3|

и -(t) =  { а*е_Л^"+1/(" +1) +  h M t ) ,  t >  0,
\bkV—t' Jl/{2g)(Pk(~t)9) +  Ck^ ~ t  J_i/{2g)(pk(- t )q) +  flk^kU)  , t <  0 .

где a*., bk и c-k -  произвольные постоянные, Jv(z) -  функция Бесселя первого рода по
рядка и, Х(, =  Ь2 +  (ттк)2,

t

Ik(t) =  е~х^ п+1/{п+1) J  eÂ n+7("+D ds , (15)
о

о

Wk(t) =  - ----^ ^ V ^ iJ l/ ( 2g)(pk(- t )q) /  J-l/{2q) (pk( - s )q) \ ^ s d s -
SU1 2q J

0

-V/= tJ-l/(2g)(pfc(-i)9) [  Jl/(‘2q)(pk(~s)q)y/^sds . (16)
29 sin ^

t

Справедливы следующие утверждения.
Л ем м а  1. Функция fikh-(t) является решением неоднородного уравнения (11) и 

удовлетворяет следующим грани чиым условиям:

4 (0 )  =  о, 4 (0 )  =  1.

Л ем м а  2. Функция f-2kWk(t) является решением неоднородного уравнения (12) и 
удовлетворяет следующим грани чиым условиям:

Wk(0) =  «4 (0 ) =  0, w'K0) =  1.

□  Доказательство лемм 1 и 2 проводится непосредственно на основании (15) и (16) 
По условию решение u( x , t ) G C 1( D ), тогда аналогично |3| из равенств

щ ( + 0) =  Ufc(-O) , г/4(+0) =  г /4 ( -0 ) ,

дня функций (14) имеем

Ьк f l k /y i / ( 2q ) (%k ' ) ,  C-k ^к'У— l/(2q)  (^  ) •

Здесь
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С учетом найлон пых значений Ь д .  и С д .  функции (14) принимают вид

Г afce“ Afefl+1/(ra+1) +  f ikh(t ) ,  t >  0,
Uk{t) =  < ak'y-i/{2g)(k )v^ t,J -i/ {2g)(pk(- t )q) -  (17)

[  - /lfc7l/(2g)(A’)v / - i  Ji/{2g)(Pk(-t)q) +  ./2/,» 7, i / !' , t <  0 .

Дня нахождения коэффициентов ад., f\k и /гд- воспользуемся граничными условиями
(6), (7), (8) и формулой (9):

и » ( - о ) - и » ( Д  =  у/ 2  J  [ « ( i , - а )  -  U(*„8)] sh i * k x d x = V 2 j  ф )  sin жкх dx =  <рк, (18)
О О

и Ц -а )  =  V2 j  ut( x . - a ) Smwkxdx  =  V i  j  d, (x)sm7rkxdx =  f t ,  (19)

   „
0 0

Удовлетворяя функции (17) условиям (18)-(20), относительно неизвестных ад., f\k и /гд- 
uo.liv чим систему

dkEik(oi) +  /lfc-Plfc(a') +  f 2kWk( — Ot) =  <Pk
Uk(t) =  {  акЕ 2к(а)  +  /| /,l-2ki<' ! +  ./2/,»'/,'! '•} =  фк , (21)

-ад.Л2/Згае - Л̂ 3,1+1/(«+1) +  /lfc _  лIj3nlk(l3) +  1 9k

где
E lk(a) =  yfcx'Y-i/{2q)(k)J-i/(2g)(рд-Q'9) -  e“ Â + / (га+1) , (22)

E 2k(a) =  \kaq~l/‘2l-i/ (2g){k)Ji-i/{2g)i/Pkaq) , (23)

Flk(a) =  -Va''fi/(2g)(k)Ji/{2g)(/pk<yq) -  Ik(/3) , (24)

F2k(a) =  \ka q~l,‘2''ii/(2g)(k)Ji/{2g)-i(/pka q) . (25)

Вычислим определитель системы (21), с учетом равенств (15), (16), (22)-(25) и 113, 
с.21|:

2
Jv(z)Ji_v(z) +  J_v(z)Jv- i ( z )  =  —  sin(//7r).

nz
Тогда получим

A(fc) =  wk( - a )  [ -  E 2k{ a ) X l f r i k{f3) +  E 2k(a)  +  XlPne~x^ +1̂ n+1)F2k(a) 

wk{ Q') [ -  EuAoiXi >" I k{ >) +  E lk(a) -  e- Â n+1A"+1) +  А ^ е - ^ ’̂ ^ + ^ д . Н
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-  wk( - a ) X l a q~1/2''f_i/{2q)(k)Ji_i/{2q)ipk<yq)PnIk(p) +

+ 4  ( - а )  A I  v ^ T - 1 /(2 9 ) ( к )  J - 1 /(2 9 ) ( Р к О ^ ) П  0 3 )

wk( - a ) \ kaq- l/2j - i /{2q)(k)Ji-i/{2q)(pkaq) -  wk( - a ) ^ j _ i /{2q)(k)J_i/{2q)(pkaq)

wfc(-Q')A|Q'9“ 1/27i/(2(;)(fc)^i/(2g)-i(pfcQ'9)/3rae“ Afc/3,1+1/(ra+1) +

+u4(-Q')AfcQ'9_1/27i/(2g)(A:)Ji/(2g)(pfcQ'9)/3rae“ Afc/3,1+1/(ra+1) +  wk(-cy )e~ x%l3n+1/{n+1)

0

= -A 27 - 1/(2q)(k)l3nIk(f3) [  J_1/{2q)(pk( - s ) q) v ^ s d s +

+ 7 - l / ( 2 g )  ( k )  /  J _ i / {2 q ) ( p k ( - s ) q ) \ ^ S  d s ~

_ p-X%l3n+1/(n+l) >?kl3 nl-i/ {2q){k) /  J-i/{2q)(pk(-s)q) V ^ s d s -  wk( - a ) (26)

Тогда система (21) имеет единственное решение

ак = ( А ( А : ) ) “ V f c  -  \2kPnh(PWk(-a) +  w'k(-a)

- ( А ( к ) ) ~ 1фк -  A l/3nIk(/3)wk( - a ) + w k( - a )  +

+  (А(к) )~1дк Flk(a)v/k( - a )  -  F2k(a)wk( - a )  (27)

f i k  =  - ( A ( f c ) ) - V fe[ A l ^ 4 ( ^ ) 4 ( - « ) ]  +  ( A ( A : ) ) - 1V’fc[ A ^ ra4 ( / 3 ) Wfc( - Q 0

~ ( А ( к ) ) ~ 1дк E lk(a)w'k( - a )  -  e~x^ +1/{n+1)v/k( - a )  -  E 2k(a)wk( - a )  , (28)

f 2k =  -  ( A ( f c ) ) - V fc [  -  E 2k(a)X2kpnh m  +  Д 2* ( а )  +  F 2fc( a ) A ^ n e - A^ " + 1 / ( n + 1 )  

- ( A ( A : ) ) - 1V>fc [  -  / - u  i n ) A 2 > " / * . (  >) +  E l k ( a )  -  e ~ x^ +1/ {n+1)  +  X 2kp ne ~ xl l3n+1 ̂ n + l ) F l k { a )

+  (A(A:)) gk FuAn)l-2,An) -  F2fc(aOe-A*/3’1+1/ (ra+1) -  E 2k(a)Flk(a) +  F 2fc(a )4 (/3 )

если при всех A: G N
A(fc) ф 0.

, (29)

(30)
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Таким образом, найден окончательный вид функций Uk(t), которые определяются 
по формуле (17), а коэффициенты а*., /н- и / 2*. находятся по формулам (27), (28) и (29).

Исходя из форму:: (17), (28) и (29) докажем единственность решения задачи (2)-(8). 
Пусть <р(х) =  ф(х) =  д(х)  =  0 на [0,1] и при всех к выполнено условие (30). Тогда все 
Ц>к =  Фк =  9к =  0 и из формул (17), (28) и (29) следует, что щ(£) =  0 па [—а, [3] и =  0 
(г = 1 , 2 )  при всех к G N. Следовательно, из (9) и (13) имеем

1 1

J  u(x, t )  sin 7гЛух clx =  0, J  f i (x)  sim rkxdx  =  0, г = 1 , 2 .
о о

Отсюда в силу полноты системы синусов в пространстве L2[0,1] следует, что u,(x,t) =  0
и f ( x )  =  0 почти всюду на [0,1] при любом t G [—а,/3\. Поскольку u( x , t ) G C ( D ) и
f i{x)  G С { 0,1), то u{x, t )  =  0 в D  и f i(x)  =  0 па (0,1).

Предположим, что условие (30) нарушено при некоторых су, /3, Ъ, т, п и к =  I, т.е.
Д (/) =  0. Тогда однородная задача (2)-(8 ) (где ip(x) =  ф(х) =  д(х)  =  0) имеет ненулевое 
решение

Ui(x,t) =  Ui(t) Sin 7Гlx, (31)

Ul(t)
' e - x ' t n + 1 / { n + l )  +  hki t ) ,  t >  0,
Eu(t)  +  f u ( F u (t) -  Wi{t)) +  f-2iWi(t), t <  0,

/ „ Or) =  / „  S i l l fu =  ‘_ xll3„ m  +  ! • (32)

/ j . ' i =  f'2i s i n  Tilx. f'2i = 1/1 JJ ' l! 1 . ( 3 3 )
w ' ( - a )

Л ем м а 3. При любом фиксированном /3 >  0 и больших к для функции Д.(/3) спра
ведлива оценка

\h(l3)\ <  Сок~2 , (34)

где Со -  положительная иостояииая, зависящая от /3 и п.

□  Перепишем выражение Д.(/3) из (15) в следующем виде:

Г ,1 i3n+l- sn+l
h{!3) =  е~ % ^+i ds

Введем замену t =  (/Зп+ — sn+ )/{п +  1), тогда имеем



а

[  х 0-1 (а — x ) l3~1e~px dx =  В (а, /З)а"+/3_1 iFi(a,  а  +  /3; —ар) ,
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Применяя к последнему интегралу формулу 113, с. 324|

имеем
Ik(i3) =  0гВ ( 1, — ! - )  f t *  , f l  ( l ,  1 +  - А Л I

\ n + 1 / \ n + 1

Используя асимптотику для функции iFi(a,c: ,z)  при Re(z) —> — оо 114, с. 266|

, А (а .с; z) =  +  0(|;|-‘ )]I (с — а)
но.;: v чаем

405) = А В ( l , /ЗГ‘ F r ( V )  (АЛ?)-1 [1 + о а д л Г 1)]
Vra+1 у

= Г “Л,-2[1 + 0 ( к - 2)} =  + 0 (к -* ) . (35)
Отсюда получаем требуемую оценку (34). ■

Лемма 4. При любых фиксированных /3 > О, Ъ > 0, т > 0, п > 0 и достаточно 
больших к выражение А (к) имеет счетное множество нулей относительно aq =  aq/q.

□  Следуя работам |3, 151, па основании (26) и (35) выражение к2+хА(к) (А =  1/2 — 
l/(2q)) представим в следующем виде:

д ,2 + А д (д ,) _   ̂ (36)

о

В1к =  - k 2+xO(k-4)pnX t f -1/{2q)(k) [  J -i/{2q)ipk( - s ) q)V^~sds,
—a
0

В2к =  _fc2+Ae-A^»+V("+l) >?kfinl-i/{2q){k) /  J_1/{2q)(pk( - s ) q)y ^ sd s  -  wk( -a )

Рассмотрим соотношение B\k. На основании первой теоремы о среднем, имеем
уЧ

В1к =  А:2+лО(А:-4)/ЗгаА27 -1/(2,) {k )-  J -1/(2,) (pkaqd) [  t^ ~ l dt
о

где 0 < 9 < 1. С учетом асимптотической формулы 116, с. 981 дня функции

J v{z) =  cos (л -  ^ v -  0  +  0 ( z ~ 5/2) , z ->• оо , (37)



98 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2014. №19(190). Вып. 36

при к >  к\, где к\ -  достаточно большое натуральное число, имеем

В 1к =  В к sin ^Ака д0 +  +  0 { к~2) =  В[{} +  В™  . (38)

Здесь
в  _  23/‘2(aq)^~^f3n к2+хО ( к - 4)Х1'у_1/{2д)(к)

Зл/тг9 л/рк
Отметим, что величина В к при к >  к\ ограничена и отделена от нуля 0 <  В  <  В к <  
V2B,  В  =  г 1/ 2-1^29̂ -1-1^ 2̂ (а /<?)3/(2<?)—1/2/3,гГ(1 / (2q))q/(3y/e). Выражение В[]} имеет 
счетное множество положительных нулей относительно oiq =  ofljq. Выражения В ^  
и В 2к являются бесконечно малыми при к —> оо. Тогда А  (к) имеет счетное множество 
положительных ну ней относительно a q. U

Таким образом, нами установлен следующий критерий единственности.
Теорема 1. Если существует решение u ( x , t ) и f i(x)  (i =  1, 2) задачи (2 )-(8 ), то оио 

единственно только тогда, когда ири всех к G N выиолиеиы условия (30).
3. Существование решения задачи. Так как выражение А(к)  находится в знаме

нателе функций uk(t) то при достаточно больших к оно может стать достаточно малым, 
т.е. возникает проблема «малых знаменателей» 111, 12, 3|, Покажем, что при достаточно 
больших к выражение Д(А’) отделено от нуля.

Лемма 5. Если выиолиеио одно из условий: 1) a q9 -  любое натуральное число: 2) 
a q9 =  p/t -  любое дробное число, где p u t -  взаимио-иростые натуральные числа и 
r/t ф (3q — 1)/(4q), где г =  0 ,t — 1, то существуют положительные иостояииые ко G N 
и Со, такие, что ири любых к >  ко и фиксированных Ъ >  0, /3 >  0, m >  0 и п >  0 
справедлива оценка

|А:2+ЛД(А:)| >  Со >  0, А =  1/2 -  1 /(2q)

□  Пусть А’2 G N такое, что при к >  к2

b
0 <  —  <  1.

7Г к

Тогда в силу работы |3|, имеем представление

Ад. =  л/b2 +  (тгк) 2 =  тгк +  9к , 

где дня 9к справедлива оценка
Ь2 Ь2

Апк к 2пк

Рассмотрим В[]} из (38). С учетом (40), перепишем его в следующем виде

В\к =  В к sin (^ккая9 +  9ka q9 +  ■

(40)

(41)

(42)

(39)
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Пусть oiqQ =  p/t -  дробное число. Разделим кр на t с остатком: кр =  st +  г , 0 <  г <  t, 
s ,r  G No =  N U  {0 } .  Тогда выражение (42) оцепим следующим образом:

IВ ( D i  н- I Bi, r  л V 9 + 1  
Sill  7TS +  7Г b V k  \~ 7Г—  ------

t t Aq
В  

>  — 
~  2

• , r  q + 1
Sill  7Г h 7Г—  ------

t Aq
С  г >  0

так как в силу оценки (41) существует конечный предел

lim | В
к—̂оо

(i) I 
ifc I С 1 •

Теперь потребуем, чтобы постоянная С\ была больше пуня. Это возможно только тогда, 
когда

г , 9 + 1  / , г о +  1
7г— Ь 7г----------^  7га или — |------------Ф d , а G N ,

t Aq t Aq
или

1 г
- ф - l  +  A d - A -  . 
9 *

(43)

Если число q -  иррациональное, то неравенство (43) при всех r a t  имеет место. Пусть q 
-  рациональное число и t =  1, т.е. в этом случае a q9 =  р -  натуральное число, поэтому, 
г =  0, тогда неравенство (43) выполняется при всех q >  1 и d G N. Если t >  2, то в силу 
оценки

q +  11 г
Т <  -

1

А ' t ' Aq <  1 +  2 ’
неравенство (43) имеет место при всех d >  2. Если d =  1, то можно подобрать число 
r/t, такое, что нарушается условие (43), т.е. выполняется равенство

г 3q — 1
t ~  Aq ’

по этот случай по условию исключается.
Поскольку выражения В ^  из (38), В 2к и В зд. из (36) являются бесконечно малы

ми при к —> оо, то существует А:3 G N, такое, что при указанных a q9 и всех к >  кз 
справедливы неравенства

IВ I d(2) I С'2 \f> \ <  С'2 \и \ <  С'2
1-°1 к I <  “ Г ’ I-D2A-I <  — ) |-D3fc| <  —  •4 4 4

(44)

Здесь и далее Ci -  положительные постоянные, зависящие, вообще говоря, от а , /3, Ъ, п 
и т. Тогда из представления (36) на основании оценок (44), получим

|А:-2+ЛА(А:)| >  |В$| -  |в£ }|-  \В2к\ -  \Взк\ >  =  С0 >  0

при к >  ко =  max{Ai, к2, А:з}, ■
Зам ечание. Отметим, что условие

г и  3q — 1 

t ^  Aq
(45)
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в лемме 4 существенно, так как в противном случае оценка (39) не имеет место.
Действительно, пусть нарушается условие (45). Тогда последовательность яв

ляется бесконечно малой:

IВ ( i )  I 
ifc I Ви

s~i
sin (Okj )  <  С3\9к\ <  - y

с другой стороны, при больших к в силу неравенства sin# >  2х/тт, 0 <  х  <  п/2 , и 
оценки (41) имеем

\в\]!\ = в к si”  ( у ) > СБ|0ь| >  ^

В этом случае вместо оценки (39) можно получить другую более худшую оценку.
При выполнении оценки (39) при всех к >  ко и неравенства (30) при к =  1, 2,..., ко 

решение задачи (2) - ( 8) будем искать в виде сумм рядов

+оо

и(х, t) =  л/2  Uk(t) sin тгкх, (46)
fc=i

+оо

f i (x)  =  v -  ^  /,; 'П  - I  ’ i =  1 , 2 , (47)
fc=l

где Uk(t) и fik -  определены соответственно no формулам (17), (28) и (29).
Л ем м а  6 . При любом фиксированном t G [—а, 0) и больших к для функции iF2(a; Ъ, с; л) 

справедлива оценка

1F2 a; b, с; - (Pktqf  
4 < C-k2'1. 4 = \  +  \ a - \ ( b  +  c) (48)

□  Доказательство оценки (48) следует из асимптотического представления дня функ
ции 1 F2{a\b,c,z)  |17, с. 2211, ■

Л ем м а  7. При любых t G [—а, 0] и k G N справедливы оценки:

М * ) 1  < с » .  K M I  < с у - 2 , К й |  < c mk2 , (49)

□  Доказательство проводится на основании равенства (16), леммы 6 и формулы 118, 
37|

[  \ т / \ 1 x x+v+l ^ ( \ +  v +  1 А +  // +  3 х:2\ .
J  t M t ) d t  =  -  -  -  +  х i J b f — 2— ; ; - + 1 .  - т ] .  (50)
О '  '

где R e (А +  и) >  — 1 . ■
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Следствие. При t =  —а справедливы следующие оценки:

|«’fc(-Q')l <  C n k~2, K ( - q ) |  <  C V2k~l .

Лемма 8. Если выиолиеиа оценка (39) ири к >  ко, тогда для таких к справедливы 
оценки

|wfe(i)| <  M i( k 1+X\ipk\ +  kx\фк\ +  k\gk\),

|Wfe(t)| <  M 2(k3+X\(fik\ +  к2+х\фк\ +  k3\gk\), t G [0, /3];

\uk(t)\ <  M 3(ks\Lpk\ +  к2\фк \ +  k2+x\gk\),

\u'k(t)\ <  M 4(k5\ipk\ +  A:4|V’fc| +  k4+X\gk\),

\ii”,(t)\ <  M 5(k5\<pk\ +  A:4|V'fc| +  k4+x\gk\), t G [-Q',0],

|/ifc| <  M 6(A:1+A|(/?fc| +  кх\фк\ +  k\gk\),

If ‘2k| <  M"(k3\Lpk\ +  к2\фк\ +  k2+x\gk\).

Здесь и далее Mj -  положительные иостояииыс.

□  С vчетом следствия и асимптотической формулы (37) оценим выражения (22)- 
(25).

\Elk(a)\ <  Спк~х +  е- х&п+1' {п+1) <  С и к~х , \Е2к(а)\ <  С 15кл~х, (51)

|-Pifc(Q')l — Сшк 1+А +  С и <  С  is , | F2k (q) I <  C\gkx . (52)

С помощью оценок (34), (51), (52) и следствия получим оценки дня выражений (27)-(25),

Ы  <  C20(k l+X\ipk\ +  кх \фк\ +  к2Х\дк\), (53)

|/ifc| <  М 6(к1+Х\<рк\ +  кх\фк\ +  к\дк\), (54)

|/2fc| <  М 7(к3\<рк\ +  к2\фк \ +  к2+х\дк\) . (55)

При любом t G [0,/5] из (15) имеем

\h ( t ) \ < C 21,\rk( t ) \ < k 2C22. (56)

Заметим также, что при любом t G [—Q',0] справедливы неравенства:

|7 ± 1/(2д)л/—tJ±i/{2q){pk{ — t)q)\ <  С2з , (57)

|7 _ i/(2g ) ( -t )9_ 1/ 2J i- i /(2g)(pfc(-i)9)| <  C2ik , (58)

\ll/{2q){ — t)q 1̂ 2Jl/{2q)-l(pk( — t)q) \ < C 25k 1+A . (59)

На основании (17), с учетом оценок (53) (59), получаем требуемые оценки. ■



В силу леммы 8 , ряд (46) и его производные первого порядка в замкнутой области 
D  и производные второго порядка соответственно в областях D + и 1)_ и ряды (47) па 
|0 ,1 | мажорируются рядом

+оо

М 8 £  {к5\̂ к\ +  к4Ш  +  к4+х\дк\) . (60)
к = к о ~ \ ~ 1

Лемма 9. Пусть ф )  Е С6[0,1], ф(х) Е С5[0,1], д(х)  Е С 5+^[0 ,1], \ < ц <  1, </(0) =  
<рг( 1) =  фг(0) =  фг(1) =  дг(0) =  дг( 1) =  О, г =  1, 2. Тоща справедливы представления:

102 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е Я  Серия: Математика. Физика. 2014. №19(190). Вып. 36

<Рк 1 (6) / _  1  /(5) I I ^  ^ 9

-бкб ^к ’ ^’к ~  7г5А:5 ’ ~  А:5+̂ ‘
где

№  =  ^  h VI(x )smH- .xdx ,  , /i51 =  V 2 /  фу (х) cos ж k xd x ,
О

+оо +оо
i,V 112 

1̂ 2 *
fc=0 fc=0

При выполнении условий леммы 8 ряд (60) оценивается числовым рядом
+00

к = к о ~ \ ~  1

В силу сходимости ряда (61), с.недует равномерная сходимость ряда (46), рядов из 
производных первого порядка членов этого ряда в D  и возможность его почленного 
дифференцирования но х  и t дважды при t <  0 и любое число раз при t >  0 , и рядов 
(47) па [0,1].

Если при некоторых к =  I =  ki, к2, ...,кт, где 1 <  к\ <  к2 <  ... <  кт <  ко, где кп, 
п =  1, /77,, т -  заданные натуральные числа, А (/) =  0, то дня разрешимости задачи
(2) - ( 8) достаточно, чтобы

1 1 1

J  ip(x) sin nix dx =  J  ф(х)  sin nix dx =  J  g(x)  simrlx dx =  0 , l =  ki , . . . ,km. (62)
0 0 0

Тогда решение задачи (2)-(8) определяется в виде сумм рядов

( к \  1 к т  1 о о  \(М)= Е + -+ Е • Е Uk (t̂) sin 7гкос  ̂̂ AiUi {осt'j ̂ (63)
\  к =  1 к = к т —1Н- 1 к = к т ~ \ ~ 1  J  %

и

(
к±  —  1 к т  —  1 ооЕ+-+ Е +  Е ) fik sin 7гкос ^   ̂A-il j~ il  ̂ 1, 2, (64)

к = 1 к = к т —1+1 к = к т ~ \ ~ 1  к
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где функции Uk(t), /**., Ui(x,t) и fu(x) определяются соответственно по формулам (17), 
(28), (29), (31)—(33), А ц -  произвольная постоянная, в суммах ^  индекс / принимает 
значения Ад, А^,..., А:/, конечные суммы выражений (63), (64) следует считать равными 
пуню, если пижпий предел больше верхнего.

Таким образом, справедлива
Т еор ем а  2. Пусть функции <р(х), ф(х) и д(х)  удовлетворяют условиям леммы 9 и 

выиолиеиа оценка (39) ири к >  ко. Тогда если А(к)  ф 0 ири всех к =  1 , ко, то существует 
единственное решение задачи (2)-(8) и это решение определяется рядами (46), (47); 
если Д(А’) =  0 ири некоторых к =  Ад,...,А:т  <  ко, то задача (2) - (8) разрешима тогда, 
когда выполняются условия ортогональности (62) и решение в этом случае определяется 
рядами (63), (64).

4. У сто й ч и в о сть  реш ени я задачи. Введем следующие известные нормы:

1 \ 1/2 

\и(х,г)\\ь2[оЛ] =  \\u(x,t)\\b2 =  I /  \u(x,t)\2dx
чО

1 \ !/2 
12\\1 (х )\\ь2 =  /  \f{x)\ cfe , ||'u( ,̂t)||c(D} =  max|w(a;,i)| .

D

Т еор ем а  3. Пусть выиолиеиы условия теоремы 2 и А(к)  ф 0 ири всех к <  ко- Тогда 
для решения (46), (47) задачи (2)-(8) имеют место оценки:

\[u(x,t)\\b2 <  М п  (Н ^ И Н ь.р д ] +  Н ^ 'И Н ^ол] +  | | /'H H l2[o,i]) ,

\\fl{x)\\b2 <  М \2 (||̂ //(^)|Uo[0,l] +  Н^'ИН^ОД] +  I № ) I I l 2[0,1]) ,

Н/гИНьз <  М п  (Н ^ И Н ^ о л ] +  Н ^ 'И Н ^од] +  Н /'И Н ь за д ) ,

II«0M)IIc(D) <  м 14 ( l l / v (z)llc[0,i] +  ||^'"И 1|с[0Л] +  Н ^ И Н сю д ]) ,

\\fl(x )\\c(D) ^  ^15 (Н^О^ОНсрД] +  Н^Ч^НсрД] +  ||/И||с[0Д]) i

Ш х)\\с(В) <  Мш (| | /УИ 1|с[од] +  \ \ Г Ш с т  +  \\gI v m c m ) , 
где иостояииые Mi ие зависят от функций <р(х), ф(х) и д(х).

□  Доказательство аналогично доказательству соответствующей леммы работы |3|, ■
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NONLOCAL INVERSE PROBLEM OF RIGHT PARTS DETERMINING  
OF THE MIXED PARABOLIC-HYPERBOLIC TYPE DEGENERATE EQUATION

S.N. Sidorov
Sterlitamak department of Bashkir State University,

Lenin Av., 37, Sterlitamak, 453103, Russia, e-mail: stsid@mail.ru

Abstract. The inverse boundary problem in rectangular region is studied for equation of mixed 
parabolic-hyperbolic type. It consists of finding the unknown right-hand parts with a nonlocal 
boundary condition, connecting values of the derived solution on opposite sides normals of the 
rectangular domain which belong to different types of the equation under study. Solutions are 
built in the form of sums over eigenfunctions system that corresponds to one-dimensional spectral 
problem. It is set the criterion of solution uniqueness and it is proved the solution stability of inverse 
problems on boundary data.

Key words: equation of mixed type, inverse problem, spectral method, existence, uniqueness, 
stability.
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