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Аннотация. В статье рассматривается оператор типа свертки, представленный обобщенным потенциалом Бесселя. 
Изучается действие обобщенного потенциала Бесселя в специальном лебеговом классе функций со степенным весом. 
Доказана теорема об ограниченности обобщенного потенциала Бесселя в весовом классе Лебега. Также показано, что 
обобщенный потенциал Бесселя в весовом лебеговом классе функций является оператором слабого типа в смысле 
нормы, построенной при помощи весовой функции распределения. Эти результаты являются распространением 
теории Харди -  Литтлвуда -  Соболева о дробном интегрировании на случай обобщенного потенциала Бесселя. 
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Abstract. The article considers the convolution type operator represented by the generalized Bessel potential. The action 
of the generalized Bessel potential in a special Lebesgue class of functions with power weight is studied. A theorem on the 
boundedness of the generalized Bessel potential in the weighed Lebesgue class is proved. It is also shown that the generalized 
Bessel potential in the weighted Lebesgue class of functions is a weak type operator in the sense of a norm constructed using 
a weighted distribution function. These results are an extension of the Hardy -  Littlewood -  Sobolev theory of fractional 
integration to the case of a generalized Bessel potential.
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1. В в е д е н и е . Д робны е степени  м н огом ерн ы х  ди ф ф ерен ц и альн ы х  операторов находят ш ирокое 
прим енение при реш ении  аналитических задач в евклидовых пространствах, неоднородны х уравнениях 
и при исследовании граничны х значений  функций из различны х ф ункциональны х пространств. Дробные 
отрицательны е степени м ногом ерны х диф ф еренциальны х операторов назы ваю тся потенциалам и. Они 
приним аю т сущ ественное участие и в ряде вероятностны х задач, в частности в м арковских процессах.

Н аиболее изученной  является дробная степень оператора Л апласа ( - А ) -  г , а  > 0, назы ваем ая потен
ци алом  Рисса (см. [ ]). О днако, операторы  ( - А ) - 2 дем онстрирую т рост своего ядра на бесконечности 
п ри  зн ачен иях  а, больш их разм ерности  пространства. П оэтому в теориях, где важ но поведение оп ера
тора н а бесконечности , п р ед п очтен и е отдается дроб н ы м  степеням  оператора (I  -  А ) - 2 , а  > 0, где I  —
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тож дественны й оператор. О ператоры  (I  -  А) -  г", а  > 0 назы ваю тся п отенциалам и  Бесселя. П отенциалы  
Бесселя благодаря своим хорош им  аналитическим  свойствам оказываю тся более удобны м и, а значит, и 
предпочтительны м и при построении классов дробной гладкости, кроме того, они принимаю т сущ ествен
ное участие и в ряде вероятностны х задач, в частности  в марковских процессах. П одробное излож ение 
теории потенциала Бесселя в конечном ерны х пространствах содержится в [12]. Для аналитических целей 
они  введены  и изучены  в [21] .

В этой статье изучается обобщ ение оператора ( I - А )  -  г , а  > 0 на случай, когда вместо А рассматривается

оператор Л апласа -  Бесселя А у = £  , Yi > 0, i = 1,..., п. О ператор (I  -  А у) - 2, а  > 0 носит
к=1'-хк '

н азван и е «обобщ енны й  п о тен ц и ал  Бесселя» [ , , 3] . Н аш а задача в этой  статье -  описать действие 
оператора (I  -  А у) -  ~г, а  > 0 в специальном  лебеговом классе функций со степенны м  весом, докаж ем его 
ограниченность в таком  классе ф ункций  и покажем, что он является оператором  слабого типа в смысле 
норм ы , построенной при  пом ощ и  весовой ф ункции  распределения.

2. О б о б щ е н н ы й  п о т е н ц и а л  Б ес сел я . Рассмотрим м ногом ерное преобразование Ханкеля ф ункции 
f  вида

/ П

f (х) h (^  %)хГdx, х  е  ^  * г = П  Х\ 1,

R+ l~L

где у =(Yi , ...,Yn) -  мультииндекс, составленный из полож ительны х фиксированны х вещ ественны х чисел 
Yi > 0, i=1,..., п, R +={x=(x;b.. . , х п) е  R", х 1>0,..  . , х п>0},

П

) у (^  £) = П  j 11-1 (Xi &), h (0, £) = 1
i=1

а j v задается ф орм улой (см. [4] , стр. 10 и [5])

j v(х) = Jv (Х), (1)
X v

Jv — ф ункция Бесселя первого рода. Ф ункция j v назы вается норм ированной  ф ункцией  Бесселя первого 
рода, поскольку j v(0) = 1.

Формула обращ ения Fr им еет вид

2п-1г1 Г —
F- 1 т т х ) = f (х ) = - — -— -  j Yu  &m w  dz,

П  г 2 ( ^  - i

где \у\ = Yi + ... + Yn.
В этой работе м ы  будем рассматривать диф ф еренциальны й сингулярны й оператор Бесселя, обознача

ем ы й Ву (см. [4], стр. 5):

(By)t = ^  ^  Т  f > 0, у е  R. (2)
( r  dt2 t dt tr dt dt 1

Пусть
П

А У = ( ^У )X = 'j(Byk )xk, (3)
к=1

а f  = f  ( x ) — достаточно гладкая ф ункция, достаточно бы стро убы ваю щ ая на бесконечности  и такая, 
что все сущ ествую щ ие п рои звод н ы е от нее нечетного  п оряд ка обращ аю тся в нуль п ри  х  = 0, тогда 
преобразование Х анкеля от прим ененного  к ней  оператора - А у есть [11]

Fr [ - А г f  ](Z) = \Z\2Fy [ f  ](Z).

Таким образом, чтобы определить (хотя бы формально) дробную степень оператора - А у, нуж но записать 
равенство

( - А у ) f  f  = F-1 (\Z\a Fr [ f  ](£ )).

Особое значение имеют отрицательные степени а  в диапазоне - ( п  + \у \) < а  < 0. О трицательная степень 
оператора - А у вида ( - А г) - т , а  > 0 назы вается В-потенциалом Рисса. Такой потенциал им еет ядро вида 
\х \а-п~у \. В -потенциал Рисса изучен  Л. Н. Л яховы м [ , , ] , В. С. Гулиевы м  и др. в [ , ] .

Пусть \у\ = у1 + ... + уп. Ядро \х\а~п~г \ при а  > п + \у\ растет на бесконечности. Можно скорректировать 
В-потенциалы  Рисса таким  образом, чтобы сохранить их поведение вблизи нуля, но добавить экспонен
ци альн ое затухание н а  бесконечности . П ростейш ий  способ добиться этого заклю чается в том, чтобы

ISSN 2687 0959 Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, №  1
Applied Mathematics&Physics, 2023, Volume 55, No 1



А . Л. Дж абраилов 41

зам ен и ть  оператор - А у н а  оператор I  -  А у, где I  — тож дественны й  оператор, и рассм отреть дробную

Пусть ф ункция Ка ( х ) — это м одиф ицированная ф ункция Бесселя второго рода (см. [16, ]). Используя 
(4), определим  (I  -  А у ) ~ а/2 при  а  > 0 соотнош ением

есть обобщ енное ядро типа Бесселя. О ператор (6) будем назы вать обобщенным потенциалом Бесселя. Его 
такж е м ож ем  записать

О бращ ение оператора (8) построено в [13] . П редставление интеграла (8) в простом виде при пом ощ и 
яд ра Гаусса -  В ейерш трасса было получено в [ ] . Н орм ы  н а основе весовы х интегралов Д ирихле в 
пространстве обобщ енны х бесселевых потенциалов были введены в работе [3] . Свойства (8) и его прило
жение к реш ению  уравнения Пуассона были рассмотрены в [15]. Пространство обобщ енны х потенциалов 
Бесселя Б “ с и сп ользован и ем  подхода С тейна -  Л и зорк и н а бы ло сконструировано Л. Н. Л яховы м  и 
М. В. П оловинкиной  с и сп ользован и ем  п реоб разован и я  Х анкеля в [10] . В [10] введен н ы е ранее Л. Н. 
Ляховым в [6, 7] B-гиперсингулярны е интегралы  и B-потенциалы  Рисса были прим енены  для построения 
норм ы  в Б “ .

3. Т ео р е м а  об о г р а н и ч е н н о с т и  о б о б щ е н н о го  п о т е н ц и а л а  Б е с с е л я  в  в е со в о м  л е б е го в о м  к л ассе  
ф у н к ц и й .

Пусть Lp (R+) = Lp, 1<р<ж  — пространство всех и зм ер и м ы х  на R+ ф ункций , четн ы х  по каж дой из 
п ерем енны х x i , i = 1,..., п, таких, что

степень оператора (I  -  А у) - а /г , а  > 0. При пом ощ и преобразования Ханкеля дробная степень (I  -  А у ) ~ а/2 
сводится к ум нож ению  на степень (1 + 1% 12)~а/2. А именно, дробную степень (I  -  А у ) ~ а/2 можно записать 
в виде:

(4)

(5)

о

Для Yi = 0 обобщ енны й сдвиг п Т̂ 1 им еет вид

f (*  + У) -  f (*  -  У) 
2

(G “ <р)(х) = (Gra ( х ) * <р(х))у = J  Gra (у)(  YT yx <p( х ) ) у rdy, (6)

где

К  п+\у\-а ( \х Q (7)

(8)
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Н орм а в Lp ф ункции  f  для вещ ественны х чисел р  > 1 определяется равенством

Lp (R+) = 11 f  Wp,Y =  ̂ J  1 f ( x Ж dx  j  .
R"

И звестно (см. [ ]), что LYp — банахово пространство.
Для обобщ енной свертки (4) известно неравенство Юнга. Пусть p ,q ,r  e  [1, ж \ и

1 1 1
-  + -  = 1 + - .  (9)
Р Ч г

О бобщ енная свертка (f  * д)у о гр ан и ч ен а почти  всю ду п ри  f  e  L Yp , д e LYq. Кроме того, справедливо 
неравенство (неравенство Юнга)

т * д ) Л , г  < IIf II p,r llд II q,y. (10)

Если 1 + 1 = 1, тоp q
W * g)YI I < II f II P,YIIIд . (11)

Пусть Й+ с  R ” — у к азан н ая  вы ш е части чн о  зам кн утая  область и пусть m esr ( G+) — весовая мера  
м нож ества Й + вида

m esr (Q) = J  x Ydx.

Q

Для лю бой и зм ери м ой  ф ункции  f  ( х ), определенной  на R+, введем  обозначение 

Ру (f ,  t ) = m esr {х  e  R+ : I f  ( x )I > t } = J  x Ydx  .

{x: \f(x)\>t} +

Функцию pY = pY(f ,  t ) будем назы вать весовой функцией распределения I f  ( х )I (см. [9], с. 51). Очевидно, 
что это убы ваю щ ая функция.

Пусть ф e L y (R+). Весовая ф ункция распределения

Ру(G “(р, t ) = m esr {x  e R+ : I(G“(р)(х)I > t }

характеризует поведение обобщ енного потенциала Бесселя.
О бозначим  через sL.p(R+) = sL.p совокупность всех ф ункций , четн ы х  по каж дой  из п ерем ен н ы х 

х 1, . .. ,х„, для которы х конечна норм а

= sup t ( p r (f , t ) ) 1/p, 1 < р  < ж.SLL (R") -  ьиР 1 (РУ0<t <ж

Оператор А,  действую щ ий из одного ф ункционального пространства в другое, называется квазилиней
ным  (см. [1], стр. 41), если область его определения вместе с каж ды м и двумя ф ункциями f̂ _, f 2 содержит и 
их сум м у f 1 + f 2 и вы полнено неравенство

№ (f1 + f2)I < К ( \Af1 \ + \Af2 ̂

где к — постоянная, не зависящ ая от f 1 и f 2. Если к = 1, то оператор А  назы вается сублинейным.
)у, если он определен на LYpК вазилинейны й оператор А  имеет сильный тип (р, q)Y, если он определен на Lp(R+), им еет значения

из Lq (R+) и вы полняется неравенство

m W w  < m w p,y, V f  e  Lrp (12)

с постоянной К, не зависящ ей  от f .
Если вместо (12) вы полняется более слабое неравенство

Ш II s i* R + )<  K Wf II p.r, Vf  e  LYp(R+),

то оператор А  будем  н азы вать  оператором  слабого типа (р, q)Y. Н аи м ен ьш ее зн ач ен и е из м нож ества 
таких К  назовем  слабой (р, q)Y-нормой оператора А.

Т е о р е м а  2 .1.

(1) Д л я в с е х  а  > 0 оператор G “ отображает Lp (R+) все б яс н о р м о й  11 ■ I hyY.
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(2) Д л я  всякой функции ф е LYp (R+), 1 < р  < q < ж, где 1 = 1 -  , 0 < а  < п + \у\ существует
константа С = С ( п , у ,а , р ) < ж, такая, что

\\ G “ф\\ъг < С\\(р\\р,у.

(3) Если ф е L \ (R+), то

Ру(G “ ф ,ф )<  А п,г,а | , (13)

для всех ф > 0. Другими словами, отображение ф ^  G “ф имеет слабый (1, q)r тип при ^ = 1 -  .

Доказательство.

(1) П рименяя неравенство (10), получим

\\ G “ ф\ k r = \ \(GYa ( х ) * ф(x ) ) Y\\yY < \\ Gy (х) \ \1,г • \\ ф(х)\\ г,г . (14)

И меем

п-\Г\-а
v f  v 2 ----2 + 1 Г с -n-\Y\

\\GYa(x)\\ 1,r = \GYa ( x ) \x rdx = -------------   (--- \x \ 2 Kn+Y\-a ( \ x  \) x rdx = {x  = г в } =
J  Г l a \ П г ( п + Л  J  2Г 12 ) П  г  ( * £ )  rR+

n-\ Y\-a , 
2 ^ 2 — +

г  ( ! ) П Г  ( ^ ) i  2 s+U

Справедлива следую щ ая форм ула (см. [11], форм ула 2.174)

-  г  ( П+1 )

ж

/ а+п+\v \ . (
г 2 К „+\у\~а ( г )dr в YdS.

S+(n)

следовательно,

\ S +(n)\r = (  х уdS = i=1 - , (15)
* 2 - 1  г  ( ^ )

П  г  ( П21 ) n-\y\-g 1 ж
\\ GY(x )\\1,r  = i=1------------   — ------- [  г ^ -1 K n+\y\-g (r)dr.

■2"-1 г  ( Щ * ) г 11 \Г 1 г  ( у у  - 0
i=1 ' '

П рим еняя ф орм улу 2.16.2.2 из [19], получим

2_?+a+l Жл, 2 2 1 а+п+\у\ л
\\GYa (x ) \\ltY = — — — --------- Г 2 K „+\n-a ( r)dr = 1.

г ( и + М \г  l « w
^2>0. ( - и  ) г  l ;

Тогда из последнего равенства и (14) получаем  утверж дение (1).

(2) Пусть ф е Lp(R+), 1 < р  < q < ж, где 1 = 1 -  , 0 < а  < п + \у\ . В частном  случае 0 < а  < <
п + \у \ из (7), из поведения м одиф ицированной функции Бесселя второго рода при м алы х значениях 

n+\v\ — aаргум ента 0 < \х \ « : 4  п+г2 а + 1 вида (см. [ ])

Кп+\у\-а̂  ( \х\)

y in+\Y\ J . .1 2 I , а
+ \ - \ - а2

- -  9, при  а  = п + \у \;

\х \ 2 , при  0 < а  < п + \ у \;

_ а -п-\у\
2 2

t - A \х\ 2 , при  п + \у\ < а

и из п оведения м о д и ф и ц и р о ван н о й  ф ун к ц и и  Бесселя второго рода п ри  больш их зн ачен иях  
аргум ента \х\ ^  + ж  вида (см. [22])

к  ̂  ( \ * \ ) ~ £ l p ‘
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получим , что ядро G„ ( х ) оператора G “ удовлетворяет условию

М 6
r |а -п-\

GYa (Х) ~  СМ  _ М
е 2 ,

п ри  \х\ < 2; 

п ри  \х\ > 2.

Тогда зап и ш ем

(G'aср)(х) = J  G6(у)(  П Х р (х ) )у У dy + J  G6(у)(  ( x ) ) y Ydy

{x екп ,\х\<2} {x екп .\x\>2\

< Cl /
Цх е»п, \x \ <2}

\у\а -  п - Г\\ГТ*(Р (х)\уУ dy + J  е \ ^ТХ^ (х)\уУ dy

{х е»п ,\х \ >2}

< Cl Щ а(р)(х)\+ J  е ™ \ ГТ > ( х ) \уУdy (16)

где (Ua (р)(х) — В -потенциал Рисса, для которого справедливо утверж дение из [ ] . А  им енно, при  

0< а< п+^-  и ф е LYp имеем  \\Ua  (p\\q,r < \\(р\\p,r , где ^ = p - щ а ^ \ . Для второго интеграла по неравенству 
(10) и в силу неравенства для обобщ енного сдвига из [5] , получим

/ е '*]( гТ Хф (х) ) \уУdy < \ \П х<р(х)\\p,у \\ е 2 \\ п+м < С2\\<р\\p,r .
п+\у\-а’>

q.r

Т аким  образом,
\\ G 6f \ \ q,Y < С\\<р\\р,у. 

(3) В озьмем 0 < 8 < 1. Рассмотрим  операторы

( К Г'8(р)(х) = J  \у\а - п - У'(УТХ(р)(у) y Ydy,

{Х еК+п ,\х\<8}

( U a ^ s ф)(х) = J  \у\а - п - * ( УТХХф)(у) уУdy.\а - п - \Y\ (УТХ

{х е*п ,\х\>8}

Тогда для В -потенциала Рисса справедливо

( и а ф )(х) = J  \у\а - п - У\( гТХХф)(у) у Ydy = ( Щ rJSф )(х ) + ( U a  уу,sФ)(Х).

R++

П олучим  оценку для
sup Р (у у ( ( и а ф ) ( х ) ,р ) ) 1/q =

0<fi <ж

= sup р  (m es у{х  е  R+ : \(U6Ф)(х)\ > р } ) .
0<р<<х '  '

Учитывая (17), достаточно оценить

mes у{х  е  R+ : \ ( U a+у s ф )(х )\ > р }, 

mes у{х  е R+ : \ ( U a,ъ sф )(х )\ > р }

и прим енить  неравенство

mes у{х  е R+ : \А + В\ > р } < m esY{x  е  R+ : \А \ > р } + m esY{x  е  R+ : \В\ > р }. 

Для оценки обобщ енной свертки будем использовать неравенство Ю нга (10).
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В интеграле ( U “ <,<р)(х) перейдем  к координатам

У1 = У1 cos ф1, у2 = y 1 sm  ф1,

Уз = У2 cos ф2, У4 = У2 sin ф2, . . . ,  (18)

У2п-1 = Уп cos фп, У2п = Уп sin $п,

получим

( Щ ь8ф)(х) = J  \ у Г п - м (гП (р ) (у )  y rdy =

{у eR" ,\у\<8}

J  \ У “ -  " - \ ̂  \ ^  ̂ (Х 1  -  У1)2 + у! , . . , ^  (Хп -  У2П-1)2 + уl )  I I  уЩ-1dy.

{yeR+",\y\< 5}

П роизведем  зам ену х 1 - у 1 = z 1,...,xn -  у 2п-1 = z n, будем  иметь

( U a+yS <р ) ( х ) =

- J  ( ( х 1 -  z 1)2 + у!. +...  + (х 1 -  z 1)2 + у!п) 2 х

{ Уи>0^(Х1 - Z1) 2 + yl+...+ (X1 - Z1) 2 + yln <8}

Х(Р ( л Д ^ j I !  У% 1dy"dz .
i=1

Пу сть B + fr  г) = {x  e R + : (X1 -  Z1)2 + yY, + ... + (X1 -  Z1)2 + yY,n < r }, E+ = B+ (x , \  B+ (x , n̂ j ,
j  = 0 ,1, 2,.... Тогда

m i YS <p )(X )\ =
ж „

2  J  ( (x 1 -  z 1)2 + у! +... + (x 1 -  z 1)2 + у!п) ^
J=0 e

X(P (л!*2 ^ , . . . ^ z 2n + y%nj  I I y Y2i 1d y " d z  <

ж ,  ̂ j a -n - \y\ л ( j n

2  (^) J  + %,... ,  У  Щ  П  y ’Yi- 1dy"dz .<
}=0

Возвращ аясь к п ерем енны м  у ъ ..., yn по ф орм улам  z 1 = х 1 -  у 1,...,гп = х„ -  у2п-1 и (18), получим

“  / к \ а - п - М р

\(Ul Y,8V)(х  ̂ < X  ( пш ) J  I(YT * f )(У  ̂y Ydy <
]=0

в+|0,41

“  га пп+М
\B+(n)\8а2п+М - а W < p ) ( x ) J ]  Y-a j  = \В+г ( п ) \ ( Ш ф ) (х ) = С ( п ,у ,а ) 8 а (W<p)(х),

\Yа -  1\j=0 1 1

где (см. [ ])

г ] 4 ) ...г  ( ^ )

пп г  I

г  г  ( ф  ...г
\ В+(п)\ = х Ч х  = V V )

J  пп г  ( + 1^В+(п) 2 М  2 + 1В+(п)

С (п ,у ,а )  = П?-1 \ \В+(п)\, а (М гф )(х ) — весовая м аксим альная ф ункция (см. [ ]). 
П рименяя неравенство Гельдера, получим

"+\у\
\ ( и а_ г дф)(х)\ < Н  ( n ,y ,a ,p )S  p ■I\ф\\p,Y,

где p > , Н (п ,у ,  а , р ) — некоторая постоянная. При а  < п + \у\ м ож ем  записать, что

\ ( U ^  yS <р ) ( х  )\ < Н  (п ,у ,а ,  1)5“ -п - Y ^ \ \ (p \ \yY.
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1
Возьмем 8  = х j  "+м “ , тогда \((U Ĉ^ S ф )(х )\ < Р :

m esr {х  e  R+ : \ ( U a_ sф) ( x )I > p } = 0.

Следовательно,

m esr {x e  R+ : \(UY ф) ( x )\ > p } < m esr {x e R+ : \(U+l^s (p)(x)\ > p } <

< m esr {x e R+ : \ С (n ,y ,a ) S a ( W f ) ( x ) \  > p}  < С (n^ , a ) Sa \\(p\\hY =

_ С (n ,y ,a )  ( H 1) \\ ф \ \1tYj _  ( \W \\ i ,y j ( \ \ф\\ 1,r j q

= — ~и I I W I w  = C l ~ r J  = C \ ~ T )  ■
a

Здесь Cn,r,a = С ( n ,y ,a ) ■ H(n, y, a, 1) "++уI-a. Отсюда следует, что отображение ф ^  U “ф имеет слабый ( 1, q)Y 
ти п  при  1 = 1 -  \ . Из этого и из (16) получаем  (13). Доказательство закончено.

4. З а к л ю ч е н и е . В д ан н о й  работе м ы  и зу ч и ли  действие обобщ енного п о тен ц и ал а  Бесселя G “ в 
классе Lp . Н аш и  результаты  вклю чаю т утверж дение о том, что для всех а  > 0 обобщ енны й потенциал  
Бесселя G “ отображ ает L Yp (R+) в себя с норм ой  \\ ■ \\ 1,г и справедлива оценка \\G “ ф\\ q,r < С\\ ф\\ptY, где 
1 < р  < q < ж, q = 1 -  , 0 < а  < п + \у\. Кроме того показано, что если ф e L \ (R+), то отображ ение

ф ^  G “ф имеет слабый (1, q)Y тип при 1 = 1 -  \ . Эти результаты  являются распространением  теории
Харди -  Л иттлвуда -  Соболева о дробном  интегрировании  на случай обобщ енного потенциала Бесселя.
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