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Аннотация. В трехмерном пространстве рассматривается краевая задача для эллиптического уравнения на двумер­
ном комплексе. На границе двумерного комплекса задается условие Дирихле. В рамках теоретико-функционального 
подхода данная задача сводится к нелокальной краевой задаче Римана. Решение задачи ищется в пространствах 
Гельдера с весом. В статье доказана фредгольмова разрешимость задачи Дирихле на двумерном комплексе. Вычислен 
индекс для сформулированной задачи.
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Abstract. In the 3D space, a boundary value problem for an elliptic equation on a two-dimensional complex is considered. The 
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1. В вед ен и е . На сегодняш ний день задача Дирихле является одной из самы х востребованных задач. 
О на возн и кает не только н а плоскости, но и н а  м ногообразиях . М оделируя разли ч н ы е ф изические 
процессы , учены е получаю т набор уравнений  с краевы м и условиям и Д ирихле. Так, наприм ер, рассмат­
ривая колебания мем бран, диф ф узию  в неоднородны х средах или в среде со слож ны м  геом етрическим  
устройством  получается задача  Д ирихле н а м ногообразиях  разн ой  разм ерн ости  и ли  так  н азы ваем ы х 
стратиф ицированны х множествах. Этим задачам  посвящ ены  работы  Ю. В. Покорного [ ] , G. Lum er’a [ ] ,
О. М. П енкина [9] и др.
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30 Об индексе для одной краевой задачи

В работах И. А. Л укьянчук, Ю. Н. О вч и нн и кова [3] сф орм улирована задача  о расп ред елен и и  п о ­
л я  и проводим ости  м н огок ом п он ен тн ой  системы , составленной  из п рави льн ы х  треугольников. Эта 
задача  м ож ет бы ть и сследована в рам ках  теории, связан ной  с задачей  Рим ана, оп и сан н ой  в работах 
Солдатова А. П. [7] . И м енно эта задача легла в основу настоящ ей работы.

2. П о с т а н о в к а  за д а ч и . В пространстве R 3 рассмотрим комплекс К, полученны й из четырехугольной 
п и р ам и д ы  путем  вы брасы вания основания. О бщ ую  вер ш и н у  всех граней  обозначим  т0, остальны е 
вер ш и н ы  Tj,j  — i, 2 ,3 ,4  расп ред ели м  таки м  образом , чтобы  M z — { т0т-т2} ,М 2 — {т0т2т3} ,М 3 — {т0т3т4}
и М4 — {т0т4т- }. М нож ество F j , j  — i, 2,3 ,4  состоит из точек  г, соответствую щ их верш и н ам  M j , а их 
объеди н ен и е F — U j—z F j . Б удем  считать, что грани  M i ,M 3 и М 2,М 4 попарно  им ею т равны е у глы  при  
верш ине т0, которые обозначим соответственно 6i и в2. Также нам  необходимо обозначить стороны граней, 
которы е в дал ьн ей ш ем  будем  н азы вать  ребрам и  ком плекса, следую щ им  образом  Li — {т0ц }, I — i , .., 4,
L5 — {т-Т2 },Ьб — {Т2Т3 }, Lj — {Т3Т4} и LS — {т4Т- }. __

Задача D  состоит в оп ред елен и и  сем ейства из четы рех  гарм он и чески х  ф ун к ц и й  и} e С (Mj \  Fj), 
удовлетворяю щ их на ребрах Li, I — i, 2,3,4  следую щ им  контактны м  условиям

4 z ди4 диi z 2 диi ди2
и — и , vz + v2---- — 0 на L z, и — и , vz + v2 — 0 на L2,

дп дп дп дп

2 3 ди2 ди3 3 4 ди3 ди4
и — и , v2---- + vz — 0 на L3, и — и ,-vz------+ v2 — 0 на L4.

дп дп дп дп
Здесь п -  норм аль, направленная внутрь грани М.

На ребрах Li, I — 5, 6,7, 8 вы полнено условие Д ирихле

и j \u  — fi, I — 5, 6,7, 8 j  — i, 2,3,4.

П оставленную  задачу  рассм отрим  в весовом классе Гельдера, здесь м ы  н ап ом н и м  только основны е 
определения, подробно эти классы описаны  в [2] , [5] .

Пространство всех н еп реры вн ы х ф ун кц и й  ф, удовлетворяю щ их условию  Гельдера с показателем  р, 
обозначим  СV(К), 0 < р < i.

Исходя из весовой ф ункции

р х (z) — \х -  т0\я -  Т4 \я, X — (XTjj —-.. ,4, т e F),

пространство С ^(К ; F) определяется как  класс ф ун к ц и й  ф, дл я  которы х справедливо  ф — рх-^Ф, f  e 
С ^(К ), f  |f  — 0, где весовой порядок X -  р — (Хт -  р, т e F).

Если X < 0, то ф ун к ц и и  ф e СА удовлетворяю т условию  Гельдера с показателем  р  и в  точках  т e F 
допускаю т логариф м ические особенности.

Если X > 0, то ф ункция ф e СА удовлетворяет условию Гельдера на К  с показателем v — m in (р, Хт, т e F) 
и обращ ается в нуль в точках т e F .

С возрастанием  р  и X семейство пространств СА м онотонно убы вает в смысле влож ений:

Тогда рассм отрим  классы

с  С*, £ > 0.

с е — \ \ с е с е — П  с е
^Л+0 , ^Л-0 | Л-е.

При X — 0 пространство СА+0 удобно записы вать как С+0, и соответственно СА_0 как С̂ _0.
Т аким  образом , ф ун к ц и и  ф e С+0 (К ,Р ) удовлетворяю т условию  Гельдера н а  всем  м нож естве К  с 

некоторы м  показателем  и обращ аю тся в нуль в точках г  e F, а класс С̂ _0 (К ,Р ) состоит из всех функций, 
которы е после у м н о ж ен и я  н а  весовую ф ункцию  р е с лю бы м  е > 0 п р и н ад леж ат С^: . В этом  см ы сле 
данны е ф ункции  в точках т e F допускаю т особенности логариф м ического характера.

Весовое пространство С1̂  (К ,Р ) диф ф еренцируем ы х ф ункций  ф определяется условиям и

Ф e (К ,Р ), Ф' \м  — | ^ ^ J e e A_ i (M ,F), фм — ф\м ,

здесь ф' обозначает вектор-градиент рассм атриваем ы й по отнош ению  к некоторой декартовой системе 
координат в плоскости М .

Все перечисленны е пространства соверш енно аналогично вводятся и для правых частей f  в краевом 
условии Дирихле.
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Re (Ф1 - Ф2) = 0, Im (у1ф1 + У2ф2) =--C1, на L-
Re (Ф2 - Ф3) = 0, Im (у2ф2 + УгФ3) =--C2, на L
Re (Ф3 - Ф4) = 0, Im (у1ф3 + У2ф4) =--C3, на L
Re (Ф4 - Ф1) = 0, Im (у2ф4 + 91ф ̂  =--C4, на L

Re Ф j \u = fi, , 5 < I : IIooV
I , .. 4,

3. Р е д у к ц и я  з а д а ч и  к  н е л о к а л ь н о й  з а д а ч е  Р и м а н а . Эту задачу  м ож но п ереф орм улировать  по 
отнош ению  к ан али ти ческ и м  ф ун кц и ям  ф1, р еальн ы е части  которы х совпадаю т с гарм он и чески м и  
ф ун к ц и ям и  и}. Т ак  как  м н и м ы е части  ф ун к ц и и  ф} оп ред елен ы  с точностью  до константы , с учетом  
соотнош ений  Кош и -  Рим ана преды дущ ие краевые условия переходят соответственно в

(1)

(2)

здесь Ci, I = 1, ..4 некоторы е константы.
Введем нум ерацию  Г„ ребер ком плекса К, учиты вая, что каж дое ребро Li, I = 1,.., 4 состоит из двух 

сторон граней п и р ам и д ы  M j , принадлеж ность  ребра к грани  укаж ем  верхним  индексом . В явном  виде 
эта нум ерация вы глядит следую щ им  образом:

L 1 L4 L 1 L2 L2 L3 L3 L4 L 1 L2 L 3 L4Щ Щ 2 2 3 3 4 4 5 ^ 6 7 ^8
Г1 Г3 Г5 Г7 Г2 Г4 Г6 Г8 Г9 Г10 Г11 Г12

Каждую сторону Г„, п = 1,.., 12 ориентируем  так, чтобы при обходе соответствую щ ей грани M j , j  = 1,.., 4, 
она оставалась слева.

Выберем гладкие парам етризации  Yi '■ [0,1] ^  Г;, согласованны е с ориентацией  дуг Г;.
С уж ение ф ун к ц и и  (р} на отрезок Г;, п р и н ад л еж ащ и й  соответствую щ ей грани  M j , дает граничное 

значение функции (р}, которое обозначим >̂+. Семейство всех граничны х значений  обозначим (р + = (ф+)\2. 
Тогда с помощ ью  введенны х парам етризаций семейство (р + «снесем» на интервал (0,1) и получим  вектор 
у>+ с ком п он ен там и  (рJ+i = ф+ о yt, 1 < i < 12. В этих обозначениях  краевы е условия (1)-(2) зап и ш у тся  в 
виде

Re ар+ = f  (3)

с блочно диагональной  м атрицей  а = diag(a1, а2, а1, а2, а3) е  C 12x12

й2 ' ~iV1 -iV2 ) , й1 ( -iV2 -iV1

а3 = С е С 4X4.

и 12-вектор-ф ункцией f , заданной  на интервале (0, 1).
Зам етим , что в такой  постановке задача  D  относится к ти п у  нелокальн ы х  краевы х задач  Р им ана, 

подробно изуч ен н ы х  в работах [6], [7] .

4. О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы . В настоящ ей статье основны м  результатом  является следую щ ая теорема. 
Т ео р е м а . Неоднородная задача D всегда разреш им а в классе , а пространство реш ений однородной 

задачи одномерно. Кроме того, если правая часть f  принадлежит классу С+_0, то ее решение ф е С^+0) .
Прежде чем  перейти  к доказательству теорем ы , нам  нуж но провести дополнительны е вы числения, 

будем следовать схеме исследования краевой задачи, описанной  автором в работе [1] .
Составим м атрицу

b = а -1а = diag(b1, Ь2, Ь1, Ь2, Ь3),

, = 1 I - v 1 + V2 - 2v2 \  , = 1 I v 1 -  V2 - 2v1
2 = V1+Vz \ - 2 v  1 V1 -  v2 ) , 1 = V1+V2 \ - 2 v2 - V 1 + V2 , (4)

b3 = 1 е  C4X4.

Р ассм отрим  пересечение ш ара В(т, £), радиусом  е, с каж дой гранью  Mj ком плекса К  для всех его 
верш ин . Здесь радиус е вы бран  так, чтобы  вы полнялось  В ( i i , е) П В ( i j , е) = 0. В результате п олучи м  12
секторов Sj (т) , j  = 1, 2,3 ,4,  боковы е стороны  которы х обозначим  d±Sj (т), предполагая, что поворот от
д+Sj (т) к д~ Sj (т) вокруг верш ины  т внутри этого сектора осущ ествляется против часовой стрелки.

Все 24 боковые стороны секторов занум еруем  едины м  образом  Г(j ), j  = 0, ..24.
Для точки  т0

(
a+Sj  (т0) d- S1 (т0) d+S2 (Т0) d- S2 (Т0) д+Ss (т0) d- S3 (Т0) 0+S4 (те) 0+S4 (те)

Г (2) Г (7) Г (8) Г (4) Г (3) Г (6) Г (5) Г (1)

О бозначим  полученное множ ество дуг Е0 (т0) = { Д р ,.., Г(8)}.

ISSN 2687 0959 Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, №  1
Applied Mathematics &Physics, 2023, Volume 55, No 1



32 Об индексе для одной краевой задачи

Для точки  т\

Для точки т2

Для точки т3

Для точки т4

d+S -(t-) d~S-(t-) d+S 4 ( t-) d -S 4 (T-)
Г(11) T(9) E(-0) Г(12)

d+S - ( n ) d ~ S - (n ) d+S2 (T2) d - S 2 ( n )
Г(-з) P(-5) Г(16) Г(14)

d+S2 (Тз) d~S2 (тз) d+S3 (тз) d - S 3 (тз)
T(-7) T(-9) Г(20) Г(18)

d+S- (T4) d~S3 (T4) d+S 4 (T4) d - S 4 (T4)
T(2-) Г(23) Г(24) Г(22)

S i  (Ti ) — {Г(9), .., г ( i 2)} .

Е2(?2) — {г(i3), .^ г (i6)}.

Е- (т3) — {г( i 7), .^ Г( 20) }. 

Е4 (Т4) — {Г(2 i ), .^ Е(24) }.

Пусть в2 (т) -  раствор сектора S j (т), в дальн ей ш ем  будем  предполагать, что все они  полож ительны : 
0 < в](т) < 2л.

Согласно [1] , 24 X 24 м атрица v (%), % e С состоит из следую щ их элементов:

Vkr (£) —
eiei (r), {Г№), Г(г)} — {d+Sj (т),д ~Sj (т)},

0, в противном  случае ,
(5)

Эта м атрица целиком  зависит от геом етрии рассм атриваем ого множества.
О чевидно, что т является концом  отрезка Г;, i  < i < 12 и пересечение ш ара В(т, е) с Г; дает отрезок 

Г;(т) с концом  т. Удобно полож ить

Г / ч ( Г?, если т есть левы й  конец Г;,
1 1 Г;*, в противном  случае.

Согласно [ ] , введем  24 X 24 м атри ц у  b с элементам и:

bkr —

bij (0), еслиГ№) — Г», Г(Г) — Г?, 

bij ( i ), еслиГ(^) — Г /, Г(г) — Г}, (6)

0, в противном  случае.

Рассмотрим  м нож ество пар Pi(т), которые образую т угол при  верш ине т и составлены из элементов 
{Г*, i  — i , . . i 2, к  — 0, i } :

Pi (т0) — {г-0, г - }, Р2 (т0) — {Г], Г2 }, Р3 (т0) — {Г0, Гi }, Р4 (т0) — {Г0, г - },
Р5 (т-) — {Г», г-- }, Р6 ( п )  — {Г-0, r i 2}, Pj Ы )  — {ГЮ, Г/ }, Р8 ( п )  — {Г-0, Г9 },
Р9 (т3) — {Г0, Г- i}, Р-0 (т3) — {Г-0-, Г4- }, Р--(Т4) — {Г», Г--- }, Р-2 (Т4) — {ГЦ Г8- }.

Зам етим , что совокупность Г(j ) боковы х сторон всех секторов S j (т), т e F совпадает с м нож еством  пар
Pi( т) — {Г^, - < i < - 2 , к  — 0, -}, таким  образом  имеем:

Р- Ы  — {Г(2), Г(7) }, Р2 (Т0) — {Г(8), Г(4) },
Рз (Т0) — {Г(3), Г(6) }, Р4 (Т0) — {Г(5), Г(-)},
Р5 (Т-) — {Г(9), r (-i) }> Р6 (Т-) — {Г(-0), Г(-2) }ч
Р7 ( ^2) — {Г(-3), Г(i5) }> ?8 (^2) — {Г(-4), Г(-6) }5
Р9 (Тз) — {Г(-7), Г(Ц9) }> Р-0 (Т3) — {Г(-8), Г(20) }5
Р--(Т4) — {Г(2-), Г( 23) }, Р-2 ( ^4) — {Е(22), Г(24)}.

М нож ества E j (т) м ож но описать как объединение элем ентов м нож ества пар Pi(т), а им енно

Еа — {Р- U Р2 U Рз U Р4}, Е- — {Р5 U Р6}, Е2 — {Р7 U ?8},

Ез — {?9 U Р-0Ь Е4 — {Р-- u  Р-2} .

В общ ем случае условимся говорить, что 24X 24 м атр и ц ах  — (х^г)24 блочно-диагональна относительно 
некоторого разб и ен и я  Е — (Ei)" м нож ества {Г^) ...Г(24)}, если ее элем ен ты  Хкг — 0 п ри  Гда e Ei, Г(Г) e
Ej, i Ф j . У м нож ение таких  м атр и ц  сводится к п облочном у ум н ож ен и ю  их ди агон альн ы х  блоков 
х (Ei) — { х ^ , Г(к), Г(Г) e Ei}.
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П рим енительно  к оп ред елен и ям  (5) и (6) м ож ем  заклю чить, что м атр и ц а v блоч н о-д и агон альн а 
относительно разбиения множ ества {Г(р, . . . ,  Г(24)} на пары  Pi (т) = {d+S j (т), д~ S j (т)}, j  = 1 , . . . ,  4, т e F с 
ди агон альн ы м и  блоками

V (£,Pi (г)) = е1в1 1 1 j .

А налогично м атрица b блочно-диагональна относительно разбиения на два м нож ества 10 = {Г?, 1 < i < 
12}, 11 = {Г/, 1 < i < 12}

и ? ) = щ ,  h i  1) = ъ ( 1).

В наш ей нум ерации м атрица b блочно-диагональна относительно разбиения множества {Г( 1),.., Г(24) } 
на м нож ества Еj (т), которые в свою очередь составлены из элементов м нож ества Pi(т).

П оэтому каж дая м атрица v (%) и b блочно-диагональны  относительно разбиения E j (т), а значит этим 
свойством обладает и их сум м а v (%) + h.

Согласно [ ], м атри ц а-ф ун к ц и я  v (%) + b назы вается к он ц евы м  сим волом  задачи . М ером орф ная 
ф ункция

det [и (£) + b\ 
det [v (£) + 1\

п ри  Im f  ^  ±m,  Re f  = const стрем ится к н ен улевы м  пределам , так  что проекц и я нулей  ф ун кц и и  
det [v(%) + b\ на действительную  ось является дискретны м  множеством. Пусть а  > 0 выбрано столь малым, 
что эти  нули  отсутствуют в полосе - а  < Re f  < 0. Тогда справедлива следую щ ая

Т е о р е м а  1. П уст ь мат рица-ф ункция a ( t ) e С^+0 [0 ,1\ и det а Ф 0,0 < t < 1. Тогда задача Д ирихле  
фредгольмова в классе Сf 0 и ее индекс ж\, при X = -с ,  с > 0 и достаточно мало, вычисляется по формуле

ж-г = ж0 + 4

где величина

ж0 = —  [ln d e t b ( t  )\ 
2ni

1
2ni

ln
det (о + Ъ) (£ )

(7)

(8)
det(o + 1) ( f )

выражения в квадратных скобках определяются непрерывными ветвями логарифма, а вертикальная черта 
означает приращение в соответствующих пределах.

В вы бранной  н ум ерации  м атрицы  v (%) и b представим ы  в виде:

v (£ ,Е0) =
0 v0 (И

V0 (0  0
e C 8X8, v0(О  =

I eie2^ 0 0 0
0 0 eie^ 0
0 eie^ 0 0

\ 0 0 0 ew^
(9)

b(£,E>) =

( b1 0 0 0 \
0 b2 0 0
0 0  n  0 

\  0 0 0 b2 I

€ C8

где b-i, b2 из (4). Д иагональны е блоки 4 X 4 -  для верш ин  , j  = 1,4 имею т вид

0 H , E j ) = | 0j  ̂ ) | ,  где

о 1 (О  =

V3(£) =

ei01 (Л ')f 

0
0

Pi04 (J1 К

(J3 К  

0
0

gi03 (J3 К

oj (S ) 0

^2 ( 0  =

V4 ( 0  =

gift (J2')f 

0

gify (J4К 

0
0

ei04 (J4') f

(10)

— a+ioo

W , ) = (  "0 1 ) , J  = « ,  W , ) = (  "0 0 ) , ;  = 2, i .

Согласно теореме 1, характер разреш им ости задачи (D) в классе Сf  0 определяется нулям и определителя 

det ( v (И  + Ь)(И  на прям ой R ef = 0, причем  важную роль играет и порядок полюса точки f  = 0 обратной 
м атрицы - функции (v + b)-1 . В силу блочно-диагональной структуры м атриц соответствующие свойства 
достаточно вы яснить для их диагональны х блоков.
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34 Об индексе для одной краевой задачи

Введем обозначение z  = е1®1 (т)^, у = е1°2(т^  и t = ^ , тогда

det(o + b )(g ,E 0) =
(t + 1)4

( -  2( t2 -  1)2y 2z 2( у 2 + z 2) + (t  + 1)4y 2z 2 + 4 ( t4 -  10t2 + 1)y2z 2+

(t -  1)4(z4 + y 4) -  2 ( t 2 -  1)2(y 2 -  z 2) + (t  + 1)4). (11)

О братная м атрица (v + b ) -1  (£ ,E0) в явном  виде им еет громоздкое представление, поэтом у вы п и ш ем  ее 
элем енты  отдельно,

(v + b) -1  & Е 0) =
1

(1 + t ) 3 det(o + b)

А  В 
В А

, А, В е С4Х4.

( a 1 ta.2 ta.3 a4 ^ ( a7 td8 t&9 a.10 ^

A  = 0-5 a.6 &7 0-8 , в  = 0-8 aw &7 &9
0-8 &7 a.6 0-5 &9 &7 aw 0-8

\  O.4 ta.3 ta 2 0-1 f \  0-10 t&9 td-8 On f

<ц = - ( t  -  1) ( z 2 -  1) ( ( у 2 -  1) ( z 2 -  1) + t 2(у 2 -  1) ( z 2 -  1) + 2t (1 + у 2) (1  + z 2))

a2 = -2 (1  + 12) ( y 2 -  1)(z2 -  1 ) -  4 t (1 + z 2 + y 2(1 -  3z2))

a3 = 2 y z ( ( y 2 -  1)(z2 -  1)(1 + t2) + 2 t ( - 3  + z 2 + у 2(1 + z 2)))

0.4 = - 8 t y z ( t  -  1) ( z 2 -  1)

a 5 = (t  -  1) ( y 2 -  1) ( ( y 2 -  1) ( z 2 -  1) + 2 t ( y 2 + 1) ( z 2 + 1)) 

a6 = 8 t y z ( t  -  1) ( y 2 -  1)

07 = у ( - ( t 2 -  1 ) 2 + (t  -  1)У  -  2z 2( ( t 2 -  1) 2y 2 -  t 4 + 10t 2 -  1)+

(1 + t ) 2z 4(1 \y + t (y  -  1) ) ( t (y + ^  + у -  1 ) ) / ( t + ^

a& = 2y( t -  1) ( ( y 2 -  1) ( z 2 -  1) ( t2 + ^  + 2 t (1 + y 2 + ( - 3 + y 2)z 2 ) ) / ( t + ^

a9 = 2z ( t  -  1) ( t (6 + t ) y 2 + y 2 + (t  -  2) t z 2 + z 2 -  ( t  + 1) 2y 2z 2 -  t ( t  + 2 ) -  1) / ( t  + 1)

a 10 = - 4 t ( ( t  + 1)2z (1 + 4 tz 2y 2) + (t  -  1)2z ( y 2 = 4 tz2) ) / ( t  + 1)

Далее введем  обозн ачен и е в соответствии с (10), элем ен ты  z m = (vmn)2, m = n ,m  = 1, 2, учи ты вая  
соответствие рассм атриваем ого м нож ества Ej и м атрицы  vj (%), тогда

det(o + h ) (^ ,E 1) =
( t + \ ) ( z\z22 -  1) + ( t -  1)(z \  -  z'2) 

t + 1
(12)

(v + b) -1  & E 1) =
(t + 1) det(o + b) ( ^ ,E 1)

( - ( z 2t + z 2 + t -  1)

2

2 t

- (z '^ t  + z 2 -  t + 1)

(z^t + z2 + t -  1)z1 -2tZ1

-2Z2

( z h  + Z2 + t -  1)Z12 + 2

-2tZ1

(z^t + -  t + 1)Z2

- ( z ^ t  -  z 2 + t + 1)

2Z2Z1

-2tZ2 \

(z^t + Z2 -  t + 1)Z2 

2tZ2Z1

(z \ t  -  z^ -  t -  ^

Вы числения для м нож ества E3 даю т аналогичны е результаты .

1

1
*
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Для м нож ества Е2 справедливы  следую щ ие равенства:

( t + 1)(z2z2 -  1) + ( t -  1)(z2 -  z22)
det(o + Ъ )(( ,Е 2) =

t + 1

(v + b) -1  (Z,E2) =
(t + 1) det(o + b) (£ ,E 2)

I - ( z 2t + z 2 -  t + 1)

2 t -(z^^t + z 2 + t -  1)

(z2t + z 2 -  t + 1) z 1 - 2z 1

-2Z2t

( z2t + z 2 -  t + 1) z 1

-2tZ1

z^ t -  z 2 -  t -  1

(z^t + Z^ + t -  1)Z2 2tZ2Z1

В ы числения для м нож ества E4 дают аналогичны е результаты .
Из (9) и (10) следует

d et(0 + 1Ж Е 0) = (у 2 -  1)2( z2 -  1)2

-2Z2 \

(z^t + Z2 + t -  1)Z2 

2Z2Z1

-(z^^t -  z 2 + t + 1) f

(  + 1 ) -1 (£ ,E0) =
(1 -  y t )(1  -  z 2
J21 -  ZZ

0
0
0

-y (1 -  z2) 
0 
0 
0

0
1 -  У2 

0 
0 
0 
0

- ( 1  -  y2) 
0

0
0

1 -  У2 
0 
0

~z(1 -  y2) 
0 
0

0
0
0

1 -  z2 
0 
0 
0

- у (1 -  z2)

-y (1 -  ^2) 
0 
0 
0

1 -  z2 
0 
0 
0

det(v + 1) (£ ,E j ) = ( z 21 -  1) ( z 22 -  1) 

{

(  + 1)-1 (Z,E j ) =
1

det(o + 1)(£, E j )

1 -  zz
0

0
1 -  У2 

-y(1  -  z2) 0
0 - z (1 -  y2)

0
0

-2(1 -  y2) 
0 
0

(1 -  y2)
0
0

-y (1 -  22) 
0

1 -  z2

0
- 2(1 -  y2) 

0 
0 
0 
0

1 -  У2 
0

-Z (1 -  y2)
0

1 -  y2 !

0
0
0

- y (1 -  22) 
0 
0 
0

1 -  z2

Р ассм отрим  поведение н а  м н и м о й  оси ф ун к ц и й  det(a + Ь)(^ ,Е 0) и d e t(v + b ) ( ^ ,E j ). О бозначим  s 
порядок нуля функции.

Л е м м а  1. Функции  det (о + Ь)(^ ,Е 0) и det(o + b)(£ ,E j ) , j  = 1,..., 4 н а м н и м о й  оси имеют единственный  
нуль в точке % = 0 и его порядок равен s (Е0) = 2 и s (Еj ) = 1.
Д о к а за т е л ь с т в о . Согласно (11), определитель м атрицы  (v + Ъ)(%, Е0), которы й обозначим  f  (у, z), дается 
вы раж ением

1
*

2

1

0

f  (У,z ) = ( 1 1 1)4 i ( - 2t4 + 4 f 2 -  2)y2z:4 + ( - 2 t 4 + 4 t2 -  2)y4z 2 + ( t  + 1)4y 4z 4+

(4t4 -  40t2 + 4 )y2z 2 + (t  -  1)4y 4 + (t  -  1)4z 4-

(2(t  -  1)2y 2 + 2(t -  1)2z 2 - ( t  + 1)2) ( t  + 1)2j . (13)

Согласно введен н ом у  вы ш е обозначению  z  = е1®1 (т̂ , у  = е1®2(т^ , очевидно, что ф ун к ц и и  у  и z  -  
вещ ественны  и п олож и тельн ы  п ри  Re£ = 0, более того одноврем енно  либо больш е 1, либо м ен ьш е 1, 
либо равны  1.

Из (12) видно, что при  у = z  = 1 ф ункция обращ ается в нуль и справедливо соотнош ение

( 1  у ) = _ д м
у z  yz

Теперь убедимся, что в квадрате К  = {0 < y , z  < 1} ф ункция f  (у, z) нигде не принимает значения нуль. На 
границе квадрата ф ункция f  (y ,z )  не полож ительная и обращ ается в нуль только в точке (1,1). Градиент
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36 Об индексе для одной краевой задачи

ф ункции g ra d f  (у, z) Ф 0, у, z  e К , поэтом у f  (у, z) < 0 во всем квадрате. О пределим порядок нуля функции 
det(o + Ь)(ф,Е0) в точке ф — 0. Согласно (13)

(-  + t )4[det(o + b) ] ' (0, Е0) — ( - 2 t 4 + 4 t2 -  2)(2162 + 4id-) + ( - 2 t 4 + 4 t2 -  2)(4i92 + 2i9-)+

(t + i ) 4(4162 + 4id-) + (4t4 -  40t2 + 4)(2i92 + 2id-) + 4(t -  - ) 4i92 + 4 (t -  - )4 i9 - -

2(t + - ) 2(2(t  -  - ) 2i92 + 2(t -  - ) 2i9z) — 0

(- + t )4 [det(o + b)] ' '(0 ,E 0) — -28 t( i t9 2 + i9-) ( i t9 - + i92) Ф 0

Следовательно порядок нуля равен s (Е0) — 2. Посчитаем порядок нуля для функции det(v + b ) (£ ,E j) в 
точке ф — 0.

( t  + - )[d e t(o  + b)(0 ,E i )]' — 4 i( t9 - (r-) + 94(т-)) Ф 0.

А налогично, для всех остальны х множ еств Ej, j  — 2, Ъ, 4 порядок нуля равен  s (E j) — -.
П ерейдем к основном у результату.
Т е о р е м а  2. Неоднородная задача D всегда разрешима в классе , а пространство решений однородной 

задачи одномерно. Кроме того, если правая часть f  принадлежит классу С+0, то ее решение ф e С^+0) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . С огласно теорем е 1, нам  необходим о вы ч и сли ть  индекс задачи  ж 0. В силу блоч н о­
ди агон альн ой  структуры  м атр и ц  det (У + Ь)(ф,Е) и det (У + i )(ф,Е), ф орм улу (8) м ож но п ереписать  в 
виде

&0 — -
1

2ni
ln

det(o + Ь)(ф, Е0)
det (о + -)(ф,Е0)

У  —
4- f  2к1]—-

ln
det(o + Ь)(ф, Е j )
det (а + -)(ф,Е j )

Согласно п р и н ц и п у  аргум ента для аналитических ф ункций, им еет место следую щ ее равенство:

—  In h (ф) 
2т

-  2-  ln h (ф) 
2ж1

— т, (14)

где т — s -  р .
Зам етим , что в наш ем  случае h (£) представим а в виде частного двух ф ункций

f  (ф) — det(v + Ь)(£,Е0) — f  (y ,z),

д(ф) — d e t(v + - ) ( Ш  — ( у 2 -  - ) 2( z2 -  - ) 2. 

И сследуем функцию  h (ф) на четность и нечетность. О чевидно, что

f  ( i , - ) — -  -  f  (y ,z),у z  yz

д ( i , - ) — —  д ( y , z ). у z  yz

Тогда ф ункция h (ф) нечетная и для нее справедливо равенство

Поставив последнее равенство в (14), получаем

—  ln h (ф) 
2m

Отсюда легко видеть, что первое слагаемое в ф ормуле индекса равно

т 2 - 4 - i + i
— - - .

П ерейдем ко второму слагаемому. 
Для м нож ества Ez.

f  (z- ,Z 2) — det (а + Ь)(ф,Е-) —
( t + i ) ( Z\z \ -  -) + ( t -  i ) ( z \ z 2 -  -)

t + -

д (z- ,Z 2) det (a + - ) ( £ £ - )  — (z \  -  - „ z 2, -  -).

<2-  IOO <2-100

a -zoo a- 100

a-IOO a - 100

171
2a-100

2
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f
Проделав исследование, аналогичное вы ш еуказанном у, получим , что ф ункция h (б) = — нечетная, и,9

следовательно,
т 1 + 1 -  1 -  2 1

2 = 2 = 2 .

Н етрудно показать, что для остальны х ном еров j  = 2, 3,4  зн ач ен и е у  = - 1 .  Т аки м  образом , индекс 
задачи

1
ж = 4 -  (1 + 4 * - )  = 1.

( 2 )

Для доказательства второго утверж дения теорем ы  вспом ним  теорем у 2, сф орм улированную  в [1], в 
которой говорится следую щ ее.

Пусть вы полнены  условия теорем ы  1: м атрица-ф ункция ф(v + b ) -1 (ф) не им еет полюсов на м н и м ой  
оси. Т огда лю бое р еш ен и е ф e С1- 0 задачи  (3) с правой  частью  f  e  С+_0 п ри н ад леж и т классу С^+0) . В 

частности, ж является индексом  задачи  и в классе С^+0) .
Д окажем сначала вспомогательную  лем му.
Л ем м а 2. Обозначим р  -  порядок полюса функции, считая кратности. Д л я  матриц-функций

(v + b)-1 (ф,Е0) и (v + b ) -1 (ф,Еj ), j  = 1,..., 4 

в точке ф = 0 порядок полюса р  = 1.
Д о к азател ь ств о . Согласно вы числениям  выш е, элем енты  м атрицы  (v + 1)- 1 (ф,Е0) при ф = 0 обращаются 
в нуль. А  так  как  det(a + Ъ)(ф,Е0) им еет нуль второго п оряд ка в точке ф = 0, то м атр и ц а  (v + 1)- 1 (0,Е0) 
им еет полюс первого порядка.

Что касается м нож еств E j, j  = 1,..., 4, то очевидно, что элем енты  м атрицы  не обращ аю тся в нуль при 
ф = 0, и следовательно, полюс м атрицы  равен  порядку нуля м атрицы  det(v + b ) (0, Еj ), то есть р  = 1 .

Теперь вернемся к рассмотрению  вы полнения условий теоремы 2 из [1]. Согласно лем ме 2, из второго 
у тверж д ен и я следует, что м атр и ц ы -ф у н к ц и и  ф(v + b)-1 (ф,Е0) и ф(v + b)-1 (ф,Е4) , j  = 1,..., 4 не им ею т 
полю сов на м н и м о й  оси. С ледовательно, условия теорем ы  вы полнены . Т аким  образом , м ы  получили , 
что лю бое р еш ен и е ф e С1- 0 задачи  (3) с правой  частью  f  e  С+_0 п р и н ад л еж и т классу С^+0) . И ндекс 

рассм атриваем ой задачи  в классе С равен  1.
Что касается единственности  реш ения задачи, то она следует из п ри н ц и п а м аксим ум а.
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