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Аннотация. В работе рассматриваются нелокальные краевые задачи для псевдопарабо- 
лических уравнений третьего порядка с переменными коэффициентами в одномерном и в мно
гомерном случаях. С помощью метода функции Римана доказаны существование и единствен
ность решения нелокальной краевой задачи в одномерном случае. Для решения нелокальных 
задач получены априорные оценки в дифференциальной и разностной трактовках. Из получен
ных оценок следуют единственность, устойчивость, а также сходимость решения разностной 
задачи к решению дифференциальной задачи.
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Введение. Математическое моделирование многих процессов приводит к изучению 
нестандартных начально-краевых, прямых и обратных задач для уравнений в частных 
производных, не имеющих аналогов в классической математической физике. Хорошо 
известно, что вопросы фильтрации жидкости в пористых средах [1], [2], передачи тепла 
в гетерогенной среде [3], [4], влагопереноса в почво-грунтах [5], (см. [6, с. 137]) приво
дят к модифицированным уравнениям диффузии, которые являются псевдопараболи- 
ческими уравнениями в частных производных третьего порядка. Краевые задачи для 
псевдопараболических уравнений третьего порядка изучались в работах [7-16].

В настоящей работе рассматриваются нелокальные краевые задачи для псевдопара
болических уравнений третьего порядка с переменными коэффициентами в одномерном 
и в многомерном случаях. С помощью метода функции Римана доказаны существова
ние и единственность решения нелокальной краевой задачи в одномерном случае(см. 
[7], [8], [13 -16]). Для решения нелокальных задач получены априорные оценки в диффе
ренциальной и разностной трактовках. Из полученных оценок следуют единственность, 
устойчивость, а также сходимость решения разностной задачи к решению дифферен
циальной задачи.

1. Постановка задачи. Существование и единственность решения. В за
мкнутом цилиндре QT =  {(^r,t) : 0 <  х  <  1,0 <  t <  Т }  рассмотрим следующую 
нелокальную краевую задачу

щ =  (k(x,t)itx)x +  (i](x,t}uxt)x +  r (x , t }ux - q ( x , t ) u  + f ( x , t ) , 0 <  х  <1,  0 < t  < Т ,  (1.1)
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П(0, t) =  /3i(t) Г  u(x,t )dx +  f pit., т)и{0, r )dr — pi(t) ,  0 < t < T ,  (1.2)
Jo Jo

- П (l,t.) =  [32(t)u{l,t) -  p 2(t), 0 <  t <  T, (1.3)

u(x, 0) =  щ (х) ,  0 < x  <1 ,  (1.4)

где
r(0 ,t) =  r0 <  0, r(l ,t)  =  tn  >  0 , 0 <  c0 <  i ] ( x , t ) , k (x ,t )  <  Ci,

\i]t(x,t)\, \r(x,t)\, \q(x,t)\, |kx|, \rx \, |/3i(t)I, |/32(t)I, \p(t ,r )\<c2, (1.5)

и e  C 4'3 (Qt) ,  v e  C 3'2(Qt) ,  к e  C*'2(QT), r , q , f e  C 2'2(QT), (h{t) g C[0 ,T],

Q t  =  {(#, t.) : 0 <  x  <  1,0 <  t. <  T } ,  П(гг, t)  =  k u x +  i ]uxt, 0 <  r  <  t, Uo(x) G С*2[0, /],

p { t , r ) -  функция, непрерывная на [0,T], С0,С1,С2 -  положительные числа.
Заметим, что нелокальное условие (1.2) можно заменить условием

PCX, r t

П(0, t) =  (5lit) / u(x, t )dx  +  / pit, t ) u ( 0 ,  r)dr — pi(t.),
Jo Jo

где a -  глубина корнеобитаемого слоя (см. [17]) или активный слой почвы, который 
участвует в водоснабжении корневой системы, в процессах испарения и транспирации. 
Поставленные и исследованные в работе задачи характерны также тем, что содержат 
в краевых условиях не локальность по времени, впервые изученную А. И. Кожановым 
[ 1 2 ].

По ходу изложения будем использовать положительные постоянные числа Mj, i =
1,2,..., зависящие только от входных данных задачи (1.1)-(1.4). Имеет место следующая

Т еорем а. Пусть коэффициенты уравнения (1.1) п граничных условий (1.2)-(1.4) 
удовлетворяют условиям гладкости (1.5). Тогда задача (1.1)-(1.4) имеет единственное 
регулярное в QT решение.

□  Следуя [14,18], введем аналог функции Римана v =  u(x,t ;  £ ,т ) для уравнения 
(1.1) в области Q =  { (x , t )  : 0 <  х  <  £, 0 <  t <  т} в следующей форме

Mv(x ,t- ,£ ,r )  =  ~{i]{x,t )ux):xt +  (k(x, t)ux)x -  ( r (x , t )u)x +  vt -  q(x,t)u =  0,

v(£,t]£,T) =  0 , (1.6)

, / ' K ' t ; ' ' T ) = ^ e x p { /  'Ш ) м'
v (x , t ; £ , t ) =  w i (x , t ), 

где uji{x , t ) -  решение следующей задачи Коши
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(ri(x, t ) vx(x , г; f , т))х -  г/(х, т; f , т) =  0,

= 0 ,

П{€,т) '

Имеет место соотношение

8 0  д Р
vLu — иМи =  —-------- —  , (1.7)

ох  ох
где

Ьи =  \ / / и +  (ких)х +  гих -  щ -  qu +  f ( x ,  t ) ,

Q =  qyuxt +  u(i]ux) t +  kvux — kvxu +  ruv ,

P  =  1]UX UX +  u u .

Пусть производные Px,Qt непрерывны в QT, что влечет их ограниченность в этой об
ласти, а также непрерывность и ограниченность самих функций P,Q.  В этих условиях 
проинтегрируем соотношение (1.7) по области Q =  { (x , t )  : 0 <  х  <  £,0 <  t <  т}, где 
£, т -  произвольная точка области Qt

rT 'dQ д Р '
/  (uLu — uMu)dxdt  =  /  /  ( —------- — 'jdxdt. (1.8)

JП Jo Jo \<JX ox  J

Тогда из (1.8) получим представление

г)  =  и (0, т)г/(0, т)их(0, г; £ , т ) -  [  (rj(0 , t )v {0, t; f , т)г/,т*(0, t ) + k ( 0 , t )v {0, t; f , т)их(0 , t) +

+  u ( 0 , t )  ( r j ( 0 , t ) u x ( 0 , t - , £ , T ) ) t -  k ( 0 , t ) u x ( 0 , t - , £ , T )  +  r ( 0 , t ) u ( 0 , t - , £ , T )  J d t  +  (1.9)

+  J  (^i](x,0 )i,x ( x , 0 ]$t,T)ux( x , 0 ) +  i,( x , 0 ]$t,T )u (x ,0 ) Sj d x  +  J  J  u(x , t ;^ ,r ) f (x , t )dxd t ,

где (£, r) — произвольная фиксированная точка области Qt - Существование и един
ственность аналога функции Римана доказаны в работе [14].

Проинтегрируем, далее, (1.9) по £ от 0 до I. Тогда с учетом (1.2), (1.4) получим

П(0, т) —u(0, r)/5i(r)?/(0, т) J ux{0 ,T^ ,T )d^+J  (ATi(r, *)П(0, i)+AT2(r, i)w(0, t)Jdt =  71 (г),

( 1 .1 0 )

где ^

=  /3i (r)  [  i / ( 0 , i ; f , r ) d f ,
Jo

K 2(t,T) =  /3i(t) [  (  (rj(0,t)ifx ( 0 , t ;^ T ) )  -fc(0 , t )^ (0 , i; f ,  r )+ r(0 , i)i/(0, i; f ,  тЛ  d£-p(r ,  r),



28 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Ш-Я Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30

7 i(t )  =  /3i(t) J  j  0 )vx (x, 0; £, т)и'0(х) +  v(x,  0; £, т)ио(х)^dxd^

r-l r-т t-S,

+/3i(r ) /  /  /  u(x, t \£, T)f(x,t)dxdtd(; — fii(r).
J o  J o  Jo

Из представления (1.9) при £ =  l следует интегральное уравнение:

и(1, т) -  и (0, т)г){0, т)их(0, т;1,т) +  J  ( к 3(т, *)П (0, t) +  К 4{т, t)u(0, t)^dt =  y2(r),  (1.11) 

где
IU(r ,t )  =  u(0 , t ] l,r)dp,  

IU(t ,r )  =  (/7(0,t)i/x ( 0 , t ; l , r ) ) t -  k(0,t)vx(0 , t ; l , r )  +  r(0, t,)u(0, t;I, r),

72( r )  =  J  (i](x, 0)ux(x, 0; /, r )ux (x, 0)+z/(;r, 0; /, r)u(x,  0) ^jdx+J J  u(x, t ' , l , r )f (x ,t )dxdt.

Точно также как и в [14], введем аналог функции Римана w =  w(x,t ;  а,т) для 
уравнения (1.1) в области Q =  { (x , t )  : а <  х  <  1,0 <  t <  т} в следующей форме

Mw{x,  t; а, т) =  -('i](x, t)wx)xt +  (к(х, t)wx)x -  (г(сг, t )w)x +  wt -  q(x, t)w =  0,

w(a, t\ a, t )  =  0 , (1-12)

/ ч 1 k(a>,ti) ,
wx\a, t; a, r) =  —-------  exp < / —— — dt 1

w(x,  r; a, t )  =  uj2{x, t ) ,  

где oj2( x , t )  -  решение следующей задачи Коши

t )wx(x , t; а, т))х -  w(x,  т; а, т) =  0, 

w(a,  т; а, т) =  0,

wx(a,r - ,a ,r ) )
q(a, т)

Имеет место представление

и(а,т) =  u(l, t ) i] ( 1 ,  t ) w x (1,  r; a, r ) -  J  ^(ii(l,t)uxt(l,t) +  k(l,t)ux( l , t ) )w ( l , t ;a , r )  +

+  u(l,t)  ^i](l,t)wx(l,t-, a , r ) ) t — k(l ,t)wx(l,t-, a , r )  +  r(l,t)w(l,t-, a , r )  ĵdt — (1-13)

J  (ui(x, 0 ;  Q', t ) u ( x , 0 )  +  I](x, 0 )wx(x, 0 ;  a ,  t ) u x ( x , O^dx -  J  J  w (x , t ;a , r ) f ( x , t )d x d t ,
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где (ct, т ) — произвольная фиксированная точка области Q t -
Из представления ( 1 . 1 3 )  при а  =  0 ,  с учетом условий ( 1 . 3 ) ,  ( 1 . 4 ) ,  получим инте

гральное уравнение:

и ( 0 , т )  -  u ( l ,  t ) w x (1,  г ;  0 ,  г )  +  J  ( K 7 ( T , t ) u ( l , t ) ^ d t  =  7 3 ( г ) ,  ( 1 . 1 4 )

K 7 ( t , r )  =  ( i ] ( l , t ) w x ( l , t ' , 0 , T ) ) t -  k ( l , t ) w x ( l , t - , 0 , T )  +  r ( l , t ) w ( l , t - , 0 , T )  -  i32 ( t ) w ( 1 ,  t ;  0 ,  r ) ,  

7 з ( т )  =  ~  J  (̂ W(x, 0 ;  0 ,  t ) u o ( x )  +  / j ( x ,  0 ) w x ( x ,  0 ;  0 ,  T ) u ' 0 ( x ) ^ d x  —

f* T  p i  P T

— / w ( x , t ; 0 , r ) f ( x , t ) d x d t — / Kj(t,r)/jl2(t)dt.
Jo Jo Jo

Систему интегральных уравнений ( 1 . 1 0 ) ,  ( 1 . 1 1 ) ,  ( 1 . 1 4 )  перепишем в операторном виде

А{т)и{т) +  f  B(T,t)u(t)dt  =  7 (т), (1-15)
Jo

где
det \А(т) \ =  /7(0 , т)их(0 , г; /, т)?/(/, r)wx(l, г; 0 , г) -  1.

Отличие определителя det |̂ 4(т)| от нуля при 0 <  т <  Т  следует из доказываемой 
ниже леммы. Поэтому система уравнений (1.10), (1.11), (1.14) является системой ин
тегральных уравнений Вольтерра второго рода, которая безусловно разрешима. Таким 
образом, находя из интегральных уравнений Вольтерра и(0, т) =  / ( г ) ,  и,(1, т) =  <р(т), где 
/ ( г ) ,  ip(r) G С'1[0,Т] задачу (1.1)-(1.4) редуцируем к первой начально-краевой задаче, 
однозначная разрешимость которой установлена также в работе [14]. Отсюда следуют 
существование и единственность решения задачи (1.1)-(1.4). I

Имеет место следующая
Л ем м а. Функция i/(x, i; £, т) н w(x,  t.; а, т) удовлетворяют неравенствам: 

и(х, г ; /, т) <  0 , для любого х Е [ 0 , 1), /7(0 , т)их(0 , г ; /, т) >  1 ,

w(x,  т; 0, т) >  0, для любого х  G (0, /], ?/(/, r)wx(l , г; 0, г) >  1 ,

если только i](x, t) >  Со >  0 для любого (х, t) G Q t- 
□  Следуя рассуждениям [ 1 4 ] ,  рассмотрим задачу

(rj(x, т)их(х, г; С, т))х -  и(х, г; f , г) =  0,

" г (£ ,т ;£ ,т )  =  ]  .

=  0, (1.16)
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С помощью принципа максимума и принципа Заремба-Жиро из (1-16) получаем 
и(х, т; / , т) <  0 для любого (rr, t ) G [0, /). Тогда из равенства

?/(0, т)их(0 , т]1,т) =  ?/(/, т)их(1, т]1,т) — /  и(х, т; /, т)с1х
Jo

имеем, что 1](0 ,т)их(0 ,т',1,т) >  1. Аналогично получаем, что ?/(/, r)wx(l, г; 0 , т) >  1. ■

2. Априорная оценка в дифференциальной трактовке. В замкнутом цилин
дре QT, получим априорную оценку для решения задачи (1.1) — (1-4). Для получения 
априорной оценки воспользуемся методом энергетических неравенств. Умножим урав
нение (1.1) скалярно на и:

(щ,и) =  ((ких)х ,и) +  (('щ хг)х ,и ) +  ( r (x , t )ux ,u) -  (q (x, t)u,u)  +  ( f ( x , t ) , u ) ,  (2.1)

где (и, v) =  / uvdx , ||u||0 =  (и, и).
J o

Пользуясь неравенством Коттти с е, из (2.1) получим

d  м м 2 d  Г 1 ,  7 f l 7 /  \ 2 7“г \\и n +  “г  / vu„dx +  2 / k(x ,t)u„dx <
dt d t j  о T Jo

<  2[H(l ,t )u( l ,t )  -  U(0,t )u (0 , t ) ) +  Зс2||г/,т ||о +  (Зс2 +  l)||w||o 

Имеет место оценка (см. [19, стр. 124])

м2(/, t) <  еЦ^тЦо +  11и |Oi

(2 .2 )

(2.3)

1 1
где е >  0 , с£ =  -  +  -  .

£ I
Первое и второе слагаемые в правой части неравенства (2.2), пользуясь неравенством 

Коши с е и граничными условиями (1.3) и (1.4), оценим так:

П(/, t)u(l, t) — П(0, t)u(0, t) =  —u(l, t ) ( /32(t)u(/, t) — pait) ) —

— u(0, t) ( (3\{t) / a{x .l )dx ■ / p(t, r)u(0, r)dr — p\{t) ) <  M\ 
J o  J o

и2(I, t) +  u2(0, t) +

+  ( Pi(t) J  u(x,t )dx )  +  \ (vl i t )  +  +  M 2 и2(0, r)dr. (2.4)

Из (2.4), пользуясь (2.3) и неравенством Буняковского, получим

П — H(0,t)u(0,t)  <

1
<  M 3 (\\ux \\l +  ||и||о) +  М4 /  (||г/,т ||о+ ||и||о)йг +  - (V 'iW  +  A'|W)- (2-5)
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Учитывая (2.5), из (2.2) находим

± М \ *  +  ^  J  Vu x d x  +  с 0 1|Ujj.||2,Qt <  М 5 ( \ \ и х \\Ъ +  | И 2 )  +

+ 2М 4 J  (||г/,т ||2 +  ||м||о̂ с?г +  ^/2(t) +  n\{t) +  ||/||о- (2 .6 )

Проинтегрируем (2.6) по г  от 0 до t, тогда получим

<  М 6 J  (||г/,т ||о +  ||м||о^т +  М7 J  J  |̂|г/,т ||о +  | | u | | o j < i r i< i r  +  

+ М § ( /  ( и / 1 1 о  +  ^ И  +  ^ и ) ^ +  1 М * ) Н 2  +  K W H S ) ,  ( 2 - 7 )

|М||о +  P M I o  +  \\u x\\2,Qt ^

где ^

\\ Ux II 2,Qt =  /  II Ux Но^- J О
Второе слагаемое в правой части (2.7) оценим следующим образом:

f t  гт „ . f t

(|Ы1о +  ||w||o)dTidr <  Т  /  (K||g +  N g ) d r .  (2.8)
JO JO х '  JO

В силу (2.8) из (2.7) находим

IMI2 + \\Ux\\‘o <  М д  J  (|Кт||о + 1Ы1о)<*Т +
[  ^ Ш  +  ^ ( г ) + ^ г + М  +  К ( * ) Ш ) .  (2-9)

Применяя к неравенству (2.9) лемму Гронуолла (см .[19, стр.152]), из (2.7) с учетом (2.8) 
получим

II U\\w}(0,l) II II 2,Q£ — M(t)  ^ J  ( l l /l lo  +  A/'l ( r ) +  1̂ 2 (Т) ) ^ Т +  || Mo (# ) Ии/̂ 1(0, / ) )  ’ (2 -10)

где M(t)  зависит только от входных данных задачи (1.1)—(1.4).
Из априорной оценки (2.10) следует единственность решения исходной задачи (1.1)-

(1.4), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на каждом 
временном слое в норме пространства Ж ^О ,/).

3. Устойчивость и сходимость разностной схемы. Для решения задачи (11)
(1.4) применим метод конечных разностей. Для этого в замкнутом цилиндре QT введем 
равномерную сетку [20]:

UJhr X СОт { (^ , t j ) ,  X G UJfo, t G Се1-;-},



oJh =  {xi  =  ih, i =  0 ,1 ,..., N, Nh  =  /} ,

й т =  {tj  =  j r ,  j  =  0 ,1 ,..., m, m r =  T} .

На сетке uohr дифференциальной задаче (1.1)—(1.4) поставим в соответствие разност
ную схему:

Уи =  Щ ) у {° ] +  5у +  (х, t) е  шНт, (3.1)
N j  ^

"i \ + l iV x t f l  = @1^2 T P s jy ^ o  -  VI + ^ (v t f l  + doy{oa) ~  tpô j , t e  w T, (3.2)
s= 0  s=0

-  (aNXNy^l? +  7Nyxt,N^ =  h y {N -  № +  9 (yt,N +  dNy {̂ ] -  , t e  UT (3.3)

y(x,  0) =  u0(x), x  e u h, (3.4)

где
А ( Ы а) =  Xi(ay(Ya)) xi +  biai+ly {°} +  b ~ a ^ }  -  й{у[а\

by =  Ь'Уш)хЛ, y {a) =  oy  +  (1 -  <т)у, У =  yl =  y(xi ,t j ) ,  r =  r+ +  r~, 6± =  r—  +  0 ( h 2),

|r| =  r + — r “ , r + =  (r  +  |r|)/2 > 0 , r~ =  (r — |rI) /2  <  0 ,

CLi k (Xi—1/2, i) , "Тг }](.•£{—1/21 t~) , di C[(/X,i,t), <Pi f (X i , t ),

i =  tj+1/2 =  tj +  t / 2, Xi-1/2 =  xi — h j 2 , h, т — шаги сетки.

h I v I
X =  (1 +  i ?)_1 , Я =  —  разностное число Рейнольдса,

1 1
Хо =  rj— г ’ если г 0 <  0, XN  = -------- rj— j—, если r N >  0,

1 + % о [  1 +  Л'Ы
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г

2A’i/2 2AtjV—1/2

г  ( h
— , если s =  0, s =  j, _ I — , если s =  0, s =  N,
1 h =  < 2
г  , если s — 1, j  — 1. \ h ,  если s =  1, N  — 1.

Для получения априорной оценки воспользуемся методом энергетических неравенств. 
Тогда задачу (3.1)-(3.4) перепишем в другой форме

Уи =  Хг {ау^]) хЛ +  Ь уш) хЛ +  К  ai+iy{Jl +  К  агУ{£  ~  dd i ] +  ¥>* , (3.5)

N  j

"i \ -  hd0y {0a)/ 2  -  f t  Е  -  Е  TpsJy {°o +  jUi
8=0 8=0 . /1уж/;,0 /0

»,0 =  -------------------------------------- Щ --------------------------------------  +  - щ -  . (3.6)
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-амХмУ^м ~  hdNy^ ’ / 2  -  (32у ^ ’ +  р 2 7nVxun
h/ 2  h/ 2

y(x,  0) =  u0(x).

Полагая a =  1/2 и обозначая у +  у =  Y , перепишем задачу (3.5)-(3.8)

Vt =  A*(t)Y/2 +  8у +  Ф, 

у(х,  0) =  и0(х),

(о-)
V t , N (3.7)

(3.8)

(3.9) 

(3.10)

где
Y)' =  Xi(а¥х}хЛ +  К CLi+iYX4 +  6* Oil^i -  diYi, при х £ ш н,

N

"i\ ..Vr ,, -  hdoYo/ 2  -  pi E  -  E  rpsjYs'O
A*(t )Y =  A~y  = _________________  s=0 s=0

Л+У

h/ 2

ri x \ л  ̂j ..\ — hdNYN/2 — )32Yn 
h/ 2

при ;r =  0 , 

при x  =  I,

8y =  <

h  =  {ууш)хл , при x  e  шк 
71У.т*,о8 y =  

8+y =  -

h/ 2  ’
7 N l t x t , N  

h/ 2

при # =  0 , 

при x  =  I ;

4> =  4>i, 
Pi

Ф = =

tp+ =

h/ 2
P'2

h j 2

при x  £ UJh , 

при x  =  0 ,

при x  =  I ;

X =  1 +
h\r\
~2k

- i

X =

h\rN\

- i

X =  1 + 2км-N - 1/2

-1

при x  £ UJh,

при x  =  0, r0 <  0 ,

при X  =  I,  r j v  >  0 .

Введем скалярное произведение

N h

м  =  /?■=<!2 ’
i=o I i =  1, N  — 1,

и норму



34 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е Я  Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148).

Умножим теперь разностное уравнение (3.9) скалярно на Y  =  у +  у :

[ V i - Y ]  =  i [ A * © r , K ]  +  [ 6 y , Y ]  +  [ Ф , У ] .  

Преобразуем суммы, входящие в (3.11):

[ у „У ]  =  [ ; ( j / - y ) . t e  +  j / ) ] = [ l ' j /2 ] ; [ l ' j/2] =  [ i .y 2],

[A * (i)y ,y ] =  (A Y ,Y )  +  ^hYoA-Yo +  ^hYNA+YN =

=  ~ (a X,Y*] -  (aY,X*Yw) +  (b+a+1Yx,Y )  +  (b~aYm, Y ) -
N

V h  Q . V 2 V _  \  -  Д 0 1[d, Y 2} -  №  5 ]  Ysh -  f o Y 2 -  Y0 J ]  rp ^ Y *
s = 0 s = 0

[5y, Y] =  (5y , У ) +  ^ Щ Г г /  +  ^hYN8+y =  -  (yyxU Yx] ,

[ Ф, 1 ] =  (<р,У ) +  -hip Yq +  —hip+Yw =  (<p, У ) +  ^ ilo  +  P2Yn ■ 

Учитывая (3.12)-(3.15), из (3.11) находим

[1, У2] t =  ~\if lX , ] ~  (iVm , YT]  -  ^ in\ r)'- Yx) +  ^ (6+ a+lYx, У ) +  ^ (Г а У г , У ) -  ^

N  j

— -fiiYo ^  Уг h — -/32Y^ — - l 'o  ^ ^ tP sjY q  +  (</?, У ) +  uiY0 +  ^ Y n -
s=0  ̂ w s=0

Оценим суммы, входящие в (3.16):

[1. Л = ( 1М|2),.

( а Х Л ' | ]  >  M i ( l , V j ]  =  Л / . Р Я Г .

( " Л М Д Я  =  ( l , 7 ( , ! / l ) i ]  =  ( l , ( 7 . ? I ) i ]  -  ( l , 7 i ! / I ] ,

~ (a XxY,Yx) +  (b+a+1Y,Yx) +  (b~aY,Yx) <  М 2\Ш\|[У]| <  М 3 (\ Ш \2 +  |[У]р

~ [ d X 2] < C i [ l X 2]=Ci\[Y]\2,

i ^ Y ] < - 2 ( m \2 +  \M\‘

Справедлива следующая [21]

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

[А У 2] -

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Вып. 30



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е^Я Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30 35

Л ем м а. Д ля любой функции у(х), заданной на сетке uih, справедливо неравенство

1тшху2(х) <е||Ы|2 +  ( 1  +  т)\[у]\2’у£ I J

где £ -  произвольная положительная постоянная, I -  длина интервала, на котором вве
дена сетка oJh-

С помощью этой леммы и неравенства Коши получаем оценку

N  j

- №  Ysh -  )32Y 2 -  Y0 J ]  rpjaY08 +  fnYo +  fi2YN <
s = 0 s = 0

+  J  +  A ^ M I 2 +  IP'll2)  +  Ms J2 ( l l y J | 2 +  O T 2) T - <3-23)2 2
s=0

Учитывая оценки (3.17)-(3.23), из (3.16) находим:

I2), +  (1, (7Й М  +  М .1 П Г  <  С111й+1]Г +  М е{  М 2 +  И Ч Г

+  М 5 ^  [Y] |2 +  Р'У|2) Г +  М 7 [р] |2 +  . (3.24)
s=0

Умножим обе части (3.24) на т и просуммируем по j ' от 0 до j  :

|[!/+1]|2 +  ИЙ+ 1]12 +  Е  \\Yf]\2T <  Ms £  ( lP ''']| 2 +  P ' / l l 2)^  +
j >=0 j >=о

J J
+м3 (ii,!/j+1ir2 + E  E  ( n y ' ' ] i 2 +  г е ' н 2) ^  +

^  j ' = 0 s= 0  '

+ M W(̂  ^  (|[H|2 +  Vi +  +  |[У°]|2 +  11У°]|2) -  (3.25)
j ' = о

Обозначая F(tj)  =  M w  ̂ [p] |2 +  т +  | [y°] |2 +  ||y°] |2j  , из (3.25) получим
' j '=о

j
\[y3+1]\2 +  lly|+1]|2r +  5] № ' ] \ * T  <  Ms (\[Y3 ']\2 + P l ']| 2) r +

j ' = 0 j ' = 0

+ м М \У^ ] { 2 +  E  +  k ' ] | 2) ^ )  +  F &)• (3-26)
V -if —П с=П /j '= 0 S=0
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Второе выражение в правой части (3.26) преобразуем следующим образом

Ё Ё ( i p ' -’ ' н 2 + и ч ' н 2 ) ^  <  т  Ё ( и ^ ' и 2 +  г Л г ) г .  р / 2 7 )

1[ ^ + 1]12+ К + 11Г + Ё  И Ч ']12т -  (| 1й + 1Н2+ Ё  ( | [ ^ ' ] Г + И ^ ' ] Г ) г )  + р ы -  ( :3;28>

j ' = 0 s = 0  j <=О

В силу (3.27) из (3.26) находим

М ’\?т <  м и  ( ю т + £  ( ц г ' Т + Р ' Л Р ) ’
з ' = о  '  j ' = о '

Учитывая неравенство | [yj ' +1 +  yj '] |2 <  2|[yj/+1]|2 +  2|[yj / ]|2, преобразуем сумму

Ы +Т +  Е  (| [^ ']| 2 +  \\¥4'}\2)т- Тогда
з '=О v 7

п^н2 + Ё  (и '̂и2+ P'Sir2)7' = нй+1]|2 + Ё  (и^41+Л 2 + Ий'+1+ v i ] ? y  <

j ' = О j ' = о

<  М 12(|[^+1]|2 +  ||Й+1]|2) т  +  Л/ 13 ■ £  (| [j/'] |2 +  ||й']12) г  +  М 14(|[;!,«]|2 +  Й | 2)т .  (3/29)
i '= i

Подставляя (3.29) в (3.28), получим

|[р+1]|2 + ||й+1]|2 + Ёи(^'+1+ '̂),-]|^<
з '=О

<  M 15(|[j/ +1]|2 +  ||й+1]|2) т  +  Mm Ё  ( \ У ']\2 +  Ы \ ? )т  +  F(t,) .  (3/30)
i'= i

Выбирая г  таким образом, что для всех т <  То, То =  М ^ 1 и обозначая через F(tj)  =  

М \-(  ( l b 1']!2 +  /<{ 2 + / 4 ’ 2) т +  |[г/°]|2 +  Иу°]|2) .  45 (3.30) получим

1 ( г / + 1 ]12 +  1 1 й + 1 ] | 2 <  М и Ё  ( W ' l l 1  +  1 1 й И 2 ) т  +  M n F f t j ) .  ( 3 / 3 1 )
j '= 1 '  '

Оценивая первое слагаемое в правой части (3.31) с помощью Леммы 4 [22, стр. 171], 
из (3.28) с учетом (3.29), (3.30) получим априорную оценку

\[y3+1]\wi(0j.) +  II (yj>+1 +  У3' ) Ж Т ( i t ^ l l 2 +  » 1 2 +  L(i 2) T +  М и ^ о . г ) ,
j ' = o  j ' = о

(3.32)
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где М  -  положительная постоянная, не зависящая от h и т. Из полученной априорной 
оценки следует следующая

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.5), тогда при о  =  1/2 существует такое 
то, что если т <  tq, для решения разностной задачи (3.9)-(3.10) справедлива априорная 
оценка

\ y +1]\wi(oj.) +  II (yj ,+ 1 + ^ % ]| 2т -  ( l i ^ l i 2 + ж '2 + v i 2) r + i[y°]iw-i(o,/),
j >=0 j > =  о

где М  -  положительная постоянная, не зависящая от h п т.

Таким образом, доказана устойчивость решения разностной задачи (3.9)-(3.10) по 
начальным данным и правой части в сеточной норме |[У‘?+1]|^1(0 ц на слое.

Пусть u (x , t ) -  решение задачи (3.1)-(3.4), у? -  решение разностной задачи (3.5) — 
(3.8), тогда обозначим через z =  у — и погрешность. Подставляя у =  z +  и в (3.5)-(3.8) 
и считая u(x ,t)  заданной функцией, получим задачу для л:

zt,i =  Xi(a4 a)) x,i +  (7Zm)x<i +  b fai+i i ° i } +  К c u z -  dizla) +  4ч, (3.33)

n  j  ^

aiXo-S + 7i-.Tt,o = P i  ^ 2  + 9 ( .̂o + d 0 z {0a ) ) -  i/b (3.34)
8=0 s=0

-  ( clnXn ^ n +  7 | ^ ,jv  +  dNz {̂  -  i/2, (3.35)

ф , 0 )  =  0, (3.36)

=  0 (h2 +  t 2), i/i =  0 (Л2 +  t 2), /̂ 2 =  0 (Л2 +  г 2) -  погрешности аппроксимации на
решении исходной задачи при каждом фиксированном t, в силу построения оператора 
Л при a =  1/ 2.

Применяя априорную оценку (3.32) к задаче для погрешности, при a =  1/2 получим 
оценку

|[^+1]12 +  И4+11Г +  Ё  IK"-’ 41  +  ~' ) ЖТ < " Ё  ( и ф , ']12 +  w ' 2 +  4 2)т.
j ' =  О j >=о

где -  положительная постоянная, не зависящая от Л, и г.
Из полученной априорной оценки следует сходимость схемы (З.ЗЗ)-(З.Зб) при о  =  1/2 

со скоростью 0 (h2 +  г 2) на слое.

4. Априорная оценка решения задачи в многомерной области. В замкнутом 
цилиндре QT =  G х [0 <  t <  Т], основанием которого является р -мерный прямоуголь
ный параллелепипед G =  { х  =  (x i , . . . , xp) : 0 <  x a <  la , a  =  1, 2, . .. ,p}  с границей Г, 
G =  G U Г рассматривается нелокальная краевая задача
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л а r-t

Ua(x,t)  =  p - a(x,t.) / u(x,t)d;r „ +  / p - a(t ,T)u(x,T)dr -  i i -a (x,t) ,  при =  0, (4.2) 
Jo Jo

- П a(x,t)  = /3+a(x , t )u (x , t )  -  fj,+a(x,t) ,  при x a =  la , (4.3)

u(:r,0) =  щ (х) ,  x  G G, (4.4)
p

где Lu =  Lau,
a=l

Lau =  (/,„(.г. /Ь/.г , ) r +  + r a(x ,t )uXa -  qa(x,t)u,

QT =  G x [0 <  t <  T], 0 <  c0 <  i]a(x , t ) , k a(x,t)  <  cb

\ra \, \qa \, \l3-a(x,t)\, \l3+a(x,t)\, \p-a(t,T)\ <  c2, (4.5)

П„(ж, t) =  ka(x, t)uXa +  I]a (x, t)uXat -  полный поток, 0 <  т <  t.

Co, Ci, С-2 — положительные постоянные, а =  1 ,р.

По ходу изложения будем использовать положительные постоянные числа Mj, г =
1,2,..., зависящие только от входных данных задачи (1)-(4).

Относительно коэффициентов задачи (4.1)-(4.4) предположим, что они обладают 
таким количеством непрерывных производных, которое необходимо для обеспечения 
нужной гладкости решения u(x,t )  в цилиндре Qt-

Допуская существование решения дифференциальной задачи (4.1)-(4.4) в цилиндре 
QT, получим априорную оценку для ее решения. Для получения априорной оценки 
воспользуемся методом энергетических неравенств.

В дальнейшем изложении будем пользоваться скалярным произведением и нормой

(и, и) =  / uvdx , (и, и) =  ||м||о, IMIo =  /  u2dx, и2 =  У , 11'I >
Jg Jg ' а=1

« l l L ( 0,/a ) =  /  и2(х, t)dx0
I о

lL2(o,/a)

Умножим тогда уравнение (4.1) скалярно на и:

р

Щ,и) =  ( Е  (ka(x ,t )uXa) Xa, u j  +  ( (ria (x ,t )uXat)Xa,u
' '<*=1 ' '<*=1

р

'Y^ra(x ,t )uXa, i tSj  -  ^ 2^ а(х ,г )и , 11̂  +  ^ /(^ ,t),u ^ j. (4.6)

Преобразуем интегралы, входящие в (4.6):
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р  \ г  Р Р г  Рг. У У г. У р

У '  ) г /  II j =  /  Е  (kauXa) Xaudx =  ^ 2  /  каииХа\'° dx' -  У "  /  ) dx,
0=1 ' JG 0=1 0=1  ̂G“ 0=1  ̂G

(4.8)

(  E  =  /  E  t ' h lh „ t ) X a u d x  =  /  ! « f o < ‘ . T „ 4 " * , +
0=1 7 0=1 0=1

+  \ ^  !  nta{uxa) 2dx -  !  ^ { u Xo) 2dx. (4.9)
v 7 d t ^ J G 2o= r b  0 = 1

Д алее, для оценки слагаем ы х в правой  части  применим неравенство К ош и  с е 

/ р \ г р р г р г
( У2,га(х,г)иХа, и )  =  /  y 2 r a(x ,t )uXaudx <  /  (г/,Та) /  « 2<ir, (4.10)
\ о=1 /  >/g„ =1 z n=iJG z „ =i Л?

( Z ,Q a { x , t ) u ,u )  = — 2_. Qa(x i t)u2dx <  C2 /  U2 diT, (4-11)V„_1 /  •/G„_1 „_1 Л?CK= 1 7 CK= 1 Q:=l

f ( x , t ) , u j  =  J ^ f ( x , t ) u d x <  \̂\f\\'o +  \̂\u\\'o, (4.12)

где
Ga {iT (iTl, iT21 • • • i “f'o— 1) ^o+l i • • • i xp) • 0 Xk ^  I'k i 

к =  1, 2,..., a- — 1, a  +  1, ...,p }, cfe7 =  dx\dx2 • • • cfea-ictra-i-i • • • dxp. 

П одставляя (4 .7 )-(4 .12 ) в (4 .6), получаем  неравенство

p  r. pd .. ||2 d

* “ 0 +  * „ = 1-

У n Г p

У ,  J  rja{Uxa) 2dx +  J  ka (uXa) 2d x <

p г  P Г

-  2 /  u {k« lh a +  Ilo ii^ t) 11“ ^  +  3c2 E  /  i:uxo,)2dx +  (3pc2 +  l)||U||g +  11/112- (4.13)
o = i  0 = 1

П ервое слагаемое в правой  части  (4 .13), пользуясь теорем ой  6.5 [19], краевы м и услови
ям и  (4 .2), (4.3) и неравенством  К о ттти с е, оценим так:
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— u ( x , t ) l f 3 - a ( x , t . )  / u ( x , t ) d x a +  / p - a ( t , T ) u ( x , T ) d r  — i i - a ( x , t )  ) d x ' <  (4.14)\ J0 JO / _  xa=0
(*t P f*

<  Mi  (||u ||g +  Iloilo) +  M 2 /  (||«||g +  \[ux \\'̂ jdr +  -  ^  /  (ji2_a +  p ^ ^ d x 1.
Jo -  a=l Jca

Тогда из (4.13), с учетом (4.14), находим

^  11и 112 +  ^  XJ J Па (Ux° Ydx + Ylf ка (Ux° ) -  Мз ( 11и 11 о +  11и® Но) +

+ М 4 J  |̂|м||о +  ||г/,т ||^с?г +  ^  J  (р 2_а +  p 2+2)dx' +  II/H2- (4-15)

Проинтегрируем (4.15) по г  от 0 до t, тогда получим

1 Ы 1 2 +  ||'и' . т | |о +  \\ux\\lQt ^  Ms J  ^| |м ||о  +  ||'и' .т | |о ) ^ г  + Mq J  J  ( | | U | | g +  | | ^ т | | о ) ^ г 1 ^ г +

+  M 7^ j  ^ll/llo +  E  j  (yP2-a  +  V+a ĵ dx'^ dr +  M ,)H 2  +  К И Н о ) -  (4.16)

Оценим второе слагаемое в правой части (4.16) следующим образом:

J  J  (|Ы1о +  dndr  <  т J  (|Ы1о +  1Ы 1о ) ^ .  (4.17)

С помощью (4.17) из (4.16) находим

\H l +  \K \ \l< M s Jo (||«||S +  ||«,||S)dr+

+ М т Ц  (11/112+  Е  j  ( ^  +  / x g ^ ) d r + |M,)||2 +  K H | | g ) .  (4-18)

На основании леммы Гронуолла из (4.18) получим неравенство

J  ( |Ы 1 о  +  1 Ы 1 о ) ^ <

f t  /  р

<  M(t)  (  j  (||/11о +  Е /  ( р -а  +  р 2+аух'^(1т  +  \\и0{х )\\20 +  K (z)|| j^ . (4.19)

Учитывая неравенство (4.17)-(4.19), из (4.16) получаем априорную оценку

IM Iw - l (G )  +  \\Ux \ \ l Qt <  M<^ ( K j o +  +  fl2+ a ) d x ' ^ j d T +  || Uq { x ) || ̂ i (G) ̂  ,

(4.20)
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где M(t)  -  зависит только от входных данных задачи (4.1)-(4.4).
Из априорной оценки (4.20) следует единственность решения исходной задачи (4.1)-

(4.4), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на каждом 
временном слое в норме пространства W l(G) .

5. Устойчивость и сходимость разностной схемы. Для решения задачи (4.1) 
— (4.4) применим метод конечных разностей. В замкнутом цилиндре QT введем равно
мерную сетку [20, 23]:

i^hr X OJr { ( ^ i ^ j ) i  x  ^  t  G UJ-7- } ,

P

^h шha i { x a iaha, ia 0,1,.. . ,  Na, Naha
a= 1

шт =  {tj =  j r , j  =  0,1,... ,  m, ют =  T}.

На сетке uohr дифференциальной задаче (4.1)-(4.4) поставим в соответствие разност
ную схему, порядка аппроксимации 0 (|Л| +  ту.

yt =  A(t)y  +  8 (t)y +  </?, (x , t ) e u hT, (5.1)

N

а {_ а а ) Уха +  1 {- а а ) Уха1, =  P-а  ^  yjh +  P - a ^ j V a ^  -  )U_a , Х а  =  0, (5.2)
s=0 s=О

, { N a )

где

^а+«У.та +  7+оУ.Та*. J Р+а'Уа Ц+а, х а (5-3)

у(х, 0) =  и0(х), X G ШН, (5.4)

A (i) =  ^ A a (i), S(t) =  ^ 2 s a(t),
а = 1  а = 1

Aaif)y(a) {о а̂Ухо) х +  Га уХо +  Га Ух0 ~  day , 8а( )̂У{а) { {̂аУха

Vi ~  Vi- 1  Уг+i -  Vi y3+l ~  У3 j - 7+i
=  г , Уха =   г , Vt = --------------- , У =  УЛ У =  ¥  ,

î ot ГЬОб Т

ГГ* -- ГГ* I I ГГ* I 'Г* I ---  Т* ̂   'У* Т*  ̂  ̂V* I I гг* I \ "̂> П1 а ' а ' 1 а ) I' <*| 1 а 1 а ч ' а 2^ а ' а '' ’

Г~ =  ^ (г „  -  |г„|) <  0 , t j = j r , tj +  г  =  ( j  +  1)т , г, h -  ш аги сетки , га =  1 ,...,ЛГа

(ж“ " /2, t j ), 7« =  у» (х~ а/2 ,tj), da =  qa(xi,t) , щ  =  /  (24, t j ), } =  га ha ,

■г- =  ■г (*р)'\ —o / 2  _  л r  _ h  / 9  r  , ,  ,r  ,r ( ° )  =  П1 ? *̂ 2 5 * * * 1 OL 1 * * * ̂ /5 -I- ̂  ̂ ^— -I- ? ' VQL / "  5 ĈK-)-l ) • * *  ̂  ̂ ^
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У а ] =  ( * Ъ * 2, .. . ,Хр ,т), y {aNa) =  ( Xl , X2, ..., X{f a) , Хр , т) , X{f a) =  N a ha =  la

Для решения задачи (5.1)-(5.4) получим априорную оценку, для чего воспользуем
ся методом энергетических неравенств. В пространстве функции определим норму и 
введем ее в таком виде:

(и, и) =  И 2, (и, и] =  | И 2,

( U , V] =  5 > . 4 , , ll^ a j'2 
а= 1 а=1

Умножим тогда разностное уравнение (5.1) скалярно на 2ту :

2r(y t, у) =  2т(А(Ь)у, у) +  2r(5(t)y,  у) +  2т(<р, у). (5.5)

Преобразуем суммы, входящие в (5.5), с учетом условий (5.2), (5.3) и формулы 2yyt =  
(y2)t +  r(y t) ‘2:

2r(yt,y) =  ( l ,y 2) - ( l , y 2) +  r 2( l ,y 2), (5.6)

{A(t )y ,y )  +  {S(t)y,y) =  I ^ A 0 ( i )y ,y j  +  ( ^ 2 s a( t ) y , y j  =  ^Aa( t ) y ,y ^ + Y ^  {^o>(t)y,y
'  06= 1 7 '  06= 1 '  06= 1 06=1

P

=  ( ( ( а « У х а ) х а , У )  +  ( ( ' y a y x a t ) x a , y )  +  +  ( r ~ y x a , y )  -  { d a y ,  у ) ) -  ( 5 . 7 )
06=  1

Применяя первую разностную формулу Грина в (5.7) и подставляя преобразованные 
таким образом выражения в (5.5), с учетом (5.6), получаем

р р
( 1 ,  У 2 )  -  ( 1 )  У 2 )  +  T 2 ( l , Z / t )  +  ( ! ’ +  Т '2 ^ 2 Ы ,  ( y x a t ) 2 ] a  =

а= 1 ск=1

Р Р Р Р

-2т Y  (аа ,da]a-T^2 ( 7 to  ’ ^  L  +  2 r  Е  (гаУ*° > у )  +  2 r  Е  ( г « ^  “
Q= 1 06= 1 ск= 1 ск=1

р  р  N  р  р

-2т Y  {da, у2) -  2т Y  У а ] P - < * * y h  -  2т Ё  ^+“ ( «̂Wa)) 2 +  2т Ё  ^+«^Wa) +
а=1 а=1 8=0 а=1 а=1

+  2Т V-»Уа] ~ 2Т У ^ Уа] P-a,s,fy(aNa)'S+1T +  2т {ф, у) . (5.8)
06= 1 06=1 8=0

Оценим суммы, входящие в (5.8):

Е  ( a “ ’ 3 4 L  -  C l E  P ’ & L L  =  c i ( 1 ’ ^ # ]  =  * Ы 2 , ( 5 - 9 )
a = l  a = l
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т'2 Y 1  ( > ’ ( f e t ) 2 L  -  т'2сАуш]\\
а = 1

Е  { г а у * « , у )  +  Е  (Г « У * ° ’ У )  ^  2 с 2 |1Ы 1  НуII <  с 2 (I Iу I I2 +  1 Ы 1 2) ,
а = 1

~ J 2 (da, y2) <  02^ ( 1, У2) =  С2||у||2,

06= 1

а = 1  

N  V

а = 1

Е  Va'3-о Е  k ~ Е  в+“
о= 1 8 = 0 а=1 а=1

а = 1

N

S  [ P - a ' ^ V s h
s = О

<  м^  ^11 Уж

^2 » -а У {а ] < 1 У 1  +  ('^0)) 2) ^  ^ (£Н'Ы|2 +  С(е)||у||2 +  / ’
ск= 1 а=1 о= 1

Е а ч « у Г “} <  ̂Y1 (^+« +  (у»Ма))2) ^ ^ (£Ы 12 + Ф)11у112 + / >
а=1 а=1 а=1

s  ^ е  (  ( Х р - ^ С ' - + ' т )  +  а п
а=1 8=0 а=1 ' 8=0

Из (5.16) получим
1
2 Е ( ( Е ^ « ^ ' + 1г ) 2 +  ( ! /™ )2) <

о=1 '  s=0 7

<  5 ( е Ц г й - 1 1 2  +  Ф ) 1 М 1 2 )  +  M^Yl ( £ И й + 1 ] 1 2  +  Ф ) 1 1 ! / ' + 1 И 2 ) ? '

('f.y) < i | | y l l 2 +  4 l '  ‘ " 2

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Учитывая оценки (5.9) — (5.18), после несложных преобразований из (5.8) находим:

Цу||2 -  НуII2 +  т(1,  ( т у | ) * ] +  ^2 | Ы | 2 +  T 2Co\\yxt }\‘2 +  2 r c i | | y J | 2 <

j  р

< M 3(||y||2+||yd|2)r+ A f4 E  (||y' +1||2 +  ||y|+1]|2) r r + M 5^ | | 2 +  ̂  (^2«+У '+«))^ - (5-19)
8 = 0  а = 1

Просуммируем (5.19) по j '  от 0 до j
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<  Me £  ( | | / + l r  +  И й Ч1]|2) г  +  м т £  £  ( и ^ 1!!2 +  Ий+1]12) ? т +
j ' = 0  j ' = 0 s = 0

+ М 8Г ^  ||2 +  ^  ( ,̂20 +  ^ j ) r  +  ||у°||2 +  ||у°]|2У  (5.20)
^7—0 ск=1 '

Второе слагаемое в правой части (5.20) оценим так

з з ' з

£ £ ( И г ' + 1112 +  Ий+1]|2) г г  (||:РЧ Т +  l lr f '+ ‘ ] l >  (5/21)
j 7 = 0  s = 0  j  7= 0

В силу (5.21) из (5.20) имеем

11Р+ 1И2+11й+1]|2+ Ё  (|1й, '+ 1]12г+ | 1 й ;+ 1]|2г+ | 1 й Ч1]|2) ^  <  м »  £  (| | !/'+ 1112+ 11й Ч1]|2) ^
i'=o i'=o

X /  (ll^J И2 +  X /  +  ^ + « ) ) r  +  lly°ll2 +  Нуй121 =  '/•■( //' +1ll2 +  11Уг+1]|2) г +
' j 7=0 06=1

+ M 9 ^  (||yJ ||2 +  ||y|]|2) r  +  M 10f  ^  ||2 +  ^  ( /d „ 2 +  Д + а ) ) г  +  lly°H2 +  \\у Ш 2\
j  ' =\ j  7= 0  Q (=l '

(5.22)
Выбирая г  таким образом, что для всех т <  То, То =  (2Mg)-1 , из (5.22) получим

< М 11^ ( | | Р '||2 +  ||й']|2)т +
з '=1

+ М п (  Е  ||2 +  Е  (l-i-a +  Д + а ))г  +  11У°Ц2 +  11?/г-]|2У  (5.23)
'  j  7= 0  06=1

Оценивая первое слагаемое в правой части (5.23) с помощью леммы Гронуолла для 
сеточной функций [24], из (5.20) с учетом (5.21), (5.22) получим априорную оценку

Е ( 11̂ ' +1]12- + И й ; +1]12-  +  11й ' +1]1> <
з'=о

- m (Y1  ( i i ^ I i 2 +  +  ^ + « ) ) r + \\у°\\2 +  И 2)  • (5-24)
V о / —П rv—1 /' j  7 = 0  Q(= 1

Тогда справедлива следующая
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Т еор ем а  3. Пусть выполнены условия (4.5). Тогда существует такое то, что если 
т <  то, для решения разностной задачи (5.1) — (5.4) справедлива априорная оценка

" +1"2— , +  Е  ( Ы ' +1\\2т +  11! / « +1Н2т +  Иг4Ч 1]12>  <IW 'i (G )  - г
j >=О

~  ( l l^  II2 +  +  ^ '+ « ) )Т +  lly°llwr21(G)') •
j  7= 0  СК= 1

где -  положительная постоянная, не зависящая от |Л,| л г.

□  Пусть u(x , t ) -  решение задачи (4.1)-(4.4), y (x i , t j ) =  у? -  решение разностной 
задачи (5.1)-(5.4). Обозначим через =  yj — u3 погрешность. Тогда, подставляя у =  z + u  
в (5.1)-(5.4), получим задачу для л:

zt =  A(t)z  +  8 (t.)z +  Ф, (x , t ) e u j h T , (5.25)
N j

]ZXa +  7^ la)-.Tat =  /З-a  E  h +  p -a ^ jZ ^ T  -  u_a, нриг„ =  0, (5.26)a
s= 0  s=0

-  a+a%a +  7+«%at =  -  г̂ +а, при x a =  la , (5.27)

c(;r, 0) =  0, x  E Uh, (5.28)

где Ф =  0(\h\ +  r ) ,  =  0(\h\ +  r ) ,  z/+Q, =  0(\h\ +  r ) -  погрешности аппроксимации
на решении задачи (4.1)-(4.4).

Применяя априорную оценку (5.24) к решению задачи (5.25)-(5.28), получим оценку

M +1fe (G )  +  £  ( l l 4 ,+1]|2r + l l4 i+1]|2r + l l 4 ,+1]|2)^  <  М  ( lI '^ H ' +  Z !  {^ -a + ^ + a ) ) r ,
j f=0 j f=0 a=l

где -  положительная постоянная, не зависящая от |Л,| и г .
Из полученной априорной оценки следует сходимость схемы (5.25)-(5.28) со скоро

стью 0(\h\ +  т) в сеточной норме Wl(G) .

Зам ечание. Полученные результаты имеют место и в случае, когда уравнение имеет

щ =  (k(x, Du,.),. +  (i](x, t)ux)xt +  r(x,  t)ux -  q(x, t)u +  f ( x ,  t), 0 <  x  <  I, 0 < t  < T ,

если потребовать условие q G C 3'3(Qt)-

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки 
Российской Федерации. Регистрационный номер НИР: 1.6197.2011.
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ON NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
FOR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE THIRD ORDER

M.Kh. Beshtokov
Kabardino-Balkarian State University,

Chernyshevskiy St., 173, Nalchik, 360004, Russia, e-mail: beshtokov_ murat@rambler.ru

Abstract. Nonlocal boundary value problems for pseudo-parabolic equations of third order with 
variable coefficients in one-dimensional and multidimensional cases are under consideration. Using 
the Riemann function method, existence and uniqueness of the solution of a nonlocal boundary value 
problem are proved in one-dimensional case. A priori estimates are obtained for nonlocal problems 
both in differential and difference interpretations. The estimates obtained imply uniqueness, stability 
and convergence of the difference problem solution to the correspondent differential problem solution.

Key words: boundary value problems, Riemann’s function method, nonlocal condition, a priori 
estimate, difference scheme, stability and convergence of difference schemes, partial differential
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