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В о з н и к а ю щ и е  п о т р е б н о с т и  п р а к т и к и ,  т р е б у ю щ и е  п о в ы ш е н и я  э ф ф е к т и в н о с т и  

с л о ж н ы х  и ,  к а к  п р а в и л о ,  д о р о г о с т о я щ и х  с и с т е м  ( в о з д у ш н ы х  л и н и й  п о с т о я н н о г о  т о к а  с  

в ы с о к о т е м п е р а т у р н ы м и  п р о в о д а м и ,  с и с т е м  м о л н и е з а щ и т ы ,  с и с т е м  р а с с е и в а н и я  т у м а ­

н а  и  д р . ) ,  п р и в о д я т  к  н е о б х о д и м о с т и  с о в е р ш е н с т в о в а н и я ,  р а з р а б о т к и  м е т о д о в  м а т е м а ­

т и ч е с к о г о  м о д е л и р о в а н и я  ф и з и ч е с к и х  п о л е й ,  м е т о д о в ,  о б е с п е ч и в а ю щ и х  в ы с о к у ю  т о ч ­

н о с т ь ,  п р и  о д н о в р е м е н н о м  о г р а н и ч е н и и  н а  д о п у с т и м ы е  о б ъ е м  в ы ч и с л е н и й  и  п а м я т и .  

С л е д у е т  о т м е т и т ь ,  ч т о  т а к и е  з а д а ч и  р е ш а ю т с я  т о л ь к о  м е т о д а м и  м о д е л и р о в а н и я .  З а д а ­

ч и ,  с в я з а н н ы е  с  о п р е д е л е н и е м  э л е к т р и ч е с к и х  п о л е й  и с с л е д у е м ы х  с и с т е м ,  о т н о с я т с я  к  

к л а с с у  в н е ш н и х  к р а е в ы х  з а д а ч .  И з в е с т н ы  м е т о д ы  м о д е л и р о в а н и я  ф и з и ч е с к и х  п о л е й  в  

н е о г р а н и ч е н н о м  п р о с т р а н с т в е ,  о п и с ы в а е м ы х  р а с с м а т р и в а е м ы м  к л а с с о м  у р а в н е н и й ,  

И .  Я н а  ( I .  Y a n g )  [ 4 ] ,  Ф .  д е  А л е с с а н д р о  ( F .  D ’A l e s s a n d r o )  [ 2 ] ,  C .  А л е к с и к  ( S . R .  A l e k s i c )  [ 1 ] ,

З . М .  Н а р к у н а  [ 1 3 ] ,  М . М .  Р е з и н к и н о й  [ 1 5 ] ,  Г . А .  Р я з а н о в а  [ 1 7 ] ,  Л . В .  Н и ц е ц к о г о  [ 1 4 ] ,

Н . Н .  К а л и т к и н а  [ 1 1 ,  1 0 ] ,  Е . А .  А л ь ш и н о й  [ 7 ,  1 0 ] ,  И . Л .  С о ф р о н о в а  [ 1 8 ] ,  В . С .  Р я б е н ь к о г о  

[ 1 6 ]  и  д р .  И з в е с т н ы е  м е т о д ы  р е ш е н и я  в н е ш н и х  к р а е в ы х  з а д а ч ,  к а к  п р а в и л о ,  с л о ж н ы  в  

р е а л и з а ц и и ,  н е  г а р а н т и р у ю т  н а х о ж д е н и я  т о ч н о г о  р е ш е н и я  и л и  п р и м е н и м ы  д л я  у з к о г о  

к л а с с а  з а д а ч ,  ч т о  в е д е т  к  н е о б х о д и м о с т и  и х  м о д и ф и к а ц и и ,  р а з в и т и я .  П е р с п е к т и в н ы м  

я в л я е т с я  м е т о д  и н в е р с и и  [ 1 2 ] ,  и с п о л ь з у е м ы й  п р и  м о д е л и р о в а н и и  с т а ц и о н а р н ы х  ф и з и ­

ч е с к и х  п о л е й  в  н е о г р а н и ч е н н о м  п р о с т р а н с т в е  и  п о л у п р о с т р а н с т в е ,  р е ш е н и и  в н е ш н и х  

к р а е в ы х  з а д а ч  с  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  Д и р и х л е  и  Н е й м а н а  в  д в у м е р н о м  и  т р е х м е р ­

н о м  п о л у п р о с т р а н с т в е .

В  о т л и ч и е  о т  р а н е е  в ы п о л н е н н ы х  р а б о т  с х о д н о й  т е м а т и к и  д а н н ы й  п о д х о д  п о з в о ­

л я е т  р е ш а т ь  в н е ш н и е  к р а е в ы е  з а д а ч и  в  д в у м е р н о м  и  т р е х м е р н о м  п о л у п р о с т р а н с т в е  с  з а ­

д а н и е м  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  к а к  н а  з а м к н у т ы х ,  т а к  и  н а  п о л у б е с к о н е ч н ы х  и  б е с к о н е ч н ы х  

п о в е р х н о с т я х  в  с о о т в е т с т в и и  с  м е т о д о м  и н в е р с и и ,  у ч и т ы в а ю щ е м  з н а ч е н и я  в  о б е и х  ч а ­

с т я х  д в у с о с т а в н о й  о б л а с т и  и  п о в ы ш а ю щ е м  б ы с т р о д е й с т в и е  р е ш е н и я  п о д о б н о г о  к л а с с а  

з а д а ч  п р и  м о д е л и р о в а н и и  э л е к т р и ч е с к и х  п о л е й .

М е т о д  и н в е р с и и  п о з в о л я е т  с в о д и т ь  н е о г р а н и ч е н н о е  п р о с т р а н с т в о  к  к о н е ч н о й  

д в у с о с т а в н о й  о б л а с т и ,  в  к о т о р о й  с т р о и т с я  р а з н о с т н а я  з а д а ч а ,  н а п р и м е р ,  м е т о д о м  к о н е ч ­

н ы х  р а з н о с т е й .

Е с л и  о б о з н а ч и т ь  к о н е ч н у ю  о б л а с т ь ,  о г р а н и ч е н н у ю  к р и в о й  0 /2 и  п р я м о й  ч е ­

р е з  D 1/2c ,  а  н е о г р а н и ч е н н у ю  о б л а с т ь ,  в н е ш н ю ю  к  п о л у о к р у ж н о с т и  С 1/2 и  о г р а н и ч е н н у ю  

п р я м о й  S 12, ч е р е з  D 1/2^ , т о  п о л у п р о с т р а н с т в о  Ж 2/2 =  G  о Г о Е 1 о  G 1/2,

G 12  =  D 12  о  С 1 2  о  D 1 2  ( р и с .  1 ,  а )  п р е о б р а з у е т с я  в  к о н е ч н у ю  о б л а с т ь
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D 12 = G  w r w 3/2 D 2 = D 12 w  C 1 / 2
w  d :,2 = g  w г w ^ 2 w D 2 ' 2, D2'2 = D ^ 2 w C 1/2 w D * 2 (рис. 1, б), где D\/2— конечная об­

ласть, представляющая собой отображение неограниченной области D 1/2̂ . При этом сле­
дует отметить, что граница Н12 проходит через геометрический центр области D 1/22.

б

Р и с .  1 .  С х е м а т и ч е с к о е  и з о б р а ж е н и е :  а  -  п о л у п р о с т р а н с т в а  Ж 21/2; 

б  -  д в у с о с т а в н о й  о б л а с т и  D 1/22

Аналогично преобразуется трехмерное полупространство

3 , = G u Z u S 2 w G 2/2, G 2/2 = D l12 w S 112 w D 22 относительно полусферы S1/2 в конеч-Н / 2 " J3

ную область D 31/2 = G  w E w S 2 w D 2' 2, D 2' 2 = D l w s  w d 1/2 .

При моделировании плоскопараллельного электрического поля необходимо 
решить внешнюю задачу Дирихле для уравнения Лапласа на плоскости

Аи = 0 в G 12 ,

и|г = ф(Р), Р  е  Г,

и|„ 3 = о,
1̂ 2

u (M ) ^  0  при M  ^  
которая согласно методу инверсии принимает вид:

Аи = 0  в D

1 / 2 w  s 1/2 w  d :

го,

1/ 2

= ф(Р)  P  е Г,

u L  = о,1̂ 2

u(M )=  0 , M  е  Д*/2.̂

При моделировании трехмерного электрического поля необходимо решить 
внешнюю задачу Дирихле следующего вида:

Аи = 0  в G 3/2,

и|Е = ф(Р), Р  е  Е,

и|„ 3 = 0,1̂ 3

u(M ) ^  0  при M  ^  го,

и
Г
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которая согласно методу инверсии записывается следующим образом:

Ап = 0 в D ^ 2, 

и|Е = ф(Р), P  е ! ,
>

и\-1 = 0,

u (M ) = 0 , M  е D\n .

Следует отметить, что при наличии симметрии добавляется граница с одно­
родным условием Неймана, а задача рассматривается в четверной части конечной 
двусоставной области, полученной согласно методу инверсии.

Для построения двумерной и трехмерной разностных задач методом конечных 
разностей вводится универсальная регулярная прямоугольная сетка в области D 1/2d , 

d=2, 3 и аппроксимируется на этой сетке уравнение и краевые условия.
Матрицы полученных систем алгебраических уравнений являются редкими, 

поэтому для их решения используются итерационные методы, которые не требуют 
хранения многих матричных элементов, являются самокорректирующимися, что м и ­
нимизирует ошибки округления. Существует ряд итерационных методов с быстрой 
сходимостью, например, экстраполяционный метод Либмана [9].

Детализируя особенности алгоритма расчета задач, отметим, что для повыш е­
ния быстродействия геометрия тел, источников задается при помощи уравнений э л ­
липса, прямой, плоскости, а расчет начинается на сетке с крупным шагом. В частно­
сти, при расположении источников, оставляющ их расщепленного полюса по окруж ­
ности расщепленный полюс может быть заменен одиночным эквивалентным прово­
дом [6], который при том же потенциале имеет тот же заряд, поэтому для плоскопа­
раллельного поля первоначально решается задача для эквивалентного одиночного  
провода. При повторном расчете шаг сетки уменьшается в 2 раза, и так производится  
до тех пор, пока не будет достигнута заданная допустимая погрешность расчетов.

Ввиду того, что при численном решении краевой задачи учитываются точки 
всей двусоставной области D 1/2d, d=2, 3, то значения в точках обеих частей двусостав­
ной области используются как при решении задач, так и при анализе численных ре­
зультатов, а координаты точек области D *1/2 определяются исходя из метода инверсии.

Произведенные тестовые расчеты показали, что разработанные алгоритмы со­
кращают требуемый объем вычислительных ресурсов, в частности, для задачи, приве­
денной в [5], время расчета задачи по методу инверсии составило 2 % времени расчета 
задачи в искусственно ограниченной области с обычными характеристическими гра­
ничными условиями. Обнаружено существенное увеличение точности тестовых расче­
тов согласно развиваемому методу инверсии по сравнению с другими подходами, ис­
пользующими, в частности, обычные характеристические граничные условия. Помимо 
этого, компьютерное моделирование стационарных физических полей на основе мето­
да инверсии адекватно результатам вычислительного и натурного экспериментов, про­
веденных другими авторами [3, 5, 8, 13, 15], качественно и количественно.

В заключении отметим, что полученные результаты представляют интерес при 
решении комплекса задач, связанных с различными аспектами моделирования стаци­
онарных физических полей в неограниченном пространстве, а предложенный подход, 
который основан на применении метода инверсии, удачно сочетающего в себе универ­
сальность численных и точность аналитических подходов, позволяет эффективно про­
водить исследования. Рассматриваемый подход открывает возможность аналогичных 
экономных и высокоточных решений многих других задач, которые в данной работе не 
рассмотрены и требуют дальнейшего детального изучения, в частности, при комплекс­
ном исследовании научных и технических, фундаментальных и прикладных проблем с 
применением современной технологии математического моделирования и вычисли­
тельного эксперимента на новых высокопроизводительных системах.
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ON EFFECTIVE APPROACH TO SIMULATE STATIONARY PHYSICAL FIELDS 
IN AN INFINITE DOMAIN

The article discusses some problems relating to the existing ap­
proaches to simulate the stationary physical fields in an infinite domain. 
The perspective approach based on a conformal transformation of the 
domain from infinite to bounded is considered. The algorithm features 
are described. The computation results have been compared with full- 
scale experiment results.

Keywords: stationary fields simulation, analytical-and-numerical 
approach, infinite domain.
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