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Аннотация. Приведен вывод формулы связи преобразования Радона радиальных функ­
ций и преобразования Радона-Киприянова i i7 функции одной переменной. Получена формула 
А'7-преобразования радиальной в R” функции в виде ii'7+ra_ i-преобразования функции одной 
переменной. Получена формула обращения преобразования Радона-Киприянова функций од­
ной переменной. Результаты обобщают и уточняют результаты, полученные ранее одним из 
авторов.
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1. Преобразование Радона как частный случай 
преобразования Радона-Киприянова

В качестве введения в тему исследований рассмотрим вопрос о том, как преобразо­
вание Радона центрально симметричной функции сводится к преобразованию Радона- 
Киприянова функции одной переменной. Преобразования Радона R[f  ] (см. [3]) и Радона- 
Киприянова K~([f] (введено в [4]) функции /  определяются соответственно формулами,

УР) =  J  / И  5(р -  {х, 0 )) dx =  J  f (x )  dT,
R ,J Г

к М ) ( в УР) =  K ~/[f](p) =  J  f W R Z J i p -  dx, V = ^ —̂ ,  7 > 0 . (1)
R™

где x  =  (;r'i, x') £ R” =  (0, +oo) x E„_i, (x, 0 ) =  ЕГ=1 — скалярное произведение
векторов в К” , р =  (х, 0 ) — уравнение плоскости Г с нормальным вектором 0  (|0| =  1), 
находящейся на расстоянии |р| от начала координат, 5 ( Р )  — ^-функция сосредоточен­
ная на (/?. — 1)—мерной поверхности Р(х)  =  0 в К” , а в последнем равенстве символ 
Щ обозначает действие оператора Пуассона порядка и по переменной х\ (определение 
этого оператора приведено далее).

Известно, что преобразование Радона имеет смысл только для функций многих пе­
ременных и это преобразование радиальных функций представляет собой функцию

6В этой работе обобщены и частично уточнены некоторые из результатов, анонсированные ранее в
[1 ] и [2].

56 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2012. №17(136). Вып. 28

mailto:lyakhov@box.vsi.ru
mailto:olyaa.popova@yandex.ru


НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2012. №17(136). Вып. 28 57

одной переменной, например (ем. [3], стр. 28),

Я [е -|'т|2] ( 0 ; р )  =  т г ^ е - р2, х е Ж п. (2 )

Независимость правой части равенства (2) от вектора нормали 0  (при |0| =  1) к плос­
кости Г, очевидно, есть следствие центральной симметрии, поскольку преобразуемая 
функция не зависит от угловых координат точки. Имеет место следующее утвержде-

Теорема 1. Преобразование Радона радиальной функции / ,  интегрируемой в IR” , 
совпадает (с точностью до константы |S'i(/?.)| , равной площади единичной сферы в К” ) 
с преобразованием Радона-Кппрпянова индекса 7 =  п — 1 той же функции, рассматри­
ваемой как функции одной (а именно радиальной) переменной:

я [ / ( М  )](©;р) =  Д[/(М)](р)  =  | 5 i ( n ) | A : „ _ i [ / ( r ) ] ( p ) .  (з)

□  Доказательство заключается в следующем. Преобразование координат вращени­
ем, при котором направляющий вектор оси Х\ перейдет в единичный вектор 0 , приводит 
к следующему представлению преобразования Радона радиальной (в К” ) функции / :

Я [ / ] ( 0 ; р )  =  J  f ( \ x \ ) 5 ( p -  { x , Q ) ) d x  =  J  f (\x\)  5 ( p  -  x { )  d x .

i "  i "

Из этой формулы уже следует, что преобразование Радона радиальной функции не за­
висит от единичного вектора нормали 0  к плоскости Г. Поэтому далее левую часть 
этого равенства будем записывать в виде R  [ / ]  ( р ) . Сферическое преобразование коорди­
нат удобно ввести по формулам

Х\ =  г  COS if  1 ,
Х -2 =  г  s ill P i  COS Р 2 ,

x n- i  =  г  s in  P i  s in  p 2 . . .  s in  p n_ 2 c o s  p n_ b
x n =  r  s in  p i  s in  p 2 . . .  s in  p n_ 2 s in  p n- i ,

что приводит к выражению
ОО

Я[/](Р) =  j  l ( r ) r " - l dr х
О

7Г 7Г 7Г 27Г

х  J  8 ( р -  г  c o s  p i ) )  s in ” -2  p i  d p i  J  s in ” -3  p 2 d p 2 ■ ■ ■ [ sin  p n_ 2 d p n- 2 [ d p n- 1 .

о 0

Поделим и умножим левую часть этого равенства на
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Выделив из полученного выражения площадь единичной сферы |S'i(/?.)| в К” , получим
ОО 7Г

Л[/](р) =  |ЗД| . / f - r / w n  /  /  sin" -2 >i> f ( r )  6(p -  r cos If) d'f ra~ldr. (4)
n ¥ ) r ( i 0 0

Здесь, сокрашая запись, воспользуемся определением оператора Пуассона (см. [5], [6]) 
порядка v =  (7 — 1) / 2, действующего по переменной г следующим образом

р  ( 7+ 1
7Г

Щ / М )  =  ^  2 , п  /  / ( г  c o s  Q ', t )  s in 7
Г (J) Г ( i

о

Тогда
Г   ]

В Д (р ) =  1ЗД 1 J  / ( г )  П ^(я  -  г) г" - 1 dr, и =  —  , п > 2. (5)
о

Определение преобразования Радона-Киприянова (1) мы запишем применив его 
формально к функции одной переменной:

ОО

к М ) ( в УР) =  K i [/](р) =  J  /  И  В Д р  “  ж) х ' dx> 77 =  > 7 > 0.
о

Теперь, сравнивая правую часть этого равенства с правой частью равенства (5) (или, 
что тоже самое, (4)), получим формулу (3), которая связывает преобразования Радона 
радиальной функции с преобразованием Радона-Киприянова четной функции одной 
переменной, когда 7 =  п — 1 — натуральное число. I

Следует отметить, что в работе [4] (и в [7], [8]) не предполагалось применять /Су- 
преобразование к функциям одной переменной, хотя никаких принципиальных трудно­
стей введения такого преобразования не было, но было ясно, что появится некоторая 
специфика и даже простота в определениях и формулах, и это надо рассматривать от­
дельно. Необходимость изучения /^-преобразований функций одной переменной свя­
зана не только с исследованием преобразования Радона радиальных функций, но и с 
решением задачи о носителе /^-преобразования (см. [9]). В следующем пункте прове­
дены необходимые исследования и уточнена указанные выше формулы (3) или (4) и (5) 
(см. Теорему 3 и ее следствие).

Сначала приведем пример вычисления преобразования Радона радиальной функции 
через преобразование Радона-Киприянова функции одной переменной. Снова вернемся 
к (4), где совершим антиполярное преобразование координат

z\ =  г  c o s  a ,  Z2 =  г  sin  а ,  0 ^  а  ^  7г, г ” - 1 s in ” -2  a  d r  =  z 2 ~ 2 dz\ d z 2.

Имеем
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=  | S ' 1 < n ) l  V ( ( n - l ) / 2 ) V 4 / 2 )  I ^ 1 сЬ> ■ < 6 >

+ оо

О

Отметим, что формулы (3), (4), (5) и (6) эквивалентны и формула (6) получена из 
определения преобразования Радона-Киприянова (1) заменой функции /  =  f (x ) ,  х Е 
R\ на функцию вращения

/  =  /(~ 1, ~2) =  /  (  \/~1 +  4 )  ■

Этот подход легко применить для вычисления преобразования Радона радиальной 
функции. В частности если

f (x )  =  e ''т^, х Е Е” , N 2 =
г=1

ТО
+оо +00

Д[/](в;р) = |Si(»)| „ , ... I I S i p - * )  dztdzt
Г < ¥ ) Г Ш  - „—сю О

+ о о

IS iW I  г  ,Д ! |. m  е - " 3 [  : ! Г 2 ^ 4 Л;2.
О

Последний удвоенный интеграл представляет собой Г-функцию Эйлера от аргумента 
(п — 1)/2 и, следовательно,

Я [/](0 ;р) =  1^1Ы1г Г 2^\2р Гп  ■ -  Г ( —  ) =  ^  е"*
Г(§ ) _ v2 1 ^ ('П. — 1 \ _„2

- ч - ,

Таким образом получили формулу (2).
Надо отметить, что приведенная схема вычислений классического преобразования 

Радона радиальных функций не только сокращает рассуждения. Важнее то, что эта 
схема применима к более общему преобразованию (Радона-Киприянова), а это дает 
возможность получить новые формулы, которые не известны из классической теории. 
В работе [1] показано, что для индекса 7 Е (0,2] вычисление преобразования Радона- 
Киприянова функций одной переменной, сводится к вычислению дробного интеграла 
от fiit) =  С / ( у/х). Это позволило применить методы обращения интегралов дробно­
го порядка для получения формул обращения преобразования Киприянова-Радона. В 
настоящей работе подобный результат получен в общем случае 7 > 0 и другим путем.

2. Преобразование Радона-Киприянова радиальных функций

Через К” будем обозначать евклидово полупространство точек К” , определенное 
неравенством Xi > 0, и пусть 7 фиксированное положительное число, а функция /  =



/ ( М ) — радиальная функция, абсолютно интегрируемая с весом xj,  (х,£) =  р — урав­
нение гиперплоскости, лежащей на расстоянии р от начала координат, с единичным 
вектором нормали

Преобразование Радона-Киприянова радиальных функций определяется следую­
щим соотношением:

к -у Ш & р )  =  J / ( М ) п ®!<Кр- { х , 0 Ы ( 1 х  =

Rt

7Г

=  С ( гу) /  / ( М )  /  8 ( р  — Х\ cos Q' î — { х 1, £')) sin7-1 a d a x j d x ,
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Rt о

где x' =  (x2, =  (f2, Cn), a C{^) =  r (4 )r (i) — константа, нормирующая опера­
тор Пуассона.

Далее используем процедуру вращения. Для этого сделаем замену переменных:

х\ cos а =  z 1
Х\ S ill Q: =  Z‘2 ,

, 0 ^ а ^ 7г, Zi Е (—оо, +оо), z2 G (0, +оо),

л = (zi, z2,x') Е E”+1, |с| = \х\ = \/ zf + z\ + х\ + X2 + ... + х ‘?г

В результате, находим

К ’уШ&Р) =  С ('У) I / ( ! - ! № “  ~i6  “  ( ^ f '))~2 ldz-

Введем обозначение f  =  (fbO ,^ ) для вектора, лежащего в координатной гиперплоско­
сти Z'2 =  0. Тогда

K i [/](£;р) =  С'(т) / / ( И Ж р - <~>f))~2 ldz

Скалярное произведение инвариантно относительно вращений. В данном случае вра­
щение необходимо провести в координатной гиперплоскости z2 =  0. Такое вращение не 
изменит координаты Z2 и, следовательно, веса z\ под знаком интеграла в полученном 
равенстве. Поворот совершим вокруг оси Z2 так, чтобы направление оси Z\ совпало с на­
правлением вектора f. Новые координаты вектора f  обозначим £ =  (|£|, 0, 0 , 0 ) .  Ясно, 
ч т о  If I =  If I =  If I =  !• Имеем

к -уШ & р ) =  с '(т) [ / ( И Ж р -
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Теперь произведем сферическое преобразование координат (как и раньше, первую ко­
ординату положим равной z\ =  г cosq'i,). Тогда

+ оо

A'7[/](f;p ) =  Ky[f](p) =  С{^) J  / ( r ) r ” +7-1dr J  5(p—r cosq'i) sin7-1» !  cos7-1 а2 dS,
О S i(n + 1 )

где dS — элемент поверхности единичной сферы в евклидовом пространстве размерно­
сти п +  1:

dS =  sinn~1a i dai sin” -2 a2 da2 . . .  sinQ'ra_i dan- 1 dan.

Следовательно
+ 0 0  7Г 7Г

A'7[/](p)=C '(7 ) [  f { r ) r n+1~ldr [  5{jp—r cos Q'i) sin”+7-2 otidoti [  cos7-1 a2 sin” -2 a2 da2 x

x j  sin” -3 a3da3 . . .  J  dan . 
о 0

Это выражение умножим и разделим на

Г (=4̂ 1) г  (1)
Sin”+7 2 ^

г ( ? )

Теперь можно воспользоваться формулой «площади весовой сферы» (см [6], формула 
(1.2.5))

Л т  п —т гп Р  I Tidll7Г 2 т-r М  2
1 З Д 1 , =  /  I I  '  I I »+Ы

S+(n) J'=1 " J = l F V 2

где надо положить =  1, 71 =  7 . Тогда

+ о о

1 < Ш р )=  |Si(n)l,  =  n + 7 -  1

Здесь, справа, снова видим «одномерное» преобразование Радона-Киприянова, но уже 
с новым индексом. Итак, получен следующий результат.

Теорема 2. Преобразование Радона-Киприянова индекса 7 радиальных функций не 
зависит от вектора нормали к плоскости интегрирования £ п представляет собой одно­
мерное преобразование Радона-Кппрпянова индекса п +  7 — 1, умноженное на площадь 
весовой полусферы ^^ (/г)^ :

к -,[/](?) =  |S; » | 7 AVh,-i[/](p)-
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Эту формулу интересно сравнить с формулой «преобразование Радона радиальной 
функции» — с формулой (3). Ясно, что 2 | (/?,)|т |̂ Q =  |Si(??.)|. Но тогда

K 0[f] =  | з д |  К п- Ш р ) =  а д .

Вообще говоря, преобразование Ко формулой (1) не определено. Полученное равенство 
справедливо лишь для функций радиальных в евклидовом пространстве размерности 
п >  2.

Из теорем 1 и 2 вытекает, что в теории преобразования Радона-Киприянова, а также 
для приложений данной теории необходимы знания свойств преобразования Радона- 
Киприянова функций одной переменной. Некоторые из них приведены в следующем 
разделе.

3. Преобразование Радона-Киприянова функций одной переменной.
Связь с преобразованиями Фурье, Ганкеля и операторами 

преобразования Пуассона-Сонина

Пусть /  =  f (x )  абсолютно интегрируемая по (0,оо) с весом х7 функция, число 7 
положительно и фиксировано. Через /  =  f (z )  будем обозначать функцию

/ ( - )  =  /(~ ъ  ~г) =  /  (̂ / z\ +  z^ j

Преобразование Радона-Киприянова (1) функции одной переменной /  =  f (x )  легко 
трансформируется по схеме получения равенства (6) в следующее интегральное выра­
жение

к М р ) =  щ щ г )  /  Л-') " Г 1 dr =  /  /  (у^Гм) С 1 <ь2
{ z 1=p }+  О

(7)
где =  р } + — полупрямая в =  {z  =  (ci, с3), z2 >  0}, заданная уравнением Z\ =  р.

Очень важной в теории преобразований Радона-Киприянова является формула свя­
зи с преобразованиями Фурье и Фурье-Бесселя (см. [4], [7], [8]). В нашем случае роль 
прямого и обратного преобразований Фурье-Бесселя должно выполнить прямое и об­
ратное преобразования Ганкеля (см. [5]), соответственно

-2,

ОО

НМ Ш  =  FB[f } (0  =  I j i=k (rQ f (x )  X1 dx,

я - 1 Ш И

о

-1
Y-1 Г>2 / 7 +  127 Г
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Ядром этих преобразований Ганкеля служит так называемая j-функция Бесселя j v , 
связанная с функцией Бесселя первого рода Jv равенством

. , . 2V Т(и +  1)
j v i t )  — ~

Хорошо известно представление j-функций Бесселя в виде интеграла Пуассона ([5])

ji=±(x) =  П7ехр[—г#].

Отсюда получим следующее представление преобразования Ганкеля:
ОО 7Г ,

7+1Г Г  г  I
Щ [и Ю  =  С('у) /  -    sin' 'м Л „/(./•) С{7) -  V2

Г ( ? )  Г (§о о

Антиполярное преобразование координат

Z\ =  х  cos a, Z2 =  х  sin а, 0 ^ а ^ 7г, х clx da =  dz\dz2 

приводит к выражению

+оо +00
Щ [ Ш )  =  с { 7) J  e~lZli dz\ j  f  (^sjz{ +  z2̂ j z ? f l dz2 ■

—oo 0

Заменив z\ на p и воспользовавшись определением (7), получим

+ о о

Й , 1 Я ( { ) = /  Г *  A'7 [ / ] ( p ) d p = F [ / v 7 [ / ] ( p ) ] ( 0 ,
— ОО

где через F  обозначено преобразование Фурье. Эта формула устанавливает связь между 
преобразованиями Ганкеля, Фурье и одномерным преобразованием Радона-Киприянова. 
Применение обратного преобразования Фурье дает формулу

+00

к - М р ) =  ^  /  ЦуУКО  4е- (8)
— оо

Обозначим через С ^ г,(Е) подпространство пространства С^°(Е), состоящее из четных 
функций, а через 5ег,(К) — подпространство Л.Шварца, также состоящее из четных 
функций. Через Zev обозначим образ пространства C£°ev (Е) при cos-преобразовании Фу­
рье Fc. Приведем следующий известный результат (см. [10]) относительно cos-преобразования 
Фурье и относительно преобразования Ганкеля:

Лемма 1. Операторы Fc п Н1 изоморфно отображают пространства С ^ г,(Е) на 
Zev п Sev (К) на себя.
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Теперь рассмотрим операторы преобразования Пуассона и Сонина, представленные 
посредством преобразований Ганкеля и cos-преобразованием Фурье следующим обра­
зом'^

р7 = я - 1 /■;. 27-1 Гг 1 ' 1у-1 г>2 I 7 +  1 Н Fl l y  ± С1

2

S1 =  F =  (2тг)-1Ас Я 7.

Известны следующие свойства операторов преобразования Р7 и 57 (см. [10]).

Лемма 2. Операторы Р1 п S1 отображают пространства C '^ (E i)  п Sev изоморфно 
на себя.

Лемма 3. Для любой функции /  G Sev операторы Р1 п S1 являются взаимно 
обратными :

S1 R ( f  =  R ( S1 f  =  f .

Для преобразования Радона-Киприянова функции одной переменной справедливо 
следующее утверждение.

Теорема 3. На функциях пз пространства Sev(Ri) K j-преобразованпе (1) пред­
ставляет собой оператор преобразования Пуассона-Сонпна 57, при этом

P y K y \ f ] = f .  А ' ,  Р ,  [ / ]  =  / .

□  Если /  G Sev, то справедливо равенство (8 ). Законность выполнения всех операций 
следует из Леммы 1. Учитывая, что Я7 [/](£) — четная функция, получим /\7[/](р) =  
F~l Я 7[/], что в соответствии с определением оператора 57 дает равенство

К Ш р )  =  ^ [ / Н е ­

применение Леммы 3 завершает доказательство. I

Следствие 1 (О преобразовании Радона радиальных функций). Если /  G 5 (К” ) 
п /  =  /(|ж|), то ее преобразование Радона выражается через преобразование Радона- 
Киприянова п опера тор преобразования Пуассона-Сонпна по формулам

R[ f№;p)  =  R[f](p) =  К п- Ж р ) =  Sn- Ш р )  •

При этом Рп_ 1 R[f] =  /  .

7Оператор Пуассона П ^  и оператор преобразования Пуассона Р7 в этой работе суть различные 
операторы.
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4. Применение дробных производных

Ясно, что формулы, полученные в Теореме 3, являются формулами обращения А 7- 
иреобразования. При этом роль обращающего оператора выполняет оператор Пуас­
сона8 \ Здесь мы получим формулы обращения, основанные на применении дробных 
производных (ср. с результатами работ [1] и [2]).

Общие формулы обращения RK-преобразования получены в работах [7], [8]. Интерес 
к обращению одномерного .^преобразования отчасти связан с тем, что во-первых эти 
формулы имеют очень простой вид, а во-вторых с тем, что в частном случае, когда 
весовой показатель 7  целый, эти формулы окажутся обращающими преобразование 
Радона радиальных функций, а это имеет значение при решении практических задач 
и задач компьютерной томографии.

Пусть /  Е Sev. Согласно теореме 3

f ( x)  = P.,K.,{f] =  H ; ' 2 F c K,\f) .

Константу, нормирующую обратное преобразование Ганкеля, обозначим через 
Итак

+оо +оо
у-1 т.2 / 7  +  127-1

-1
• (9)/ И  =  C i ( 7 )  J  J  е Kj[ f ] (p)  d p , £ 1(7)

О —оо

Введем обозначение
+ оо

«*« )=  J  e - ^ K - ,y \ (p )d p .
— ОО

Поскольку K 7[f](p) — четная функция9\ то и ее преобразование Фурье (а это cos-npe- 
образование) — четная функция. Нашей следующей целью является распространение 
интегрирования по £ в (9) с полуоси на всю действительную ось. Поступим следующим 
образом

+ оо

м = J  кеГ 4 е =
о

+ о о  +00

j  и и Ф ц )  |c\j d c +  [  j  и и Ф ц )  |

Во втором слагаемом заменим £ на — £. Тогда
+ о о  О

J U U ' H U  i e r ^ +  [ J •: С ' ‘И a  kl7^

“В теории обратных задач пара операторов Р7 и S'7 называются «операторы преобразования». Эти 
операторы преобразуют сингулярный дифференциальный оператор Бесселя с индексом 7  во вторую 
производную и наоборот.

9А'7 [ /К Ч ;-р )  = К^Ш;р),  см. [4], [8]



Учитывая четность подынтегрального выражения во втором слагаемом,

+ оо

М  =  \ I  з ^ 1 ( х О Ф ( а  1$ГАе-
—  ОО

Теперь равенство (9) принимает вид
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+ оо

m  =  (̂ Y L /  ф(«) .
—  ОО

Заменив функцию Бесселя соответствующим интегралом Пуассона, получим

+ 0 0  7Г + 0 0

№  =  C l ( 7 ) 2 C < 7 )  J  J  e - “ « “ ' “ Si n ^ 1 Q'dQ J  e - * ‘4<-,{f\(p)dp\Q->di.
— оо 0 —оо

Выделим прямое и обратное преобразования Фурье

7Г

/ ( * )  =  Cl(7)̂ <7)2,r J  fT 4xa , a [ l e P F , , ^  K 7[f]]  Sm -> -'ad a .  ( 11)
o

Здесь оператор Пуассона применен к классическому псевдодифференциальному опе­
ратору F _ 1|£|7F[u] с символом |£|7. Пусть 0 < а < 1 и А = щ ^ у . Для функции f (x) ,  
заданной на отрезке [а, 6], каждое из выражений

(® :+/ ) М = . - 4  1 ,т А  . (в ?  ! № = - а 4 -  [  ,т м  .
v a+Jn J dx J (x — t)a v b~J n  J dx J ( x - t ) a

a  x

называется дробной производной Римана-Лиувилля порядка Q'G (0,1), соответственно 
левосторонней и правосторонней (см. [11]). Если же а > 1 и не является целым, то

/  j \ [°] /  j \ [°]

В “ + / = Ы

Мы пользуемся стандартными обозначениями: [а] — целая часть числа а, { а }  -  дробная 
часть числа а, т. е. а =  [а] +  {а } .

Далее полагаем а =  — оо, 6 =  +оо. В этом случае для дробных производных Римана- 
Лиувилля (соответственно левосторонней и правосторонней) используем обозначения 
Ъ%, D " . Для этих производных справедливо следующее представление в образах Фурье 
(см. [11], стр. 114):

F[ Ъ%ф\ =  (тгОаР  М (0 ,
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где а >  0, (±г;г)" =  ||Qе± Slgn;г. Отсюда вытекают формулы для средней величины 
дробной производной Римана-Лиувилля

D" +  Dc_ 
х 2

Введем обозначение

Ф )  =  р - 1 [ c o s ^ ie r F M (e ) ]  м .

1 /D "  +  D c
® аФ )  =  f ~i [|ег^ м (е)] и  =  — ^  о ~ ) ф у  тcos*f

Отметим, что дробные производные Римана-Лиувилля представляются в виде произ­
водных Маршо:

+00

Г(1 -  а) ]  №

Откуда
о

+ о о
2) " + 2)"^  л\ а / 2  i p ( x ) - i p ( x - t ) - i p ( x  +  t)

'ЛХ)  2Г (1 -  a) J W »
о

Это равенство с точностью до константы [cos^ ] -1 представляет собой производную 
Грюнвальда-Летникова-Рпсса функции ф (см. [11], стр. 280). Из (12) вытекает полу- 
групповое свойство: D aD l3 =  D a+l3. В частности, если а =  [а] +  {а '}, то D aLp(yx) =

® w i & )  Ф ) -
Следуя [12] (стр. 30), введем оператор

da
f(p),  сх— четное;

(Л“ /)(Р) =

dp 

da
G ^ f t p ) ,  а -  нечетное;

, 2)" /(ж ), а — дробное число,

где G -  преобразование Гильберта:
+ оо

* [  f (P )=  -  -------dp,тг J t -  p
— ОО

a ID" — оператор (12).

Теорема 4. Пусть Л" — оператор (12), 7 — фиксированное положительное число. 
Для fESev имеет место следующая формула обращения

f (x )  =  A(1 )Wx(A;K,[f])(p)\p=x. (13)



При этом в случае целого 7
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■4(7) -

а в случае дробного 7
A {i)

2-У~1Т2 (з±1)

7Г

27-^2 (2±1) '

□  Необходимо рассмотреть три случая, когда 7 четное, нечетное или дробное число.

Если 7 =  2 т — четное, то утверждение теоремы следует из того, что выражение 
(—г|£|)2т =  (—г£)2т представляет собой символ оператора (разумеется в образах 
Фурье).

Если же 7 =  2т + 1  — нечетное, то утверждение теоремы следует из того, что

| £ r +1 =  sign(£)£2” ‘+1,

a sign(s) — символ представления в образах Фурье преобразования Гильберта (см. на­
пример [12], стр. 31, формула (40)) и мы приходим к интегродифференцированию, 
осуществляемому суперпозицией оператора Гильберта и производной целого порядка 
2т +  1: G ф2т+1  • Вычисление соответствующей константы не составляет каких-либо 
трудностей, таким образом для целых значений 7 получим (13) с оператором Л при 
четных или нечетных значениях 7 .

Пусть 7 — дробное. В этом случае утверждение теоремы вытекает из определения 
дробной производной 2)" (12). ■

Отметим, что второе равенство в (12) дает возможность заменить в формуле (13) 
производную 2)" средней величиной дробной производной Римана-Лиувиля. Формулы 
обращения /\7-преобразования через производной Маршо или Грюнвальда-Летникова- 
Рисса выписываются довольно просто.

Теперь покажем, что при целом 7 дифференцирование в формуле обращения в 
Теореме 1 может быть заменено дифференцированием, осуществляемым сингулярным 
дифференциальным оператором Бесселя.

Теорема 5. Пусть /  радиальная функция, определенная в К” п принадлежащая 
пространству Шварца основных функций S'(К” ). Для преобразования Радона функции 
/  имеет место формула обращения преобразования Радона радиальных функций

d<п— 1

dp;n— 1 (14)
р = г

При нечетном п эта формула примет вид

Hr) = в ^ п - Г к п_ М г )  ■ (15)



При четном п

Я г) =  7ТС' ^ 1) В ,’‘- 2,/2П Г 1̂ А '„ - . [ / ] ( г ) . (16)

□  Как известно, преобразование Радона R[f] радиальной функции оказывается пре­
образованием Радона-Киприянова функции K~([f] одной переменной при 7 = 1. Таким 
образом, полагая в (13) 7 =  п — 1, получим формулу обращения преобразования Радона 
радиальных функций
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= 7ГС1(П 1) !
J 4 ' Ап— 1 гг

dIn — 1

dp — Kn-l[f](p),П— 1
р = г

Тем самым формула (14) доказана.
Если размерность п евклидова пространства К” нечетное число, то исходя из фор­

мулы (см. [17], формула (1.1))
t2m

B mW  =  П7 ——  ,
dx2m

где В — сингулярный дифференциальный оператор Бесселя

в  =  ^  +  2 ±  , 
dx2 х dx

из (15) получим
/(х) = Л(7) В-'/2 ЩА'7[/])(г).

При четной размерности пространства п из (14) получим

/ М  =  Т С ‘̂ 1} B « - W n r § ; K « - m r )  ■ ■
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INVERSION OF RAD ON -KIPRIYAN OV’s TRANSFORM  
OF RADIAL FUNCTIONS
L.N. Lyakhov, O.I. Popova

Voronezh State University,
Universitetskaya Sq., 1, Voronezh, 394006, Russia, e-mail: lyakhov@box.vsi.ru, olyaa.popova@yandex.ru

Abstract. It is done the deduction of the formula connected the Radon transformation of radial 
functions
and the Radon-Kipriyanov K1 transformation of one-variable functions. It is obtained the formula 
of ii'7-transformation of radial functions in R” . It is done in the form of A'7+ra_i-transformation of 
the one-variable function. The formula of inverse Radon-Kipriyanov transformation of one-variable 
functions is found. The results extend and refine previous ones obtained by one of the authors.

Key words: Radon transform, Radon-Kipriyanov transform, radial functions.
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