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КОМБИНИРОВАННЫЙ ПОДХОД К ВЫЧИСЛЕНИЮ 
ДИСКРЕТНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ СИБСОНА

В работе рассмотрен комбинированный подход к построе
нию дискретной интерполяции естественных соседей на основе 
объединения двух методов с «разбросом» значений. Основная 
идея подхода заключается в ведении критерия для выбора опти
мального метода вычислений, исходя из количества исходных 
точек данных, а также размерности регулярной решетки. Данный 
подход к построению дискретной интерполяции естественных 
соседей, достаточно прост в реализации и обеспечивает опти
мальное время вычислений.
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Интерполяция по методу естественных соседей была введена Сибсономв 1981 
году как средство для приближения и сглаживания рассеянны х данных. В общем слу

чае интерполянт Сибсона функции f  оценивается в узле p следующ им образом [1]:

f ( ч S i-1u -̂f  (p i) v k ' f ( л u ' =  ui f n
f  (p) = ~ Н =l~k = u f  (Р >) , где ui =   , (1)

L =1u i = 1u i

где ui -  является пересечением площадей (объемов) ячейки Воронного для точки pi и 
временной ячейки Вороного для точки p.

При этом диаграмма Вороного представляет собой разбиение некоторой облас
ти на ячейки или регионы на основе заданного конечного множества рассеянны х то

чек данных, названных сайтами. Диаграмма Вороного U(N) множ ества N в области О 

является разбиением области на регионы U(pi) с О  таким образом, что лю бая точка в 

U(pi) находится ближе к пробе pi, чем к любой другой пробе p je  N(j Ф i). Регион U(pi) 
ассоциированный с пробой pi называется ячейкой Вороного и определяется как[2]:

U (p i ) =  {p е О  ( p , p i ) <  d ( p , Pj )V j  Ф i ) , (2)

где d  метрика расстояния.
На сегодняш ний день сущ ествует два основных подхода к построению дискрет

ной интерполяции Сибсона:

-  П одход на основе «собирания значений»

-  П одход с «разбросом значений»
П одход на основе «собирания значений» основан на вычислении весовых 

вкладов интерполянта путём определения площадей (в двумерном случае) или объе
мов (в трехмерном случае) ui, связанных с пробами pi после вставки в диаграмму Во
роного временного узла p[3]. П оскольку расчет интерполянтаСибсона в узле p эквива
лентен определению средних значений соседних проб, то дискретная интерполяция 
Сибсона может быть вычислена путём усреднения дискретны х элементов. Накапливая 
все значения данны х опробования для исходной диаграммы Вороного внутри времен
но вставляемого региона Вороного U(p) и разделив накопленное значение на число
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просуммированных элементов, мы определим среднее значение для региона. Это зна
чение и есть дискретный эквивалент значения интерполяции Сибсона.

П одход с «разбросом значений», предложенный в работе[3],состоит в рассмот
рении проблемы с «обратной» стороны, когда значения «разбрасываются», а не соби
раются. Тогда вместо итеративного прохода по всем позициям p и накопления всех 

значений позиций растра i е V(p) в c(p), можно выполнить итерации по растровым 

позициям i и определять, какие f (p) находятся под влиянием значения растра i. См е
шав d-мерные сферы для каждого растра i в результате мы получим дискретныйин- 

терполянт Сибсона. Нахождение ближайш его соседа происходит без прямого по
строения диаграммы  Воронго, а при помощи построения kd-дерева.

Подход с «разбросом значений» намного быстрее и проще в реализации по срав
нению с традиционными подходами, поскольку не требует перестроения диаграммы Во

роного для каждого растра (вокселя) регулярной решетки.Основным недостатком данных 
методов является высокое время вычислений для больших наборов исходных данных, 
что обуславливается необходимостью построение бинарных деревьев для поиска бли
жайшего соседа. Дляпостроениеkd-дерева для n точек на предварительном этапе требует
ся O(n*logn) времени. Запрос ближайшего соседа для каждого растра i потребует еще 
O(logn) времени. При довольно больших наборах исходных данных, время поиска бли
жайшего соседа каждого растра (вокселя) будет слишком велико.

В работе[4] предлагается подход для вычисления дискретной интерполяции 
Сибсона без предварительного построения kd-дерева. Данный метод основан на под

ходе с «разбросом» значения, однако не требует предварительного поиска расстояния 
и значения ближайш его соседа.

Основная идея предлагаемого метода заключается в исключении этапа по
строения дерева поиска, а также навигации в нем для поиска ближайш его соседа. Вме
сто этого предлагается объединить задачи поиска значения ближайш его соседа для 

растра (вокселя) и разброса значения данного растра (вокселя). Однако пока не най
ден ближайш ий сосед для растра (вокселя) регулярной реш етки, то не известно зна

чение и радиус разброса. Данную проблему можно реш ить разбросом указателя на 
ячейку данного растра с последовательным увеличением радиуса разброса пока не 
встретиться ближайш ий сосед данного растра (вокселя). В данном подходе нам не 
нужно знать ни значение ближайш его соседа, ни расстояния до него.

Разброс указателя на значение для каждого растра осущ ествляется по поверх
ности n-мерной сферы с последовательным увеличением радиуса разброса, и на каж 
дой итерации необходимо вычисление позиции разбрасываемого значения на n- 
мерной сфере. Тогда для каждого растра (вокселя) регулярной реш етки будет вы чис
лено nR2 позиций для двумерного случая и 4nR2 для трехмерного, где R -  конечный 
радиус для каждого растра (вокселя).

П оскольку для каждого узла регулярной реш етки разброс значений осущ еств
ляется одинаковы образом, то вычисление позиций для разброса можно вычислить на 
начальном этапе и представить в виде последовательности смещ ений от узла регу
лярной реш етки. При этом можно сократить количество вычислений для поиска по
зиций разброса в N *M  раз для двумерного случая и N*M *L для трехмерного, где N,M ,L -  
размеры регулярной решетки.

Однако данный метод показывает невысокую производительность при не
больш их наборах исходных данных, поскольку при небольш их наборах исходных дан
ных и высоком разреш ении регулярной реш етки среднее расстояние между исходны 

ми точками будет достаточно велико, тогда радиус «разброса» n-мерной сферы также 
будет велик.
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Рис. 1. Время вычисления дискретной интерполяции Сибсона для регулярной решетки 256x256 
пикселей на основе метода: а) с использованием kd-дерева, б) без построения kd-дерева

В данной работе предлагается комбинированный метод для построения дис
кретной интерполяции естественных соседей. Основная идея данного метода заклю 
чается в объединении описанных выше подходов исходя из количества исходных дан
ных и размера регулярной реш етки. П оскольку при использовании метода с построе
нием kd-дерева время вычислений возрастает с увеличением количества исходных 
данны х (рис. 1 а), а при использовании метода без построения kd-дерева уменьш ается 
с увеличением количества исходны х данны х (рис. 1 б), то можно определить критерий 
выбора метода вычислений.

В первом случае каждая точка в исходном множестве данны х з а н и м а е т 0 * (2 ^ п  
+ nR2) вычислительного времени, где n -  количество исходных данных, R -  среднее 
расстояние между узлами регулярной реш етки и их ближайш им соседом из набора 
исходных данных. Во втором случае каждая новая точка данны х увеличивает плот
ность распределения исходных данных, при этом уменьш ается среднее расстояние 
между точками и занимает 20*(nR 2) вы числительного времени. Тогда условие для 
выбора метода будет выглядеть следующ им образом:

2 0 ( lo g  N ) > ж Я 2, (3)

где N -  количество исходных точек данных, а R -  среднее расстояние между узлами 
регулярной реш етки и их ближайш им соседом из набора исходных данных.

При выполнении условия (3) для построения дискретной интерполяции Сиб
сона следует использовать метод с использованием kd-дерева, в противном случае ме
тод на основе прямого «разброса», тогда время вычислений будет оптимальным 
(рис. 2).
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Рис. 2. Время вычисления дискретной интерполяции Сибсона 
для регулярной решетки 256x256 на основе комбинированного подхода
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Предложенный подход, в отличие от стандартных методов построения ди с
кретной интерполяции естественных соседей, достаточно прост в реализации и соче
тает в себе все положительный свойства приведенных выше методов, что обеспечивает 
оптимальное время вычислений. При этом данный метод достаточно хорош о подхо
дит для распараллеливания вычислений на системах с общей памятью, так как для 
каждого узла регулярной реш етки можно искать значение интерполянта независимо 
от других, поэтому скорость вычислений будет в большей степени зависеть от количе
ства одновременно выполняющ ихся процессов.
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M. A. AIDAKOV This paper describes a combined approach to discrete natural neigh
bors interpolation interpolation based on the "scatter" approach. The 
main idea of the approach is to add a criterion for selecting the optimal 
method of computation based on the number of initial data points and the 
size of a regular greed. This approach to discrete interpolation of natu
ral neighbors is simple to implement and provides an optim
al computation time.
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