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Аннотация. Рассматривается задача Штурма-Лиувилля с краевыми условиями третьего 
типа и интегральным условием на потенциал. Получены оценки минимального собственного 
значения Ai этой задачи при различных значениях параметров.
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1. Введение. Рассматривается следующая задача Штурма-Лиувилля:

у" -  q{x)y +  Ху =  0, (4.1)

Г у ' { 0) -  к 2у ( 0 ) =  0, . л

\  у \  1) +  к 2у ( 1 ) =  0 , ^

где q(x)  -  неотрицательная ограниченная суммируемая на [0, 1] функция, удовлетворя
ющая условию:

1

I q4x)dx = 1- 7*°- <43)
о

Множество таких функций q(x)  обозначим А 1.
Под решением задачи (4.1)—(4.2) будем понимать функцию у(х) ,  которая определе

на на [0,1], удовлетворяет условиям (4.2), для которой у' (х ) абсолютно непрерывна и 
уравнение (4.1) выполняется почти всюду на интервале (0,1).

Оценивается минимальное собственное значение Ai этой задачи при различных зна
чениях 7 и к.

Подобная задача для уравнения у" +  Xq(x)y =  0 при условиях у(0) =  у{ 1) =  0, 
q(x)  Е А 7 рассматривалась в работе [1]. В работе [2] исследовалась задача для уравнения 
у" +  Xq(x)y =  0 при условиях (4.2), q(x)  Е А т Задача для уравнения (4.1) при условиях 
у(0) =  у( 1) =  0, д(х) Е А 7 изучалась в работах [3], [4].

5Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 11-01-00989) и гранта РНП 
2.1.1/13250.
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Согласно вариационному принципу, XAq) =  inf R(q, у), где
2/€Я1(0,1)\{0}

1 1
f  y'2(x)dx  +  / q(x)y2(x)dx  +  к2 (у2(0) +  у2(1))

R(q, У) =   ---------------- 9------- 1------------------------------------  • (4-4)
J  y2(x)dx
о

2. О сновны е результаты . Пусть

т 7 =  inf Ai (q), М 1 =  sup Ai ( q ) .

Теор ем а  1.

1. Если 7 G (—oo, 0) U (0,1), to  M 7 =  +oo.

к2 £ — 1
2. Если  7 = 1 , t o  M i  =  £*, где  £* —  решение уравнения arctg — .

vs, 2VS,

3. Если 7 G ( l , + o o ) ,  t o  M 7 =  const. <  oo, н существуют такие функции u(x )  E 
H i ( 0 , 1) ii  q* (x ) E Ay, что R ( q *, u) =  M 7.

Теор ем а  2.

1. Если 7 G (1, +oo ), то ?n7 =  A°, где A1]1 — первое собственное значение задачи для  
уравнения у" +  Ау =  0 с условиями (4.2).

2. Если 7 G (— оо, 0) U (0,1] , то ?п7  ^  1/4 .

3. Если 7 G (0, +оо ) , то

(a) ?п7 ^  7Г2 при всех к ;

( b ) т 7 —>■ 7г2 при к —>• оо, причем т 7 ^  тг2 — Атт2/к2 +  О (А’-4) •

Т еор ем а  3. Пусть к =  0.

1. Если  7 G (—оо, 0) U (0,1), то М 7 =  +оо, ?n7 G [1/4; 1].

2. Если 7 =  1, то M i =  1, -m.i G [1/4; 1).

3. Если 7 G (1, +оо ), то М 7 =  1, ?п7 =  0.

3. Д о к азательств о  теорем ы  1.
1. I) Докажем, что если 7 <  0, то М 7 =  +оо.
Положим

е- 1/7(1 _  e)i/7, 0 <  X <  £,



где 0 <  е <  1/2.

Обозначим 31 

а) Докажем, что

для любого у(х )  G H i ( 0,1) \ {0 } .

62 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е,.Д  Серия: Математика. Физика. 2011. №23(118). Вып. 25

1 1
Обозначим за 1£{у) сумму интегралов: f  y'2(x)dx  +  f  qe( x )y2(x)dx.

о о

v 2(0)  g  ^  . (4.5)

Из определения функции q£ следует, что I £(y) ^  J  у' (x )dx  +  f  у2 (x)dx.
О г

z

Д ля  любого л G (0 ,1 ) имеем у(0 ) =  y(z)  — f  y' (x)dx.  Используя неравенство Гельдера,
о

( z \ 2 1 
получим у2(0) ^  2y2(z)  +  2 ( J  y' (x )dx  ] ^  2y2(z)  +  2 f  y/2(x)dx.  Проинтегрируем обе

Vo / о
части неравенства по ;  от £ до 1:

1 1

(1 — е )у2(0) ^  2 / y2(z)dz +  2(1 — е) / y,2(x)dx  ,

откуда следует, что

чО

Ь) Используя равенство y(;r) =  у(0) +  J y l (s )ds  и неравенство Гельдера, получим

1

|у(*)1 ^  |у(0)| +  т/х ■ ( f  y,2(s )ds  ) , откуда следует, что у2(х)  ^  2у2(0) +  2х f  y '2(s)ds,
Vo / о

и, следовательно,

ж

J  y2(x)dx  ^  2 J  y2(0)dx +  2 J  х J  y,2(s)ds dx ^  2еу2(0) +  е2 J  yiz(s)ds

0 0 0 0 о

,2 /гЛ I „2 / , /2 /

y2<ir ^  2еу2(0) +  е2 j  y,2dx +  е 1//7(1 — е) 1/7 j  e1/'r( l  — е) 1̂ 1y2(x )d x  ^

0 в

^  2еу2(0) +  а(е) • l j y ,2(x )dx +  j q£(x )y2(x)dx  

Vo о

где а(е) =  £2 +  £ 1̂ {1  — е )1/7, причем а(е) —> 0 при £ —> 0.
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с) Подставим полученное в Ь) неравенство и неравенство (4.5) в (4.4): 

R (&> у) >  о о — r v r  >2ey2(0) +  a(e ) I£ 2s ■ 2I J (1 -  e) +  a(e ) I£
4s \

+  a (s )  —> oo при s —> 0 для всех у G Н \ (0,1) \ {0 }.
1 — е

cl) Из результата, полученного в с), следует:

М 7 =  sup 
<?еА7

inf R(q, у) ^  inf R(q£, у) —>■ оо при е —> 0 .
у1 уен1(о,1 )\{о}

Следовательно, М 7 =  +оо.

II) Докажем, что если 0 <  7 <  1, то М 7 =  +оо.
Пусть 0 <  7 <  1. Разобьем отрезок [0, 1] на п равных частей точками 0 =  £о <  <

£•2 <  ■ ■ ■ <  £п =  1 и положим е =  1/??,. Построим, далее, функцию на отрезке [0, е]:

Яе(х)
£ /3, 0 <  X <  £р,
0, £р <  X <  £,

где р =  /3 =  У37 затем продолжим эту функцию на весь отрезок [0, 1] периодически
с периодом е. Данная функция удовлетворяет условию (4.3).

£ Р

По теореме о среднем найдется такое число 9 G [0, ер], что f  у2(x)dx =  у2(9)£р, из
о

£  £ Р

чего следует, что J  q£( x )y2(x)dx =  £~l3 J  y2(x)dx =  £~1у2(9). Используя равенство у(х)  =  
о о

X
у{в) +  Г у 1 (s )ds и неравенство Гельдера, получим

у{х)  ^  у { в )  +  V9 — х  ' ( / y'2(s )ds I , если х <

У {х )  ^  У(0) +  V x - 9 -  y j  у'  (s )d s j , если х >  9,

X
откуда следует, что у2(х) ^  2у2{9 ) +  2(х — 9 ) J  y'2(s)ds для всех х. Проинтегрируем обе

в
части полученного неравенства от 0 до е:



64 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е..Д Серия: Математика. Физика. 2011. №23(118). Вып. 25

Так как J  (9 — x )dx <  s2 и f  (х — 9)dx <  £2 при s <  е, получаем следующее неравенство:
о s

j  y2(x)dx  ^  2sy2(9) +  2е2 j  y'2(s)ds =  2s2 I j  q£( x )y2(x)dx  +  j  y,2(x)dx

0 0 \0 0

Проделав такие преобразования для каждого отрезка [si~i, Si], i =  1, 2 на 
отрезке [0, 1] получим

1 / 1  1

/ о-2 I I „ ^\„2^\ i | I , /2/j  у ( x)dx ^  2e I j  q£(x)y (x )dx  +  j  y' (x )dx

0 \0 0

для любого y(x)  G H l {0,1).
Подставим полученное неравенство в (4.4):

R(Qe, у ) >

i i
J y l2(x )dx +  f  q£( x )y2(x)dx  
о____________ о_______________

2e2 ( f  q£( x )y2(x)dx  +  f  y,2(x)dx  
\0 0

k2 (y (0) +  У ( 1))
l

/ y2(x)dx

1 , A:2 ( y 2 (0 ) +  y 2 ( l ) )

2e2
—> oo при e —> 0.

J  y2(x)dx

Следовательно, при £ —>• 0 получим My =  sup ( inf R(q,  y ) )  ^  inf R(q£, y)
7 VyeHl(o,i)\{o} У>)  «е ж о д лш

oo. Таким образом, доказано, что М 7 =  +оо при 7 G (—оо, 0) U (0,1).

2. Докажем, что если 7 =  1 и /  0, то М\ =  £*, где -  решение уравнения 

arctg vf =  v f  •
а) Будем искать решение задачи (4.1)- (4.2) в виде непрерывной функции

уЛ х)

^  cos у/£х +  sin у/£х, 

^  cos у/1т +  sin v^ r,

О ^  # <  т, 

т ^  ;r <  1 — т, Г4.61

—— cos >/ч(1 — х)  +  sin л/С(1 — х ), 1 — т ^  ^  1.
к гС

Д ля того, чтобы эта функция могла быть решением, нужно также, чтобы ее производ-

£— —  sin у/^х +  УС cos 0 ^  х  <  т,

у/(;г) =  < 0, т ^  х <  1 — т, (4.7)

7̂ 2 s in  \ / C (f  -  л / ? (1  -  х ) ,  I  -  Т ^  х ^  1.
< гС
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была непрерывной на (0,1). Из условий =  0 при х =  т — 0, у/(х )  =  0 при

х  =  1 — т +  0 получаем, что у^(х )  является непрерывной при т =  -^  arctg

Ь) Рассмотрим функционал

1
f  y,2 (x )dx  +  max у2 (х )  +  к2  (у2(0) +  у2( 1))

m  =  ^ ------------------------------------■ п-в)
J  y2 (x )dx

1 1
Так как J  q (x )y 2 (x )dx  ^  шах у2 (х )  j  q(x)dx  =  max у2 (х ) ,  имеем

о .те [од] 0 .те [од]

A i ( q ) =  inf R (q ,y )  <  inf LCy).
yeHi(o,i)\{o} yeHi(o,i)\{o}

Найдем число £* -  корень уравнения

L (y ( ) =  i .  (4.9)

При подстановке функции в (4.8) получим:

У?(°) =  У?(!) =  ж > V d x ) =  ПРИ г  ^  х  < 1 - т ]

так как функция у$(х) возрастает на отрезке [0, т] и убывает на [1 — т, 1], то

max 
т е  [од ]'
max у2 (х )  =

f ( y ' ( x ) ) 2dx =  ±  arctg ^  ( g  +  е )  -  ;

I  У * Ш Х =  ~ 7J arctS ( f  +  Х) +  F  +  F  +  Lо
Из (4.9) следует уравнение arctg ^  =  |^=. По теореме о неявной функции это уравнение 

имеет единственное решение £*(А:2), которое непрерывно вместе со своей производной и 
возрастает при увеличении к2.

Положим t =  >  0 и рассмотрим уравнение arctg у- =  при t Е (0, +оо ).

Функция arctg y  является убывающей на всей рассматриваемой полуоси, стремится к 

7г/2 при t —> 0 +  0, к 0 при t —> +оо. Функция является возрастающей на всей 
рассматриваемой полуоси, стремится к —оо при t —> 0 +  0, к +оо при t —> +оо, равна 0 
при t =  1. Возвращаясь к £ =  t2, находим следующие свойства решения £*:

если А:2 —>• 0, то —> 1;
если к2  —>• +оо, то ^  +  1 +  f  л/vr2 +  4;

£* G (1, ^  +  1 +  | Vtt2 +  4) при всех к ф 0.



с) Рассмотрим функцию у*(х) =  y t̂ (x). Эта функция совпадает с решениями задач 

у" +  Ху =  0, у'{0) — к2 у( 0 ) =  0 при 0 ^  х  <  т,

у "  —  С*У +  А у  =  0, при т ^  х  <  1 —  т,

у" +  Ху =  0, у'{1) +  к2 у(1) =  0 при 1 — т ^  х  ^  1

при Л =  £*. Отсюда следует, что у*(х) — решение задачи (4.1)—(4.2), где

ГО , 0 ^  х  <  т, 

q(x)  =  q*(x ) =  \ т ^ х < 1 - т ,
[ о ,  1 — т ^  <  1,

причем для q*(x) выполняется условие (4.3). Так как функция у*(х) >  0 на (0,1), то 
она является первой собственной функцией задачи (4.1)—(4.2), и тогда £* -  минимальное 
собственное значение задачи (4.1)—(4.2).

Тогда выполняются следующие соотношения:

С* ^  M i  =  sup inf R ( q , у) ^  inf L (y )  ^  ,
q&Al yeHi(o,i)\{o} yeHi(o,i)\{o}

откуда следует, что M i =  £*.

3. Докажем, что если 7 >  1, то М 7 =  const <  00, причем существуют такие функции 
и(х )  Е Н 1(0,1) и q*(x) Е А 7, что R(q*,u )  =  М 7.

Пусть 7 >  1. Из неравенства Гельдера и условия (4.3) следует, что

( 1 \ 2/р

J \y(x)\pdx

о
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где р =  -з-[. Рассмотрим функционал

1 /1 \ 2/р
f  у' 2 (x )dx  +  ( / \y(x)\pdx j +  к2 (у2(0) +  у2( 1))

G(y) =  ^ s L------------------------------  . (4.10)

J  y2 (x )dx  
о

и обозначим m  =  inf G(y) .  Имеем My =  sup inf R(q, y ) ^  inf G(y)
yeHxto.DYto} «еА7уен1(о,1)\{о} o,i)\{o}

m. Д ля  доказательства равенства M 7 =  m  используется вспомогательная лемма:

Лемма 1. Пусть 7 > 1 п m  =  inf G(y).  Тогда существует такая функция
уен i(o,i)\{o}

и(х )  Е Н 1(0,1), что m  =  G(u),  причем и (х )  >  0 на (0,1), удовлетворяет уравнению

и"{х )  — ир~1(х ) +  т и(х )  =  0 , (4-11)
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где р =  > 2  , п условиям

и '( 0) —  к 2и ( 0 ) =  0, 

г//(1) +  к ‘2и ( 1 ) =  0,
(4 .12)

1

J  up(x )dx =  1. (4-13)

о

□  В доказательстве леммы используется вариационный принцип для функционала

G{y).
1) Заметим, что G(y) >  0 для любого у(х )  G Н 1 {0,1). Область значений функциона

ла ограничена снизу, поэтому существует его точная нижняя грань т  =  inf G(y).
у&Н Ц0 Л )\ {0 }

1

Пусть Г  =  {у (х )  : у (х )  G Н 1 {0 ,1 ),/  \y(x)\pdx =  1}. Докажем, что существует такая
о

функция и(х )  G Г, что G(u )  =  т.

a) Используя неравенство Гельдера, для любого у(х)  G Г  имеем

2 
Р

y2 (x )dx <  | I  \y\pdx 

откуда

1 1 \ 1 1

j  yr2 (Kx )dx  +  J  у2 (x )dx\  J  у2 (x )dx <  J  yr2 (x )dx  +  1 +  A:2 (y2(0) +  y2( l ) )  .
) о / о  о

Следовательно,

f  yr2 (x )dx  +  1 +  A:2 (y2(0) +  y2( l ) )

G(y )  =  --------------- i >  \ \ у Ш 2нЧ0Л)  .
J  y2 (x )dx  
о

b) Заметим, что существует минимизирующая последовательность {у{\ G Г  функ
ционала G{y). Пусть {j j i} -  минимизирующая последовательность G(y)  в _ff1(0 ,1), то

есть lim GiyA =  inf G(y ) =  in. Д ля  последовательности y,; =  уг/С^р, где Ci =
i ^ o o  г/€Я1( 0,1 )\{0}

f n \yi\pdx. также будет выполняться lim G(yi )  =  lim G(yi )  =  m, причем yi(x)  G Г.
г—>-oo oo

Д ля  всех достаточно больших значений г верно G(yi ) <  т  +  1, откуда следует 
\ Ы х )\\нЦ0  1 ) — G{y%) <  т +  1, то есть последовательность {yi}  ограничена.

c) Перейдем к доказательству существования такой функции и(х )  G Г, что G (u ) =  
т. Так как {у{\ -  ограниченная последовательность в сепарабельном гильбертовом



пространстве Н 1 {0,1), то она содержит подпоследовательность слабо сходящуюся

в Я 1 (0, 1) к некоторой функции и(х ) ,  причем ||m( )̂|| î(o i) — m +  1-
Так как пространство i/ 1(0 ,1) компактно вкладывается в пространство (7(0,1), а

оно, в свою очередь, вкладывается в Ьр{0, 1), где р >  1, то существует подпоследо
вательность {щ }  последовательности { ^ } ,  сильно сходящаяся в (7(0,1). Тогда под
последовательность { « j }  сильно сходится в Ьр{0, 1) к функции и(х ) ,  откуда следует 

I | | l p(o,i) — ||mHIIlp(o,i)| ~^ 0. Следовательно, при i —> оо имеем

1 1

f  Ых)Гь ̂  J ШГ*,
о о

1 1

J  u2 (x )dx  —>• J  u2 (x)dx.

о о

г  ■ V 72Докажем, что ||г/.(;х) ||ь2(од) Ф 0- Пусть ||м||ь2(од) =  ( / u2dx ) =  0, тогда имеем

1
и(х )  =  0 (почти всюду), следовательно / \u(x)\pdx =  0. С другой стороны,

о

1 1

/ \u(x)\pd x =  lim / \ui\pd x = l ,J i^oo J
0 0

то есть u {x ) E Г. Это приводит к противоречию. Следовательно, ||г/.(;х) ||ь2(од) ф 0.

Докажем, что последовательность { и [ ( х ) }  ограничена в Ь 2 (0,1). Так как {и Д # )} С 
{y i (x ) } ,  для нее верно || wi(^)||^i 0̂ ^ <  т +  1, откуда следует, что

1

l k l l ! 2(0, l)  +  1 К 1 1 |2(0Д) =  J К 2 +  ( и'г) 2) dx =  ЦмД^г) || # 1(0,1) <  ГП +  1,
О

откуда имеем ||м̂ (̂ )|||о(0 i) —  ̂— 11̂ 0*0 II L (o 1) ’ то есть {*40*0} ограничена в Ь 2 (0, 1).
Следовательно, существует такая подпоследовательность {u^(rr)} последовательности
{иДгг)}, что {«> '(;г )} слабо сходится к и' (х)  в Ь 2 (0, 1).

1
Рассмотрим J (w - (x ) ) 2 dx. Эта последовательность имеет конечный нижний предел: 

о
1

f  (w'i ( x ) ) 2 d:r >  0. Следовательно, существует такая подпоследовательность {иД^г)} по- 
о

1 1
следовательности {«>*(;?)}, что lim f  ( v ' ( x ) ) 2dx =  lim f  (w'i ( x ) ) 2 dx. Так как v ' ( x )  слабо

г—S-oo g i - j - co  0

сходится к u' (x )  в L 2  (0, 1), то для этой последовательности выполняется 

1К И 11ь2(0Д) <  lim IK г(+ ) IIь2(од) =  И т  ||г>'(;г)||l2(o,i) •
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Используя непрерывность функционала G(y)  в Н 1 {0,1), имеем 

lim f { v '^ d x  +  lim ( J  г.. '7/.Л +  к2 ( lim г;2(0) +  lim г;2( 1)
г—оо п г—>-оо \ п / \%^оо г—)>оо /

G (u ) <  ------5 ^ -------y f   ---------------------------------=  lim G(v i )  =  m .

lim I f  v 2 (x )dx
г—̂оо

0

Таким образом, получаем G (u ) <  т. Но, так как т  =  inf G (y ), то, следователь-
уея1(од)\{о}

но, G(u )  =  т.

2) Пусть и (х ) G Г и G (u ) =  т. Докажем, что и (х ) — положительная функция на 
(0,1) и удовлетворяет уравнению (4.11) и условиям (4.12)—(4.13).

Пусть функция c(;r) G Н 1{0,1), и пусть А" (у ) =  к2  (г/2(0) +  г/2(1)). Рассмотрим функ
цию

1 /1 \ 2/р
/ (и ' (х )  +  t z ' ( x ) ) 2dx +  ( / | г/. (;х) +  t.z(x)\pdx J +  К  (и +  tc)

</(*) =  G ( «  +  tz) =  °----------------------------^ ------------------------ 1---------------------  ,

f  (u (x )  +  t z ( x ) ) 2dx 
0

где t G I .  Поскольку g (0) =  GCu,) =  inf G(y),  то g ' i0) =  0, так как t =  0 — точка
уен^ол)

экстремума дифференцируемой функции g(t ) .  Найдем д ' (0):

2 1
1 /1 \ р~1 1

2 j u lzldx +  2 [ j \ u \ pd x )  / |и|р_1с sign udx 2 , ,
о Vo У о , 2 k2 (u ( 0 ) z ( 0 ) +  u ( l ) z ( l ) )

т 1 1
f  u2 (x )dx f  u2 (x )dx
о о

l / 1 /1 \ 2/?J
2 f  uzdx ( f  (u ' )2dx +  ( / J +  K ( u )

l
J  u2 (x )dx  
0

0 .

Поскольку G(u )  =  G(|u|), то можно считать, что u(x )  >  0. Тогда, так как и (х )  G Г, 
имеем

1

j  u\x )z ' (x )dx  +  j  и (х )р 1 z (x )dx  +  k2 ( u ( 0 ) z ( 0 ) +  м (1)с (1))  =  m  j  u (x )z (x )d x  , 

o o  о

то есть u(x )  G H l {0 ,1) является обобщенным решением краевой задачи (4.11) -  (4.12). 
Можно доказать, что это решение является классическим (см., напр., [5]). В силу един
ственности решения задачи Коши для уравнения (4.11) имеем и(х )  >  0. I
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Продолжим доказательство теоремы. Докажем, что М 7  =  т.
2  2 

Пусть у(х) G Г, тогда у 7- 1^г) G А 1. Имеем Д(г/т-1, у) =  G (y ), откуда следует, что

7  =
2  2

inf , у) =  inf Д(ут'-1, у) =  inf G (y ) =  GCu) =  т. Следовательно, М
г/еЯ1 (о,1 )\ {о } г/ег уег
sup Ai =  sup inf R(q, у) >  т. Ранее было получено, что М 7 <  т. Следовательно,
<?еД7 q&A^yeH 1 (0,1)\{0}

2
М 7 =  т,  причем М 7 =  G (u) =  Щ и ^ - 1 ,и).  Таким образом, теорема 1 доказана.

4. Доказательство теоремы 2. 1. Докажем, что если 7 > 1, то т 7 =  А ,̂ где А̂  
— первое собственное значение задачи для уравнения у" +  Ау =  0 с условиями (4.2). 

Рассмотрим задачу Ш турма -  Лиувилля для уравнения

у "  +  Ау =  0 , (4.14)

с условиями (4.2). Пусть А1]1 -  минимальное собственное значение этой задачи. Согласно
вариационному принципу А? =  inf R ( 0, у), где

уея1(од)\{о}

J  y,2(x)dx  +  к2 (у2(0) +  у2( 1))

Д (0, у) = 1
J  y2(x)dx  
о

Имеем для A i(q) -  минимального собственного значения задачи (4.1), (4.2):

A i ( q ) =  inf R(q, y ) ^  inf R(0, y) =  A?.
1W  уея 1(о,1)\{о} уея 1(од)\{о} V 1

Тогда m y =  inf A 1(0) ^  A?.
q ( x ) e A 7

С другой стороны,

=7 — inf f  inf i?(g, y ) )  <  inf
<?еД7 \ уеЯ1(од)\{о} / <?еД7 1

/  yi/2cfe +  /  д(ж)у?<& +  fc2 (y?(0) +  y j (  1))
0

/ y^cfe 
0

1 1
/ g(;r)y2<ir / ge(;r)y2<ir

ш  ( л ;  +  )  <  a ;  +  ^

/ yfdx J  y\dx
о 0

где yi ( x)  =  C\ cos у / Ц х + С 2 sin -  первая собственная функция задачи (4.14), (4.2)
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Заметим, что существуют такие константы N\, N 2 , что N\ ^  (y i(;r) ) 2 ^  N 2  >  0 при 
х Е [0,1]. Отсюда имеем

1
Г оЛх)у'Ы х

А ?  +  — г---------------  ^ Х °1 +  Т Г -  £ l ~ l h  Х °1 н р н  е  ^  0  •

№
О

Следователвно, т 7  =  А1]1.

2. Докажем, что если 7 ^  1, то ?щ ^1/4.
1

Пусть А  =  {у (х )  : у{х)  Е Я : (0,1) \ {0 },  / у2 (;r)cir =  1, у (гг) ^  0 }. Заметим, что
о

Ai =  inf R(q, у) =  inf R(q, у).
yeHx( o,i)\{o} ' yeA

1
Пусть а =  J  y' 2 (x)dx, /5 =  min у =  у(£), где £ G [0,1]. Используя равенство у(х )  =  

о г/е [од]
X

у ( 0  +  Г у 1  { s ) d s  и неравенство Гельдера, получим

(

X \ 2 хj y\s)ds I ^  2/32 +  2 J yr2 (s)ds ^  2/32 +  2a  .

Д ля  y{x) E А  получим следующее неравенство: 2j32  +  ‘2a ^  1. Следовательно, для Q' 
и /3 верны оценки: (а) 2ск ^  1/2 или (b) 2/3 2 ^1/2.

(a) Рассмотрим случай а- ^  1/4. Тогда для у(х )  Е А  и g(;r) G А 7 при к =  0 и 7 ^  1 
имеем

1
a +  f  q (x )y2dx

R ( q ,  у )  =  — ^ ^  \  ,

(b) Теперь рассмотрим случай /3 ^  1/2. Так как у (# ) ^  /3 для всех у (# ) G [0,1], при 
у(х )  G А  и q(x)  Е А 7  получим

1 1
f y ,2 (x )dx +  f q ( x ) y 2dx 1 1

Д(д, у) =  9-------------- р -------------  ^  / q (x )y2dx ^  -  q (x )dx  .

о о

Из неравенства Гельдера следует
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и

}  ( г  V 7 г  - L .  4 1 - 1/ q y( x ) d x ^  I / q(x)dx  I ( / 11 / ] при 7 е  (0, 1].

О \о / \0

1 1
Поэтому J q(x)dx  ^  1. Следовательно, i?(g, у) ^  -  в обоих случаях, и 

о 4

?в7 =  inf
<?еД7

inf i?(o, у)
LyeHi(o,i)\{o}

inf
<?еД7

inf Д(д, у) 
L у е А

3. I) Докажем, что если 7 >  0, то т 7  ^  тг2, причем т 7  —>■ тг2  при к —>• оо.

0, 0 <  х <  5,

а) Пусть 

Уб(х)
( 1 - 5 ) ' 5 <  х  <  1,

где 5 —> 1 — 0. Имеем R(qs, у&)
^  +  0  +  к2  sin2 f2<S

8 / 2
откуда следует

=  inf
<?еД7

inf r i R(q, У) <  R(qs, Уд) ->■ тг2 при 5 ^ 1 - 0 .
L 2/€#i(0,1)\{0}

Ь) Рассмотрим Л5 — первое собственное значение задачи (4.14), (4.2), которое при 
к2 >  7г/2 является минимальным положительным решением уравнения

tg л/Л
2у/Хк2  

Л -  А:4
Г4.15)

При А: —> оо это решение стремится к 7Г2 — 0. Так как т 7  >  Л°, получим, что 1 Щ  —> 7Г2 
при к оо.

Заметим, что при к2  —> 0 имеем  ̂0.
II) Докажем, что если 7 >  0, то т 7  ^  тг2  — ^  +  О при к оо.

Сделаем в уравнении (4.15) замену z =  1/к2, t =  у/Х, тогда уравнение примет вид

tg t =  -
2  tz

1 — t 2 z2
Г 4.16)

Функция F (z ,  t) =  tg t +  1j2*|y3 непрерывна вместе со своими производными любого по
рядка в точке (со, to) =  (0, 7г), в этой точке равна нулю, и ее производная Ft'{zo, to) ф 0. 
Поэтому в некоторой окрестности точки (zo, to) существует единственное решение t(z ) 
уравнения (4.16), причем t.(zo) =  to, и функция t (z )  непрерывна со своими производны
ми любого порядка.

Из непрерывности производных функции t (z )  следует, что в окрестности точки 

(zo, to) верна формула Тейлора t (z ) =  t (z0) +  — ~о) +  • • • +  ^ га_ 1̂,°'> (z — ~o) ra_1 +



0 { { z  — ~о)га) для любого п Е N. Найдем коэффициенты для первых двух членов этой 
формулы: t(zo) =  тг, t' (zo) =  —2тг. Получим t (z )  =  тг — 2ttz +  0 ( z 2). Таким образом, при
к —> оо имеем ?в7 ^  t 2  =  тг2  — +  О • Теорема 2 доказана. ■

5. Доказательство теоремы 3. 1. Заметим, что утверждение 1 теоремы 1 и утвер
ждение 2 теоремы 2 верны для всех к.

2,3. Докажем, что если 7 ^  1 и к =  0, то М 7 =  1.
При q(x)  =  1 и к =  0 задача (4.1)—(4.2) имеет следующий вид:

у" — У +  Ау =  0, (4 .17)

у '(0) =  у\ 1) =  0 . (4 .18)

Эта задача имеет минимальное собственное число А] =  1. Отсюда следует, что М 7 =  
sup Ai (q) ^  Ai ( 1) =  1.

q{x)£A~f

С другой стороны, положим yi(x )  =  е, тогда, используя неравенство Гельдера и 
условие (4.3), получим

1
е2 / q(x)dx  +  2 к2 е2  1

A i(g ) ^  R(q, у\) =  —  --------  =  J  q(x)dx  +  2 к2  ^  1 +  2 к2  (4.19)

о

при всех q(x)  Е Ау и всех к.
Имеем М 7 =  sup A i (q) ^  1 +  2к2. при всех к и М 7 ^  1 при к =  0. Следовательно,
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дел-.
М у

1,2. Докажем, что при к =  0 имеем: если 7 <  1, то ?n7 ^  1; если 7 =  1, то ?n7 <  1. 
Неравенство ?n7 <  A] =  1 выполняется для всех 7 . Пусть 7 =  1 и предположим, что 

m,y =  1, тогда inf X\{q) =  m7 =  М 7 =  sup A i (q), то есть при всех q(x)  мы будем иметь
q ^ A 7

одно и то же минимальное собственное значение. Это значит, что при любом q(x)  Е Ау 
и А =  1 задача (4.1), (4.18) имеет нетривиальное решение. Но при

q(x)  =  q*(x) =
2, 0 <  х <  1/2 
0, 1/2 ^  гг <  1

задача (4.1), (4.18) не имеет нетривиальных решений, для которых уг(х)  непрерывна 
(см. постановку задачи), то есть мы пришли к противоречию. Следовательно, т.\ <  1.

3. Докажем, что если 7 >  1 и к =  0, то т,у =  0.

Г 0 X F
Пусть г/i =  1, q£(x )  =  < ’  ̂ ’ Тогда при 7 >  1 имеем

т,у =  inf
<?еД7 inf . . R ( q, у ) <  R(Qe, y i) =  е1 1/7 ->• 0 при £ 0.L 2/еЯ1(од)\{о} J

Таким образом, получили ?г?7 =  0.
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П рим ечание. Можно построить графики зависимости т 7  и М 7  от к2  для разных 
значений 7 (рис. -  ). При этом для случаев, когда точную оценку получить не удает
ся, можно указать области на плоскости к2 ОХ, которым принадлежат т 7  и М 7. Д ля 
построения данных графиков использовались результаты, полученные при доказатель
стве теорем 1 -3 , и следующие рассуждения.

1) Функции А](А:2) и Xi (k2) (первые собственные значения задач (4.14), (4.2) и (4.17), 
(4.2) соответственно) непрерывны по к2, возрастают с увеличением к2  и при к —> оо стре
мятся к первым собственным значениям соответствующих задач Дирихле (см., наир.,
[6]). При доказательстве теоремы 2 были получены предельные значения А1]1 при к —> 0 
и при к —> оо, и заметим, что А] =  А̂  +  1.

2) Имеем

1 1
f  y,2 (x )dx  +  f  q (x )y 2 (x )dx  +  к2  (у2(0) +  у2( 1))

Ai =  inf
у € Н  i (0 , l )\ {0 }

>

f  y2 (x )dx

>  inf
уен°(ол)\{о}

l l
f  y,2 (x )dx  +  f  q (x )y 2 (x )dx  +  k2  (y2(0) +  y2( l ) )
0  0___________________________________

1
f  y2 (x )dx

inf
yeHf(o,i)\{o}

1 1
J  yl2 (x )dx +  f  q (x )y 2 (x )dx
0  0________

1
f  y2 (x )dx

Ai,

где XI -  первое собственное значение задачи Дирихле для уравнения (4.1) при условии 
q(x)  G Ау. Следовательно, т 7  >  т с7  и М 7  >  М 7, где т с7  и М 7  — соответствующие 
оценки для Х\, полученные для всех 7 в работе [4].
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Abstract. The Sturm-Liouville problem with third-type boundary conditions and an integral 
condition is under consideration. First eigenvalue Ai of this problem for different values of the 
parameters is estimated.
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