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1. Ослабление требований на разрешающие операторы задачи Коши для абст­
рактных дифференциальных уравнений первого и второго порядков привело (см. [1 -  
3]) к понятию проинтегрированной полугруппы и проинтегрированной косинус-
оператор-функции (в дальнейшем ПКОФ).

В работе [4] в банаховом пространстве Е  установлены формулы, связывающие 
ПКОФ С а  (О при а  > 1 с разрешающим оператором {t) задачи Коши для уравнения 

Эйлера-Пуассона-Дарбу

u \ t ) ^ - u \ t )  = Au{t),  / > 0 ,  (1)
/

w(0) = Mo, и'(0) = 0, (2)

где параметр А: > О.
Операторная функция Y/̂  (t) введена автором в работе [5] и названа операторной 

функцией Бесселя (в дальнейшем ОФБ). Множество операторов А, для которых задача 
(1), (2) равномерно корректна, обозначим через Gj^. Таким образом, если A s G i ^ ,  то 

решение задачи (1), (2) существует, единственно и непрерывно зависит от начальных 
данных, при этом u(t)  = Yî  (/)mq , mq ^ и

\ \Yk{t) \\<Me'^, M > \ ,  й )> 0 .  (3)

Отметим, что условие равномерной корректности задачи (1), (2) и свойства ОФБ 
Yj^(t) приведены в [5].

Напомним далее определение ПКОФ.
О пределение. Пусть а  > О. Однопараметрическое семейство линейных ограни­

ченных операторов С„(Г), t t O  называется а  раз ПКОФ, если:
t+s S

1) 2 Г (а )С „ (0 С „ (5 )=  \ { t - ^ s - r f - ^ C ^ { r ) d r - \ { t  + s - r f - ^ C ^ { r ) d r  +
« •
/ О

t S

+ ^ C a { r ) d r +  [r + t - s Y  ^Ca{r )dr ,  t > s > 0 ;

t - s  0
2) C „ (0 )  = 0;
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3) для любого JC е  £■ функция {t)x непрерывна по Г > О;

4) существуют постоянные М  > О, с о > 0  такие, что

|С « (0 ||< М е ^ ', t > 0 .  (4)

Генератор А ПКОФ С д (/)  определяется следующим образом: D(A)  -  множе­

ство элементов х е  Е таких, что существует элемент у & Е ,  удовлетворяющий равен­
ству

.а  '
C a ( t ) x -

Г

Г (а  + 1)
X = { t - r ) C a ( r ) y d r ,  t > 0 . (5)

О

^2а (0^0 =
2 “ Г (а  + 1 /2 )

где Г(-) -  гамма-функция Эйлера; в этом случае полагаем Ах = у .
Т еорема 1. Пусть а  > О и оператор А является генератором а  раз ПКОФ 

С а (0 >  uq е  D { A ) . Тогда задача (1), (2) при к = 2 а  равномерно корректна, т.е. 

А € G 2a  > и соответствующая ОФБ представима в виде

' I А

Cait)uQ -  jp '_ i ( r ) C „ ( /r ) « o ^ r  , (6)

ч о .
где Ру (•) -  сферическая функция Лежандра.

Д оказательство. Как уже было отмечено ранее, в работе [4] эта теорема дока­
зана для случая а > \ .  Приведем другое доказательство этой теоремы, которое позволя­
ет рассмотреть и случай а  > О. Отметим, что изменения касаются лишь проверки того 
факта, что определяемая равенством (6) функция У2а ( 0 “ о является решением задачи 

(1) , (2).
Вычислим первую и вторую производные функции Г2а ( 0 “ о- Имеем

*а

1
Pa-\^^)Caitr)uQdT + —  Y  Р^_1(г)С„(Гг)мо^/т

g  + 1 
^a+l .

О

2 “ Г (а  + 1 /2 )

1

t а+2 C a ( t > 0  -

1

Г t t a +2
0

2 a  + 4
1

ta +2  .
1

1

r P^-l{T)Cai tr)uodT
t

0 0 
После интегрирования по частям получим

2“ Г (а  + 1/2)
^2а(О“0 + ~ ^ а ( 0 “0 = ---------- 7=------

t л/л-

1 1 ^ , 4 . а ~ - а
-W0+ — С а (0 ^ « 0 "

1

2 ,а+2 Pa- \ i^ )C a( t r )U odr  +

О



.а+1 И  ^а-1(г) + 2тРа_,(г))::;(/г)ио^/г

Из равенства (5) следует формула для дифференцирования

м - 1  '
^ а ( О х  = - ^ х +  Ca(r )Axdr .Па) J

Используя равенства (7), (8), интегрируя по частям, вычислим

Ч Л ' Н  + +,а+1

1

 '— “О + Ш ы о  -  > i - i (1-)С „(/г)V r  +
Г (а -1 )Г “ г“ ■

«о (1) -  а  -  1 + («^  + а )  f r “ - ‘ ( t)cJt +

(7)

(8)

+ •
2мг

Г (а )Г
1 - а

О

+

+
,а+1

1

^«-1(1) C a i p ) A u o d p - t  T^P;,_ar)C„{tr)AuodT 

О О

2“ Г (а  + 1 /2 ) а - а ^  ^   ̂ 1 ^  /.ч . -  а
^(/+2 С а ( 0 ^ “0 +

1

1
+ -

а  - а  
’^ 2 ~ (9)

В правой части равенства (9) вьщелим выражение для ^ У 2 а (0 “о ^ воспользуем­
ся равенством (8). После интегрирования по частям получим

V. , 2 а , . ,  2“ Г(а + 1/2)
h a ( 0 “0 +  h a ( O “0 =  r=-------

t yjn

1
 ̂ C a { t ) A u Q - ^ [ P a ^ x { r ) C a { t T ) A u Q d T ^

t
0

-  a
+ '"■~ 2  ^aiOuQ +  - ^  (l -  г^)р^_,(г)С„(Гг)^Мо^^г + 

*  ̂ 0

+



= л1Г2„(,)„0 ^  j |2 r  -г 2 )р ^ .,(г ) ;  C i« r )» o i/r  +

^а+2
- а (10)

г;
Как известно [6, с. 206], сферическая функция Лежандра Ра-\{'^) является ре­

шением уравнения

И  - 1 ^ - 1  ( )̂ + 2гР' _ 1  (г) = а {а - \ )Р^_^ {т ) .
Поэтому из равенства (10) выводим

2 “ ( а ^ - а ) г ( а  + 1 / 2 )

^2а(О“0 + ~ ^ 2 а ( О “0 = ^ ^ 2 а (0 “0 + 

1 1

= ^>2а(0«0-
О О

Таким образом, с учетом сделанных в начале доказательства замечаний теорема 
1 доказана.

2 . Во второй части работы для уравнения Эйлера-Пуассона-Дарбу (1) при Л < О 

мы рассмотрим весовую задачу Коши, т.е. задачу отыскания решения уравнения (1), 
удовлетворяющего условиям

м(0) = 0, И ш /^w'(/) = «1- (И)
Будет показано, что ПКОФ также может быть использована при построении ре­

шения указанной задачи. Разрешающий оператор задачи (1), (11) (ОФБ с отрицатель­

ным индексом) будем обозначать (t), к < 0 ,  так что функция (t)ui -  решение за­

дачи (1), (И ).
Теорема 2, Пусть а > 0  и оператор А является генератором 1 + а  раз ПКОФ 

Q + a (0 >  “ 1 ^ D ( A ) .  Тогда задача (1), (11) при ^ = - 2 а  равномерно корректна (будем  

писать А €  Н _ 2а ) и соответствующая ОФБ с отрицательным индексом представима в 

виде
Ла+\

^ - 2 а ( 0 Щ  =
Г

2а  + 1
У2а+2(0Щ =

2 ^ ^ ^ r {a  + 3 l 2 ) t ^

(2 а  + \ ) у17г

1

<̂ а+1 ( 0 “0 -  Ра (^)С а+1 
О

(12)

Д оказательство. Непосредственная проверка показывает, что функция

^ - 2 а  (0«1 =
2 а + \

2 а + 1 ^2ог+2 (0^1

является решением уравнения (1), а справедливость начальных условий (11) очевидна.
Доказательство единственности решения задачи (I) , ( И )  будем вести от против­

ного. Пусть Ui(t)  и « 2 ( 0  -  два решения этой задачи. Рассмотрим функцию двух пере-



менных w (/,5) = / (2 _ 2 a (5 ) (M i(0 ~ « 2 (0 ) ) .  тое f  &Е* {Е *  -  сопряженное пространст­

во), Г,5' ^ О. Она, очевидно, удовлетворяет уравнению

d^w 2 а  dw d^w 2 а  dw

t dt s  ds

и условиям

w(0 ,a) = 0, lim
r>o

'^-2а = 0, lim '5 - 2-
dw'

1 d t ) s-^0 Ч ds ^
= 0.

(13)

(14)

После замены w(^5) = 5^“ '^*v(/, j )  задача (13), (14) превратится в задачу

d^v 2 а  dv d^v 2 a  + 2 d v
- + —

d r f dt ds^

v(0, s) =  0, lim
/ —>0 s. d t )

= 0,

ds

lim —  = 0.
s-^0 ds

(15)

(16)

Подобно тому, как это было сделано в [7], истолкуем v( t ,s )  как обобщенную  

функцию умеренного роста и применим преобразование Фурье-Бесселя по переменной 

j'. Для образа У(г,Я)  получим следующую задачу

д^У([,Я) 2 а  дУ((,Я)

dt^ dt

У{0,Я) = 0, lim
t—>0\

= -Я^У{1,Я),

=  0 .
r^-2a дУ{1,ЯУ

dt

(17)

(18)

Общее решение уравнения (17) имеет вид

У О, Я)  = t “^ ' ' %  { Я У . .„ ,  (ЯО + (Я)Л^,.„ (Я О ), 

где Jy  (•) -  функция Бесселя, N y  (•) -  функция Неймана.

Поскольку функция Неймана при / - > 0  имеет порядок , то из первого

условия в (18) следует Т.к. функция Бесселя при / - > 0  имеет порядок

^а+1/2, J0 из второго условия в (18) следует ^](Я) = 0 .

Следовательно, v(/, s)  = w(t, s ) ^ 0  для любого j  > О. В силу произвольности

функционала f s E *  при = О получаем равенство wj (О = ^2 (О  ̂ и единственность 

решения установлена. Теорема 2 доказана.
П ример. Из теорем 1 и 2 вытекает справедливость следующ их равенств

/ t

К 2 (0  =  - С , ( 0 .  1 '4 (0  =  4 с 2 ( ' ) - 4  f c 2 W * .  Г б (') =  ^ С з ( 0 - ^  f s C j W * ,

2 - 2 ( 0  =  у 1 ' 4 ( 0 .  2 _ 4 ( 0  =  у » ' б ( 0 .

Следствие. Пусть А е  Hi^, к < 0 .  Тогда при т < к  А е  и справедлива фор­

мула сдвига по параметру для ОФБ с отрицательным индексом



„ 2 ( 1 - Л ) Г ( 3 /2 - т /2 ) Г * - '"  V / ,  2^^2-/и/2
Z~.{t) = ---------------------------------------------------  s l - s  I Z i ( i s )d s .  (19)

( 1 - т ) Г ( 3 / 2 - / с / 2 ) Г ( к / 2 - т / 2 )   ̂ ’
О

Д оказательство. Справедливость равенства (19) вытекает из представления (12) 

и формулы сдвига по параметру для ОФБ (г) при к > 0  (см. [5]).

Замечание. Если при а  > О оператор А является генератором ПКОФ Сд (t) (а 

не С ]+д(О ), то выразив Z _ 2a{ t )  через ОФБ ^2^+2 (О > определенную равенством (6), 

после интегрирования по частям получим следующее представление для ОФБ с отри­
цательным индексом

2 - 2 а ( 0  = -------— г ^ -------  P a { r )C ^ { tT ) d r .
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The formulas connecting a solution o f  the Cauchy problem for an abstract equation o f  Euler-Poisson- 
Darboux with integrated cosine function are established.
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